R. Răduleţ 


BAZELE 
ELEGTROTEHNIGII 


MINISTERUL EDUCAȚIEI ȘI ÎNVĂȚĂMÎNTULUI 
Acad. REMUS RĂDULEȚ 


BAGELE 
ELEGTROTEHNIGII 


PROBLEME 


Ediţia a doua 


EDITURA DIDACTICĂ ȘI PEDAGOGICĂ 
BUCUREȘTI 


Redactor: ing. Alexandra Moraru 
Tehnoredactor : Ana Țimpău 


PREFAŢĂ LA EDIȚIA A DOUA 


Volumul al doilea de Bazele electrotehnicii — probleme care 
se găsește la cea de a doua ediție tipărită, privește materia predată 
în partea a doua a cursului de Bazele electrotehnicit din învă- 
țământul tehnic superior și e destinat în principal studentilor din 
facultățile de electrotehnică, electronică şi telecomunicații și de 
automatică și din secția de electroenergelică a speciahtății de ener- 
getică. 

EI cuprinde 376 de probleme rezolvate și 92 de probleme propuse 
și cu indicatii de rezolvare și răspunsuri, grupate în opt capitole, 
privitoare la analiza reţelelor electrice lineare monofazate şi tri- 
fazate în regimurile armonic și periodic permanent, a cuadripolilor 
și filtrelor și a circuitelor și retelelor electrice lineare şi nelineare în 
regimurile staționar, periodic permanent şi transiloriu, privitoare la 
vreo cîteva probleme reprezentative de bobine, transformatoare şi 
mașini electrice de curent alternativ, precum şi la Sinteza unor cir- 
cuite electrice lineare. 

Problemele sînt organizate — ca și în volumul întţi — în ordinea 
crescătoare a dificultății rezolvării lor, pentru ca primele să poată 
fi folosite și pentru seminariile cursurilor de electrotehnică generală. 

Fiecare capitol e precedat de cîte un breviar, care cuprinde enun- 
jul principalelor teoreme şi Schița principalelor metode, procedee 
și tehnici de calcul folosite sau de folosit în rezolvarea problemelor 
rezolvate sau propuse, pentru ca volumul să poată fi folosit de un 
număr cît mai mare de cititori. 

Autorul multumeste inginerilor Sorin Antoniu, Ioan Ciric, Cezar 
Flueraşu, Cornelia Ionescu și Mihai Vasiliu, foşti colaboratori ai 
Săi, pentru contribuția lor la redactarea enunțurilor și a soluțiilor 
a numeroase din problemele care au fost propuse în cursul anilor 
la Seminarii, probe de control, examene și concursuri de electrotehnică 
din Institutul Politehnic București. 


AUTORUL 


PREFAŢĂ LA EDIŢIA ÎNTÎI 


Acest al doilea volum de Probleme de Bazele electrotehnicii 
reprezintă continuarea volumului I (ediția a II-a) apărut în anul 
1970. 

Volumul de față conține 468 de probleme, din care 376 sînt rezol- 
vate, tar 92 sînt propuse şi au numai indicații de rezolvare şi răs- 
punsuri. 

Tematica problemelor acoperă cunoştinţele predate în partea a 
doua a cursului de Bazele electrotehnicii, destinat studenților facul- 
tăților de Electrotehnică, Automatică, Electronică şi telecomunicații 
ș celor de la secțiile de Electroenergetică ale facultăților de Ener- 
getică. Cele opt capitole ale culegerii privesc în special reţelele electrice 
lineare monofazate și trifazate în regimurile armonic și periodic per- 
manent şi lineare și nelineare în regimurile variabile și tranzitoriu, 
analiza și sinteza dipolilor electrici lineari, analiza cuadripolilor 
și a filtrelor electrice şi electrotehnica bobinelor, a transformatoarelor 
ȘI a unor maşini electrice. 

Fiecare capitol e precedat de un breviar, în care sânt definite mări- 
mile cu care se operează și sînt prezentate succint principalele teoreme, 
relații şi metode utilizate în rezolvarea problemelor. În acest fel 
lucrarea poate fi folosită şi independent de curs. Simbolurile și 
notațiile sînt cele' recomandate de normele internaționale și reținute 
de standardele românești. 

Problemele fiecărui capiol au ordinea dcui lor crescînde. Cele 
mai multe dintre ele, în cursul anilor, au format obiectul unor seminarii, 
Brobe de control, examene și concursuri de electrotehnică. Multe dintre 
ele au fost concepute de autor și de colaboratorii săi direcți: conj. 
dr. ing. I. Ciric, conf. dr. ing. C. Fiueraşu, conf. dr. ing. 
C. Ionescu, ș.l. ing. M. Vasiliu şi as. ing. S. Antoniu, cărora au- 
torul le mulţumeşte pentru contributia lor prețioasă. 

Deși adresate în principal studentilor, problemele interesează și 
Be ces care au părăsit mai demult sau mai de curînd: băncile facul- 
tăților și lucrează acum în domeniul electrotehnicii. 
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Capitolul 1 


RETELE ELECTRICE MONOFAZATE 
ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC 


1.1. BREVIAR DE ANALIZA REŢELELOR ELECTRICE LINEARE 
MONOFAZATE CU PARAMETRI CONCENTRAȚI, 
ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC 


1.1.1. GENERATOARE DE TENSIUNE ȘI GENERATOARE DE CURENT 


Un sistem fizic cu două borne, sursă de energie electrică ce stabilește între 
acestea o tensiune a cărei dependență de timp e independentă de sistemele 
fizice legate la bornele lui și deci independentă de curentul pe care-l debitează, 
se numește generator ideal de tensiune (fig. 1.1.1, a). O astfel de sursă, legată 
în serie cu un circuit, care poate fi format dintr-un rezistor și o bobină (even- 
tual și un condensator), formează un sistem fizic care se numește generator 
de tensiune (fig. 1.1.1, b) în raport cu bornele extreme, tensiunea la bornele 
sursei de tensiune fiind tensiunea electromotoare a generatorului de tensiune. 

Un sistem fizic cu două borne, sursă de energie electrică ce debitează prin 
acestea un curent electric, a cărui dependență de timp e independentă de 
tensiunea care se stabilește la bornele lui se numește generator ideal de curent 
(fig. 1.1.1, c). O astfel de sursă, legată în paralel cu un circuit care poate fi 
format dintr-un rezistor și o bobină (eventual și un condensator), formează 


un sistem fizic care se numește generator de curent (fig. 1.1.1, d) în raport cu 
bornele sale extreme, curentul debitat de sursa lui de curent fiind curentul 
de scurtcircuit al generatorului de curent. 

Săgeţile din figurile 1.1.1, a, b, c, d indică sensurile de referință pentru 
tensiuni și curenți folosind regula de la generatoare pentru asocierea lor. 


1.1.2. MĂRIMI PERIODICE ȘI MĂRIMI ARMONICE 


Mărimile variabile în timp, care iau valori egale după trecerea de intervale 
de timp egale: 


y(t) = y(t + T) = y(t + nT); (n întreg) (1.1) 


unde T, perioada mărimii, este intervalul de timp minim după care mărimea 
își reia valorile, se numesc mărimi periodice, iar numărul de perioade cuprinse 
în unitatea de timp se numește frecvența lor: 


j= (1.2) 


Valorile instantanee pe care mărimile variabile, periodice, le au în diferitele 
momente se notează cu o literă minusculă, aleasă ca simbol literal al acelei 


mărimi; de ex. y. 
Valoarea medie, adică media aritmetică a valorilor instantanee ale mărimii 
periodice pe intervalul de timp al unei perioade: 


r 1 (+T 
Y mea. =y >= A y d? (1.3) 


se notează cu majuscula simbolului literal, cu indicele med. 
Mărimile periodice ale căror valori medii pe o perioadă sînt nule se numesc 
mărimi alternative (fig. 1.1.2): 


Yu, = 2 ya =o (1.4) 


Mărimile sinusoidale sau armonice sînt mărimi alternative funcțiuni sinu- 
soidale de timp (fig. 1.1.3): 


y = y(t) = Y maz Sin (ot + y) = V2 Y sin (or + Y), (1.5) 


unde y este funcțiunea de timp care dă valoarea instantanee a mărimii sinusoi- 
dale; Y naz este amplitudinea, adică valoarea instantanee maximă a mărimii 


Fig. 1.1.3 


sinusoidale; « este pulsația sau frecvenţa unghiulară ; w = 27/f este relația de 
legătură dintre pulsație și frecvenţă ; (wo + y) reprezintă faza, adică argumentul 
funcţiunii sinus din expresia (1.5) a mărimii armonice, care depinde linear 
de timp; y este faza inițială, adică valoarea fazei în momentul inițial (£ = 0), 
iar Y este valoarea efectivă sau eficace a mărimii sinusoidale: 


Y = Îmez (1.6) 


valoare care pentru o mărime periodică are expresia: 


e | Lp year >0, (1.7) 
T Ju 


este pozitivă și notată cu majuscula literei care simbolizează mărimea con- 
siderată. 

De exemplu, valoarea efectivă a intensității unui curent electric periodic 
e egală cu intensitatea unui curent continuu care, străbătind aceeași rezis- 
tență ca și curentul periodic, dezvoltă aceeași căldură ca și el în timp de o 
perioadă. 


De fazajul dintre două mărimi sinusoidale de aceeași perioadă este diferența 
dintre fazele acelor mărimi într-un moment dat, egală cu diferența dintre 
fazele lor inițiale. 


Factorul de formă al unei mărimi alternative cu alternanţe egale este raportul 
dintre valoarea efectivă și valoarea medie a mărimii pe o alternanță ce ocupă 
o jumătate de perioadă: 


7 Y 
K; = 


(1.8) 


Y mea 
E, = 1,11 pentru mărimi armonice 


Factorul de vîrf al unei mărimi periodice cu alternanțe egale este raportul 
dintre valoarea maximă și valoarea efectivă a mărimii: 


K == Y mar 


= (1.9) 


K, = 1,41 pentru mărimi armonice 


1.1.3. REPREZENTAREA SIMBOLICĂ A MĂRIMILOR ARMONICE 


1.1.3.1. Reprezentarea geometrică a unei mărimi armonice asociază bi- 


univoc mărimii sinusoidale și dintr-o specie dată (curent, tensiune) drept sim- 
bol grafic, un vector liber în plan: 


y(t) = V2Y sin (ot + y) = F(y) (1.10) 


Vectorii reprezentativi F(y) se numesc fazori (uneori și vectori de timp), 
spre a-i deosebi de mărimile fizice vectoriale din spațiul fizic tridimensional. 
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Reprezentarea cinematică a unei mărimi armonice sau reprezentarea ei prin 
vectori rotitori, constăistă în reprezentarea printr-un fazor într-un plan care-i 
este asociat și are modulul constant, egal cu amplitudinea mărimii sinusoidale 
și cu o orientare variabilă, care formează în fiecare moment, cu o axă fixă de 
referință din acel plan, un unghi egal cu faza mărimii reprezentate: 


z __ [[04|=V2Y 
AOX = (ot + y) 


Fazorul se roteşte în sensul trigonometric direct, cu viteza unghiulară 
constantă w. Astfel, operațiile cu mărimi sinusoidale care apar în ecuațiile 
integro-diferențiale lineare ale fenomenelor dintr-un circuit sînt transpuse 
în operații elementare efectuate cu vectori (diagrame fazoriale). 


Valoarea instantanee a mărimii sinusoidale reprezentate printr-un anumit 
fazor, dat în momentul ż, se poate obține grafic, proiectînd fazorul pe o axă 


fixă OY, defazată cu un unghi drept (z) » în sens direct, față de axa de re- 


ferință OX (fig. 1.1.4, a). 

Reprezentarea polară sau prin vectori ficși a unei mărimi armonice se reali- 
zează prin fazorul asociat mărimii sinusoidale, de modul egal cu valoarea 
efectivă a mărimii sinusoidale și de argument egal cu faza initiziă a mărimii 
(fig. 1.1.4, b): 


_ _ [[04|=Y 
y(t) = V2 Y sin (ot + y) Z 04) = (1.12) 
AOX =y 


Mărimea imagine sau simbolul conservă din mărimea sinusoidală dată numai 
elementele care o individualizează în raport cu celelalte, de aceeași frecvență: 
valoarea efectivă și faza inițială. 

Valoarea instantanee a mărimii se obține prin înmulțirea cu y2 a proiecției 
fazorului pe axa OY’, axele OX’ și OY” rotindu-se cu viteza unghiulară 
constantă « în sens contrar celui trigonometric direct. 


1.1.3.2. Reprezentarea analitică sau în complex stabilește o corespondență 
biunivocă între mulțimea funcţiunilor sinusoidale și mulțimea numerelor 
complexe: 


y(t) = V2 Y sin (ot + y) 2 (9), (1.13) 

unde € (y) este reprezentarea în complex a mărimii Y. 
În reprezentarea în complex nesimplificată, planul complex e identificat cu 
planul reprezentării cinematice. Imaginea în complex nesimplificată a mărimii 


sinusoidale este o funcțiune complexă de timp, de modul constant și egal cu 
amplitudinea mărimii sinusoidale: 


e 
/ 


y(t) = V2 Y sin (ot + y) £ V2 Y tY =Y; j= Vi, (1.14 
astfel încît: 


y(t) = Jm [Y] = Jm {2 Y eroro (1.15) 


Fazorul corespunzător mărimii y(ź) este vectorul reprezentativ al imaginii 
în complex C(y) din planul complex al lui Gauss. 

În aplicații se folosește odată cu calculul în complex reprezentarea geo- 
metrică ce ilustrează sugestiv relațiile de fază, iar în diagrame fazorii sînt 
notați adeseori cu simbolurile reprezentărilor în complex (fig. 1.1.5, a). 

În reprezentarea în complex simplificată planul complex e identificat cu 
planul reprezentării polare. Imaginea în complex simplificată a mărimii 
sinusoidale este un număr complex constant, de modul egal cu valoarea efec- 
tivă a mărimii şi de argument egal cu faza ei inițială (fig. 1.1.5, b): 


y(t) = V2 Y sin (ot + y) ZY e” =Y (1.16) 
y(t) = Jm [V2 e” Y] (1.17) 


Reprezentarea în complex prezintă avantajul că transformă ecuațiile integro- 
diferențiale lineare și cu coeficienți constanți ale fenomenelor din circuite, 
satisfăcute de curenți și tensiuni armonice, în ecuații algebrice lineare de gradul 
întîi satisfăcute de imaginile în complex ale acestor curenți și tensiuni. 

Reprezentările prin fazori, respectiv în complex, reduc operațiile de mate- 
matică superioară din ecuații integro-diferențiale lineare la construcţii ele- 
mentare, respectiv la ecuații algebrice, fiindcă produsele funcțiunilor armonice 
prin scalari constanţi, precum și derivatele și integralele lor în raport cu timpul, 


+] 


I< 


0 +? 


Fig. 1.1.5. 


sé obțin în aceste reprezentări prin operații geometrice, respectiv algebrice, 
elementare, din reprezentările respective ale funcțiunilor armonice. Astfel, 
produsul unei funcțiuni armonice y(7) = V2 Y sin (ot + y) prin scalarul a 
fii nd 
ay(t) = V2 a Y sin (ot + y), 

e reprezentat cinematic respectiv polar printr-un fazor în fază, respectiv în 
opoziție cu fazorul funcțiunii y(7) și de |a| ori mai lung decît acesta, după cum 
a œ>0saua< 0, iar în complex prin produsul dintre imaginea în complex a 
iunctiunii y(£) și scalarul a. Pe de altă parte, derivata mărimii armonice y(£) în 
raport cu timpul fiind 


O — a IY sinat +y +2), 


e reprezentată cinematic respectiv polar printr-un fazor defazat cu un unghi 
drept înaintea fazorului funcției și cu o amplitudine de œ ori mai mare decît 
a acestuia, iar În complex, respectiv în complex simplificat, prin produsul 
dintre imaginea în complex a funcțiunii și produsul dintre unitatea imaginară 
j și pulsaţia œw. De asemenea, integrala mărimii armonice y(?) în raport cu timpul 
și cu constanta de integrare nulă fiind 
y JY La T 
(ya =L" sin [at + pf 

e reprezentată cinematic respectiv polar printr-un fazor defazat cu un unghi 
drept în urma fazorului funcțiunii și cu o amplitudine de « ori mai mică decît 
a acestuia, iar în complex, respectiv în complex simplificat, prin raportul din- 
tre imaginea în complex a lui y(£) și produsul unității imaginare j prin pulsația œ. 


1.1.4. CIRCUITE ȘI REȚELE ELECTRICE LINEARE 


Rețelele electrice lineare cu parametri concentrați reprezintă o asociaţie 
de elemente de circuit ideale, care au caracteristici lineare (rezistoare, bobine, 
condensatoare, generatoare de curent sau de tensiune), de elemente electrice 
linearizate adică avînd caracteristici aproximate prin caracteristici lineare 
(tuburi, tranzistoare, diode) și de elemente giratorii, conectate între ele. 

O rețea electrică cu un număr mic de borne de acces și de generatoare, 
îndeplinind o funcțiune determinată în instalația sau în rețeaua complexă 
din care face parte, se numește circuit electric. Parametrii care definesc con- 
figuraţia topologică a rețelelor electrice sînt: numărul „/“ de laturi, numărul 
„n“ de noduri în care concură cel puţin două laturi, numărul „s“ de subreţele 
și numărul „0“ de ochiuri îndependente. Între ele există următoarea relaţie 
cunoscută sub numele de teorema lui Euler: 


O=l—n+s (1.18) 


1.1.4.1. Parametrii circuitelor lineare în regim armonic permanent. Impe- 
danja Z şi defazajul q al unui circuit linear cu două borne sînt: 


raportul Z = - = f (w, R, L, C), definit de valorile ẹfective ale tensiunii 


aplicate la bornele rețelei: 


u = |2 U sin (ot + y) 
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și curentului pe care-l absoarbe în aceste condiţii pe la bornele considerate: 


i = 21 sin (ot +  — e), 


precum și diferența o dintre faza tensiunii la borne și faza curentului. 
Unitatea de măsură în S.I. a impedanţei este ohm-ul (Q). 
Impedanța și defazajul rețelelor lineare nu depind de tensiune și curent, 
ci numai de frecvență și de parametrii numiți rezistența, inductivitatea și 


capacitatea laturilor lor. 
Rezistența R și veactanța X a unui circuit electric linear cu două borne de 


acces au următoarele relații de definiție: 


R = A Z cos o >0, (1.19) 


rezistența fiind în general funcție de frecvenţă și 


A = = = Z sin o 20 (1.20) 
Mărimile 
Up = Ucose și Uy= Using (1.21) 


sînt componentele activă și reactivă ale tensiunii aplicate circuitului. Între 
mărimile R, X, Z, q există relațiile: 
X R ; X 
tg ọ ==; cosp=—; sino=—, Z=ẸŅ\R? -+X 1.22 
Spa: pe pe F (1.22) 
Aceste relații sînt ușor de reținut cu ajutorul „triun- 
ghiului impedanțelor“ (fig. 1.1.6, a) Z 
Admitanja Y și defazazul e al circuitului linear. X 
Admitanța circuitului e valoarea reciprocă a impe- 
danței sale: 0 p 


Yan = >0 (1.23) Fig. 1.1.6, a 


Unitatea de măsură în S.I. a admitanței este siemens-ul (S). Între mărimile 
R, X, Y și ọ există relaţiile: 


kas a Peo 
aa FR (1.24) 


Conductanța G și susceptanța B a circuitului linear au următoarele relații 
de definiţie: 


G = 8 >Y cos ọ>0 și (1.25) 
B= Y sin ọ Z0 (1.26) 


i Mărimile Į cos ọ și Z sin ọ sînt componentele activă și reactivă ale curen- 
tului. 


13 


y Între mărimile G, B, Y şi ọ există următoarele 
relații: 


tg ọ=8; cos s anos 
p? Po» P 


G ; 
Fig. 1.1.6, b Y = VG? + B? (1.27) 


ușor de reținut cu ajutorul „triunghiului admitanțe- 
i lor“ (fig. 1.1.6, b). 
Intre mărimile Z, Y, R, G, X, B există relatiile: 


=-=; G=; B=Ž; R=; X= Ž (1.28) 
VG? + B? Za z2 y2 y2 
Impedanța complexă Z şi admitanța complexă Y a unui circuit electric au 
următoarele relații de definiție: 
Impedanja complexă : 
PI PR i 
Z ===> = Zet = R + jX = to, R, L,C) (1.29) 
I 


are modulul egal cu impedanţa circuitului: 
Z|=2= VRF X 
și argumentul egal cu defazajul circuitului: arg {Z} = o, astfel încît: 


Re (Z) = R e rezistența circuitului și 
Im (Z) = X e reactanţa circuitului. 
Admitanţa complexă a circuitului are următoarea relație de definiţie: 


faca a 


= Ve-ie =G —jB = flo, R, L, C) (1.30) 
U 


IS jr 


Ea are modulul egal cu admitanţa circuitului: 


LL] = Y = GE E: 


și argumentul egal cu defazajul său cu semn schimbat: 


arg {X} = —9 
astfel încît: 
Pe(Y) =G e conductanța circuitului 


Am(Y) = B e susceptanța circuitului. 


1.1.4.2. Puteri. Energia electromagnetică absorbită sau debitată de un 
circuit electric, raportată la unitatea de timp, se numește puterea instantanee 
absorbită sau debitată de el. 

Puterea activă absorbită sau debitată de un circuit electric e valoarea medie 
a puterii instantanee p, pe un număr întreg de perioade ale tensiunii sau curen- 
tului care-l străbate în regim armonic permanent: 


= 1 nT 
P=ĵ=> ù p di, (1.31) 
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unde: 
D= m = 2UI sin (cot + y) sin (ot + y — G= 


= UI cos ọ — UI cos (2t — ọ) (1.32) 
Există deci relația: 
P = Ulcos o= Smar met cos 9 (1.33) 
Unitatea de măsură în S.I a puterii active se numește watt (W). 
Puterea aparentă şi factorul de putere. 


Puterea aparentă absorbită sau debitată de un circuit electric are următoa- 
rea relație de definiție: 


S = UI = Tmi > 0 (1.34) 


sau: 
Sepa YU: (1.35) 


Unitatea S.I. de măsură a puterii aparente se numeşte volt-amper (VA) 
Factorul de putere este raportul 


P ~ 0 
B a . 
= 23 (1.36) 


cu relaţia: 
kp = COS e (1.37) 


Puterea reactivă absorbită sau debitată de un circuit electric este produsul 
dintre valorile efective ale tensiunii și curentului și sinusul unghiului de defazaj : 


Q = UI sin 920 (1.38) 


Unitatea de măsură S.I. a puterii reactive se numeşte volt-amper reactiv 
(var), iar relațiile de legătură dintre P, Q, S sînt: 


P = Scos ọ (1.39) 
Q = S sin ọ = P tg ọ și (1.40) - Q 
S? = P? + Q, 
uşor de reținut cu ajutorul „triunghiului puterilor“ P 
(fig. 1.1.6, c). Fig. 1.1.6, c 


Puterea complexă absorbită sau debitată de un 
circuit electric este produsul tensiunii complexe 
prin valoarea complex conjugată a curentului în reprezentare 
simplificată, sau semiprodusul lor în reprezentarea în complex nesim- 
plificată: 


Seur s > Vi” = P +j = Se? = UI ei? (1.41) 


15 


unde 
|Sj=S=UI; arg{S}=ọ 
Și 
Re {S} = P, Im{S}=QỌ 
1.1.4.3. Teoremele impedantelor echivalente. Impedanța complexă echiva- 
lentă a n părți de circuite conectate în serie (necuplate inductiv), derezistentțe 


Ry, inductivități L, și capacități C,, este egală cu suma impedanțelor com- 
plexe ale părților componente ale circuitului: 


Zis Zid AE E E EA A E E 


fa k=l 
d noo 
E R= SR, (1.43) 
k=1 l 
ȘI 7 a 7 
d X. = SD X: (1.44) 


R=l 


Curentul Z, defazajul o dintre U și IZ, respectiv tensiunile U A la bornele 
părților k ale circuitului au expresiile (fig. 1.1.7, a) 


y > 


I=; p = arctg Š; Uw = Ze" (1.45) 


Rezultă că valoarea reciprocă a admitanței complexe echivalente este egală 
cu suma valorilor reciproce ale admitanțelor complexe conectate în serie: 


a APS 46) 


1 1 1 1 1 
Sau 0000 Al UI r 7 


— 


Admitanța echivalentă a n părți de circuit conectate în paralel (n cuplate 
inductiv), de conductanţe G, şi susceptanțe B, = —— — wC] e egală cu 
oLy 
suma admitanţelor complexe ale părţilor componente (fig. 1.1.7 b) 


LU 


Y, =Y, +Y + -t Yst. Ya =% Ys =G, — jB. (1.47) 


k=l 
Vuk 
f 

OI = -- 

Z] Z> Zk 

Ug 
a b 

Fig. 1.1.7. 


le n 
Aa CES C (1.48) 


în B,=7 B; (1.49) 


Curentul Z, defazajul o, respectiv curenții 7, au expresiile: 


mi ISUY; ameteli; I= XU, (1.30) 


CEEI DAA MOETE l ; 5 
Rezultă “că valoarea reciprocă a impedanței complexe echivalente e egală 
cu suma valorilor reciproce ale 'impedanţelor complexe conectate în paralel: 


Í 1 1 1 j! Le | 
n pi puna) a DE (1.51) 
Ze Z, 22 <k Za k=1 Zy 


1.1.4.4.: Circuite cu inductivități mutuale. Impedanța mutuală dintre două 
bobine de inductivități proprii L, și L, şi inductıvităti mutuale L,, (fig. 1.1.8) 
are expresia :. 


s T Zei iai TN ri z Jo Loy Z O (1.52) 


în care X,, este reactanța mutuală a bobinelor. Ea intervine în expresia 
impedanţei echivalente a circuitelor care conțin bobine cuplate magnetic 
cu semnul plus sau minus: 

> 
š L, 20 
după cum fluxul magnetic generat de curentul care parcurge în sensul său 
de referință una din bobine are prin cealaltă bobină, cu care este cuplată, 
același sens, sau sens contrar cu fluxul magnetic propriu al acesteia, generat de 
un curent care o parcurge în sensul 


său de referință. Bobinele cuplate SA îs da 
magnetic au cîte una din borne no- * * ž ci 
tată cu cîte un asterisc cînd se con- lp l; l; 2 
sideră convențional că fluxul mutual 

este de același sens cu fluxul- pro- xy ed S 


priu, dacă. curenții prin cele două Ers îs 13 
bobine. au sensurile lor de referință a b 
orientate În același mod față de bor- 

nele cu asterisc (fig. 1.1.8, a) şi sînt Fig. 1.1.8 


de sens contrar dacă curenții prin 
ele sînt orientaţi diferit față de bornele marcate (fig. 1.1.8, b). 

1.1.4.5. Circuite rezonante. Circuitele cu bobine și condensatoare în condițiile 
în care defaza ul gipteg, tensiunea la borne şi curentul absorbit ca și puterea 
reactivă absorbită Sint nule, ceea ce implică la valoarea efectivă dată a tensiunii 
aplicate trecerea amplitudinii curentului absorbit printr-o valoare fie maximă 
fie minimă, se numesc circuite rezonante. 
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{ r L C Rezonanta de tensiune se poate produce în 
an circuitele cu rezistor (R), bobină (L) şi con- 
y densator (L) în serie, caracterizate prin defa- 


zajul sau tangenta trigonometrică nulă: 


1 
Fig. 1.1.9 ee 
ig. Î.Î. ; y : ZAA 
~ tg o= 2 s= A 0 (1.53) 
| R R 
și deci prin putere reactivă nulă: 
: 1 2 
Q X 2 => (oz ei EP E aus Q (1.54) 
w C 
Condiția de rezonanță are deci expresia : 
1 b 
Lo = —- (1.55) 
wC 
Curentul este în acest caz: 
U U : 
I DS Ee a R E (1 30) 


pa 
R | Te AS | 
w C 


iar pulsația de rezonanţă: 
1 
LCE 
La rezonanță tensiunile la bornele bobinei și:condensatorului U, și Ue pot 
avea valori efective mult mai mari decît tensiunea la bornele extreme U,. 
Rezonanta de curent, numită și antirezonantă, se poate produce în circuitele 
cu rezistor (R), bobină (L) și condensator (C) conectate în paralel și caracteri- 
zate cum urmează: 


(1.57) 


09 a 


1 A 
[a —-- C 
Gos e eenn (1.58) 
dal: 1 
R 
a 1 E PE 
Q= Bl = [ap acte = 0 (1.59) 
wL 
Condiția de rezonanță are deci expresia: 
wl = a sal -aj y (1.60) 
wt VLC 


iar curentul ia în acest caz valoarea minimă la tensiune la borne de valoare 
efectivă dată: 


{ E EE E 1.61 
I JER L aC) R main (1. ) 


La rezonanţă curenții 7, și Ie pot lua valori mult mai 


4 R C mari decît cea a curentului de alimentare din exterior. 
J Tabelul 1.1. cuprinde date privitoare la circuite simple, 
sub tensiunea la borne armonică: 
Fig. 1.1.10 u = [V2 U sin ot 
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1.1.4.6. Teoremele generale ale teoriei rețelelor electrice lineare. Teorema 
inti a lui Kirchhoff: suma algebrică a intensităţilor instantanee ale curenților 
electrici de conducţie cuasistaţionari, din laturile care concură într-un nod 
al unei reţele electrice, e nulă în orice moment, dacă sensurile de referință 
ale curenților din laturi sînt dirijate fie toate dinspre nod spre exterior, fie 
dinspre exterior spre nod: 


= 0; po- 1,2... (n — 1), considerind ns = | (1.62) 


sau, în complex: 


ie sees) ss Pehea le) (1.63) 


RE (7) 


Teorema se aplică într-o rețea celor (1 — 1) noduri independente ale ei 
și poate fi scrisă sistematic cum urmează: 


l 
Anea 0. eaaa (1.64) 
k..1l 
unde X,, este coeficientul de apartenenţă al laturii (k) la nodul și are ur- 
mătoarele valori: 


J- 1 (p) <- (k) 
Nep =! —1 (p) —> (k) 
O (p) 7 (k) 


după cum latura concură in nod și are sensul de referință al curentului diri- 
jat spre nod (+1) sau invers (— 1), respectiv după cum latura nu concură 
în nod (0). 

Forma matricială care cuprinde întregul sistem al teoremei întîi aplicată 
tuturor celor (n — 1) noduri independente este: 


[NFI] = 0 (1.65) 


unde [N]f este transpusa matricei [N] a coeficienţilor de apartenență ai latu- 
rilor la noduri: 


7 d 7 
Nr Nas aa R aN 

ON] = | NaN ea Nan na (1.66) 
Na Ni eee ra 


Teorema a doua a lui Kirchhoff: suma algebrică a tensiunilor electromotoare 
aplicate din exterior unui ochi de rețea e egală cu suma algebrică a căderilor 
de tensiune din lungul ochiului respectiv, toate fiind raportate la un sens de 
referință unic în lungul ochiului: 


| 1 : dim oa dis 
D Hem T a [Ruin F A lm di T Lacy E >. Lans a (1.67) 


mE (q) mE (y) Sy 
sAm 
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sau, în complex: 


= RL 
U n m d Ra F JoL mln F —- li F IARA (1.68) 
JO Um s=i 


m E (9) m E (q) d 
Sau Sl 
l 
>> Uem aa 2 |z, la + d MA (1.69) 
m E (9) m E (q) s=1 


unde Zn = Rm + j| oln — a sînt impedanțele proprii ale laturilor m, 
QUm 


iar ms = JOLm, Sînt impedanțele mutuale dintre laturile 7 și s. 
Teorema poate fi scrisă sistematic sub forma: ` 


l l 
> CrgUer a D CtaU r (1.70) 
k=:1 k=1 
q = 1,2 ... 0, 


unde Cp sînt coeficienții de apartenență a laturilor £ la ochiurile g și au urmă- 
toarele valori: 


+1 cînd kE g și sensurile de referință pe ochi și latură coincid. 


Cra d —1 cînd kE g și sensurile de referință pe ochi și latură sînt contrare. 
0 cînd kg 


Forma matriceală care cuprinde întregul sistem al teoremei a doua aplicată 
tuturor celor o ochiuri independente ale rețelei este: 


[CF [U] = [CI [ZI [1], (1.71) 


unde [C] este transpusa matricei [C] a coeficienţilor de apartenență a latu- 
rilor la ochiuri: 


CusCaa < - : Cio 
[C} =f CaiCa2 - . : Cao (1.72) 
CuCaa ~- . Cu 


Teorema întîi a lui Kirchhoff aplicată la cele n — 1 noduri independente ale 
unei rețele simple, împreună cu teorema a doua a lui Kirchhoff aplicată la 
cele o ochiuri independente ale ei, permit să se rezolve toate problemele de 
analiză a rețelei. 

Teorema generală a lui Ohm (]Joube. ': tensiunea electrică aplicată unei 
laturi de circuit (pasivă sau activă, cuplată sau necuplată) este produsul 
impedanței proprii a laturii 
prin curentul care o stră- 
bate: 


UV, =ZI (1.73) 


Fig. 1.1.11 
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unde: 


U; m e: DE Jo Paz + U, 


4 
Roly + joLrli + —— h t Soul, =U Uns (1:74) 

jo Ci s=1 

sk 
Teorema superpozihei: intensitatea curentului electric din orice latură a 
unei rețele electrice complete lineare, este egală cu suma algebrică a intensităţi- 
lor curenților pe care i-ar stabili prin acea latură fiecare dintre tensiunile 
electromotoare exterioare, dacă ar fi singură în rețea, adică celelalte surse 
ar fi presupuse cu tensiuni electromotoare nule, însă cu impedanţe neschimbate. 
Teorema curenților ciclici care, aplicată unui sistem de o ochiuri indepen- 
dente ale unei rețele, permite să se rezolve problemele de analiză, are urmă- 
torul enunț: orice rețea electrică cu / laturi, n noduri, s subreţele (s = 1) 
se poate descompune în: o = l — n + 1 ochiuri fundamentale, fără ramifi- 
cații, presupuse parcurse de curenți auxiliari ciclici I(g=1,2...0), 
unici pentru fiecare din ochiuri, dotate cu impedanţe (auxiliare) de ochiuri, 
proprii și mutuale Z,, și presupuse sub acțiunea unor tensiuni electromotoare 

(auxiliare) de ochiuri U,, ($ = 1, 2...0), astfel încît: 


Zuli + Zl + . . . + Ziolo = Va 
Zad + Zola A E Zaolo cit Uz (1.75) 
Zotli + Zola + - . . + Zoodo = Uo 


ceea ce asigură satisfacerea celei de a doua teoreme a lui Kirchhoff sau 
restrîns: 


Lui 


2 ZID =U PEs (1.76) 
a=l 
unde: 
l 
Zos = 23 Cip (1.77) 


se numesc impedanțele proprii ale gchiurilor 2, egale cu suma impedanțelor 
laturilor ce formează fiecare din óchiurile 5. 


, i | 
Za iai pă Cup Ca (1.78) 
E: 


se numește impedanja mutuală dintre ochiurile p şi q și e egală cu suma impe- 
danţelor laturilor străbătute simultan de curenţii ciclici Z; și Jọ, cu semnul + 
respectiv —, după cum sînt străbătute de curenții ciclici în același sens, 
sau în sensuri contrare. 


l 
Uw =, 2 CrpUer (1.79) 
=1 
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se numește tensiune electromotoare pe ochi și e csală cu suma alge- 
brică a tensiunilor electromotoare din laturile ochiului f. 
Aceste relaţii au următoarea formă matricială: 


d: = LU] (1.80) 
unde: 
i AEA (1.81) 
ȘI 

Usa = CI [U] (1.82) 


În aceste condiţii, curentul din orice latură a reţelei este egal cu suma 
algebrică a curenților ciclici care trec prin latura respectivă, relaţie care asi- 
gură automat satisfacerea primei teoreme a lui Birchhoft: 


[5] 
je Cuc (1.83) 
4 l 
sau, matricial: 
(aE [] (1.84) 


Teorema potenliulelor de noduri, care aplicată la cele (n --- 1) noduri indepen- 
dente ale unei rețele, permite să se rezolve toate problemele de analiză 
a acesteia, are următorul enunț: tensiunile auxiliare dintre fiecare din 
cele (n—1) noduri independente ale reţelei şi nodul n, considerat ca nod de 
referință, Ui, U: ... Uha contribuie la stabilirea unor curenți (auxiliari 
de scurtcircuit ai nodurilor Jis, Jie -c Liena pe măsura unor admitante 
(auxiliare) proprii și mutuale +, după cum urmează: 


ze. 
7 -7 i - * i i v» -, ' 
Yoli G Foal RIAA de, Te re nt laa = La (| S5 
yt "’ ai d i -t 2 , 
nel Ef F T pA p= IP RE Ci = l, 7 
sau restrins: 
n -1 = 
-r ”? A ? i ) Ta 
2 Ye ede T D2 ae (1.36) 
unde: 
t 
>r 72 v- 
lo a da Ni Ya (1.87) 
EE | 


se numește admitanța proprie a nodului y şi e egală cu suma admitantțelor 
laturilor care concură în nodul v. 


i 
Yn = d ÎN pr Xa up (1.88) 
ka] 
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se numește admmitanta mutuală dintre nodurile r Și p ṣi e egală cu suma cu semu 
schimbat a admitanţelor laturilor care leagă direct nodurile 7 și p după schema 


(£) 


y O———— > o $ 


unde totdeauna produsul Npr’ gp e negativ. 
l 
A E e] 1.89 
Î ses B- Ny d; ditai tă 7 dă | Azi «i ( £ ) 


se numește curentul de scurtcircuit al nodulut y şi e egal cu suma curenților 
de scurtcircuit ai laturilor care concură în nodul 7, considerați pozitivi cînd 
intră în nod și negativi cînd ies din nod. 

În scricre matricială: 


[Y] [U] = [Is] (1.90) 
unde: 
[= [NF[X][N] (1.91 
ȘI: 
Zac > NY [Le] = NIL ZII) (1.92) 


Curenţii din fiecare latură a rețelei se determină în funcție de tensiunile 
UL; determinate din sistemul de ecuații ale teoremei tensiunilor la noduri. 


După cum n —1 $ o, e mai avantajos să se aplice în calcule teorema 
potenţialelor la noduri, respectiv teorema curenților ciclici. 


Teorema lui Vaschw: intensitățile curenților electrici din laturile unei rețele 
complete rămin neschimbate, dacă se introduc în toate laturile care concură 
într-un nod oarecare al rețelei surse suplimentare ideale de tensiune, de 
tensiuni electromotoare egale în valori efective, de aceeași frecvență și 
simfazice și îndreptate toate fie spre nod, fie dinspre nod spre exterior. 


Teorema reciprocatăția: tensiunea electromotoare U, a unei surse ideale de 
curent alternativ situată într-o latură / a unei rețele electrice complete, 
generează într-o altă latură 7 a rețelei un curent de aceeași intensitate ca 
și curentul pe care sursa l-ar genera în latura /, dacă ea s-ar găsi în latura 7. 


Teorema lui Helmholtz și Thévenin: intensitatea Ig a curentului care trece 
printr-o latură pasivă și de impedanţă Z a unei reţele de curent alternativ 
activă și lineară, e egală cu raportul dintre tensiunca U ap Care s-ar stabili între 
extremitățile A și B ale laturii dacă aceasta ar fi întreruptă sau deconectată 
și suma dintre impedanţa Z a acelei laturi și impedanţa echivalentă Zu a 
restului reţelei presupusă pasivizată și raportată la nodurile A și B conside- 
rate ca borne de alimentare: 


i 
Lis = (1.93) 


Impedanța echivalentă a reţelei pasivizate este impedanța pe care ar pre- 
zenta-o reţeaua în raport cu nodurile A şi B ca borne, după ce s-ar suprima. 
toate tensiunile electromotoare din laturile ei, păstrîndu-se însă impedanţele: 
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Fig. 1.1.12 


lor interioare corespunzătoare: impedanța echivalentă a rețelei pasivizate, 
„văzută“ dinspre bornele 4, B. 

Orice rețea de curent alternativ poate fi înlocuită deci, în privința compor- 
tării ei faţă de două noduri ale sale, printr-un generator de tensiune echivalent 
cu ea, cum s-a arătat mai sus (fig. 1.12, a). 

Teorema lui Norton: tensiunea U 4g dintre două noduri A și B ale unei reţele 
de curent alternativ, activă și lineară, pe care ie leagă direct o latură de impe- 
danță Z a reţelei, este egală cu raportul dintre curentul de scurtcircuit I „ps pe 
care l-ar debita rețeaua într-o latură care ar înlocui latura cu Z și ar scurt- 
circuita nodurile A și B din extremităţile ei, și suma dintre admitanţa Y a 


laturii și admitanța interioară Y 4go = 


a restului rețelei presupusă pa- 


. ~ Bo . . 
sivizată și raportată la nodurile A și B, considerate ca borne de alimentare: 


ES Î ABsc 
Y + YaBo 


Orice reţea de curent alternativ poate fi înlocuită deci, în privința com- 
porffrii ei față de două noduri ale sale, A, B, printr-un generator de curent 
echivalent cu ea, cum s-a arătat mai sus (fig. 1.12, b). 

Prima teoremă a transfigurării: orice reţea cu n laturi cuprinse între n 
noduri: de acces și un nod central, adică formînd o „stea“ cu n laturi de impe- 
danţe Z, (k = 1, 2, ... n), poate fi transfigurată într-o rețea în poligon complet 
cu n vîrfuri, care are următoarele impedanțe ale laturilor sale: 


(1.94) 


Us 


Zr = = = (1.95) 
0 
în care: 1 d 
— = — (1.96) 
Ze Za 
adică dacă, n = 3: VAR z Z,Za + ZZ, + ZZi (1.97) 
Z, 
7 Z Z.Z Z.Z 
Zap = aa t al t Safa (1.98) 
=1 
22 ZZ. BEA 
Zau = Se See (1.99) 


=—2 


24 


A doua teoremă a transfigurării: o reţea în formă de poligon complet cu n 
vîrfuri și cu impedanţele Z,, ale laturilor nu poate fi transfigurată în general 
într-o rețea stea cu tot atîtea virfuri și cu impedanţele Z, ale brațelor, de- 


oarece ar ea E) ecuaţii de transfigurare pentru cele 7 impe- 
danțe necunoscute ale brațelor stelei care nu pot fi satisfăcute toate, 


dacă "2—1 >N. 
n(n — 1) 


Sistemul este rezolvabil numai dacă = n, adică pentru n = 3, cînd: 


AA 
Zp ee -RR (1.100) 
Ea Za + Zis A Zas 


N 
Z, = [nfa (1.101) 
E Ze + Zis + Za 


pe a 31" £82 (1.102) 
z Ziz + Zis + Zz 


Teorema transferului maxim de putere activă: un dipol activ cu tensiunea 
electromotoare U, și impedanța interioară Z, care alimentează un dipol pasiv 
de impedanță echivalentă Z,, transferă acestuia o putere activă maximă dacă 
impedanţa complexă echivalentă a receptorului este conjugata complexă a 
impedanţei interioare a dipolului generator, maximul acestei puteri 
fiind: 


(1.103) 


Teorema conservării puterilor aparente complexe: puterea aparentă complexă 
S primită pe la bornele de acces de o rețea electrică lineară necuplată inductiv 
cu exteriorul e egală cu suma puterilor aparente complexe primite de laturile 
ei pe la bornele lor: 


LC NL 
S=} Volt” = 27 U nln (1.104) 


În cazul unei reţele izolate de exterior 1% = 0 și teorema ia forma par- 
ticulară: 


© 


J> 


U,pnIn = 0 (1.105) 


1 


3 
il 


sau: 
l l l 
d E n In = 2 Rala +] 5 X alh + > 2X sl ml s COS (Ym — y) (1.106) 


Tabelul 1.1. cuprinde impedanțele, admitanțele și curenții, precum și 
defazajul, puterile și diagrama polară pentru cîteva circuite monofazate, fără 
cuplaje magnetice. 
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1.2. MĂRIMI PERIODICE ȘI MĂRIMI ALTERNATIVE SINUSOIDALE 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 1.1. Un curent sinusoidal are amplitudinea pg, = 10A și 
frecvența f = 50 Hz. Să se determine: 


a. Valoarea efectivă I, perioada T, pulsaţia œ în rad/s și pulsația în gprade/s 


180° 
l — 0) . 
TU 


-.— 


b. Să se scrie expresia valorii instaritanee a curentului și să se reprezinte 
grafic, considerînd ca origine punctele în care: 

1 = 0 (funcția crește); 

T= lmaz, 
1 = 0 (funcția descrește); 
raed 


MAT ? 


p amz 


funcția crește). 


c. Să se exprime defazajele respective în radiani, grade și secunde şi să se 
scrie expresiile corespunzătoare. 


Solutie : 
a. Valoarea efectivă a curentului alternativ 
sinusoidal a cărei amplitudine este „a, este: 
I 10 
=== = ME ea i — 7,1 À 
2 ]}2 
1 1 
Perioada este: T = -- = = ai 0,02 s 
3 


Í 
Pulsaţia este: © = 25 f = 100 z —. 
o= 1,9210]. 


b. Valoarea instantanee a curentului alter- 
nativ sinusoidal este în fiecare din cele cinci 
“cazuri următoarea: 


i = 10 sin(&t + 0) 


4 = 10 sin lo + ) 
tT = 10 sin (of + p 
¿= 10 i săi E 


ot + > 


Reprezentarea grafică este cea din figura 1.1, a, b, c, d, e. 
C. 
4 = 10 sin of 


T = 10 sin (o -+ a = ļOsin (100 zt -+ z) = 10 sin (1,8-10% £ + 90)° = 


— 10 sin [1,8-10%7 + 5:1073) Z 


î — 10 sin (ot 4A+- z) := 10 sin (100 at + x) = 10 sin (1,8-10 + 180) = 


= 10 sin [18-10 +1073) a 


i = 10 sin [ot + >z) = 10 sin [100z4-+ =) = 10 sin (1,8-104£ + 270) = 


i 


= 10 sin [1.8-104 (t + 1,5-10-3) A 
180 
i -- 10 sin [e t+ =) - 10 sin |10ozt + z) = 10 sin (1,8-104 £ + 30) = 


sion [1,8-10 (2 i z10)5] 
3 180. 
Problema nr. 1.2. Fiind date două tensiuni clectromotoare sinusoidale 


T 


; s Lei 
e, =: 30 sin (2 5125—- = 
3 


=> T 
e, = VZ- 10 cos (2 5124 + z] 
se Cer: 
a. Perioada, frecvența, valoarea maximă, valoarea efectivă și valoarea 
: ; ; l 5 zi iai 1 
instantanee pentru ficcare din cele două tensiuni pentru 7 = T 


b. Faza inițială a fiecărei tensiuni, defazajul dintre ele și reprezentarea grafică. 
c. Să se determine și să se reprezinte grafic funcțiunile considerînd o 


PESE l Be SE ; 1 
nouă origine O' a timpului, situată înaintea celei precedente cu a 

d. Să se scrie expresia valorilor instantanee ale celor două tensiuni, pentru 
cazul cînd originea de timp coincide cu momentul în care e, = E,, funcțiunile 
menținîndu-și defazajul între ele, 


Solutie : 
a. Cunoscînd pulsaţia, frecvența este: 
235312 800x 
f ap i == --—- = 400 Hz 
2z 2z 2r 
fi m - - T2 =—— = 2,5 10 S 
f 4 A 


Ema < 30V; E, = dia Su 


E, maz ` /2-10 SMI y, Ea SE A = 10 V 


piei 30: sin (800 PETR =] = 30sin © = 26 V 
600 3 3 
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e, = V2-10 cos [800 za] = [2-10 cos SE = 7,05 V 


b. 


27 1 
= 120” = ~ rad sau 
P10 3 1 200 


S 


e, = 80 sin (800 7o 2z) — 30 sin 800 = : a a-i 
3 1 200 


R V2.-10 R [800 ni -+ a = 2- 10 sin 800 z|! ae A 


P12 = 901 — 9 = 120° — (— 150°) = 270° sau 


pam — 90 = — > rad sau — S. 


2 1 600 
Tensiunea electromotoare e, este în urmă cu 270° faţă de tensiunea electro- 
motoare ez, sau înainte cu 90°, adică e, și e, sînt în cuadratură (fig. 1.2, a). 
c. Considerînd o nouă origine O’ a timpului situată înaintea celei prece- 


1 T Boana S 
dente si eee sec sau =: rad, tensiunile electromotoare devin: 


e! = 30 sin 800 = i a S — 30 sin (8004 — 7) 
1 200 2 400 $ 


j : 1 1 ; T 
nEs V2. 10 800 ~ft — ——— = 2:10 800 rt +—=ļ. 
> sın | i 200 ) A sin | mi + =) 


Cele două tensiuni electromotoare se menţin, bineînțeles, în cuadratură. 
Renrezentarea grafică este cea din figura 1.2, d. 


d. 
e, = 30 sin (800 772 — o4) 


Trebuie determinat unghiul o, astfel încît la 7 = 0, e, = E. 
Deci: 


e, = E == BE sin ( — pı) 


y7 
sin g = — 7 aS 


E) 


Rezultă: 
A 30 sin [ 800 mt +5); ep = \2 - 10 sin [800 TÉ E. 


Problema nr. 1.3. O bobină dreptunghiulară, avînd un număr de spire 
N = 200, cu secțiunea S = 50 cm?, se rotește cu o viteză unghiulară constantă 
n = 3 600 rot/min într-un cîmp magnetic omogen de inducție B = 2 000 Gs, 
în jurul unei axe perpendiculare pe direcția cîmpului. 

Să se calculeze valoarea maximă și frecvența tensiunii electromotoare 
induse în bobină și să se scrie expresia valorii instantaneea acestei tensiuni. 


Imdicaţie : sensui pozitiv al t.e.m. induse în bobină se consideră cum se arată în figură, 
iar sensul pozitivy al fluxului prin suprafața  spirei se asociază după regula 
burghiului drept. Se consideră ca origine a timpului momentul cînd normala la 


EAP , ; Te 
suprafața, spirei face cu axa verticală unghiul &’ = —.» 
3 
Soluhe : 


Tensiunea electromotoare indusă în bobină 
este: 


pei N) E B dA — 
di Sr 


= ae 8: A cos (a + Z) 
—— NBAĄAŻL E Eee . si a JE 
e = — NBA îi [cos (ot + aj = NBA o: sin [ot + =)= 


=> Isa SID [e + =) 


E mas = NBA e = 200+0,2-+ 50: 104 = 120 z = 75,5 V 
o= AE 120 x no 
60 
f= =^ = 60 Hz 
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Deci valoarea instantanee a t.e.m. induse este: 


e= 75,5 sin (120 ni + =) 
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Problema nr. 1.4. Un generator are p = 20 perechi de poli, lungimea conduc 
torului statorului 7 == 40 cm, iar diametrul circumferinței pe care este asezat 
2000 Cn 

T 

Componenta radială a inducției magnetice din stator este B, = Bm sin x, 
unde «æ este unghiul considerat de la linia neutră a polilor Ox, Bm = 7 000 Gs. 

Conductoarele 7 și 2 sînt plasate unul față de celălalt la o distanţă egală 


inductorul este D = 


cu z din circumferința statorului. Prin rotirea rotorului sc induce în con 


ductoarele statorului o t.e.m. de frecvenţa f = 50 Hz. 

Să se determine: 

a. Numărul de turații n (rot/min) ale rotorului. 

b. Amplitudinea și valoarea efectivă a t.c.m. induse. 

c. Să se scrie expresia valorii instantanee a tensiunii electromotoare induse 
€, ȘI e. în conductoarele 7 și 2, considerînd originea de timp momentul cind 
conductorul 7 coincide cu axa neutră a polilor. 


Solutie : 
d. Viteza unghiulară de rotaţie a rotorului 
l este: 


Dar: Q ==", unde n, este numărul de tu- 
60 
rații ale rotorului. 
Fig. 1.4 Rezultă: 
60 Q 2 ) 
MaE S 150 rot/min. 


b. Tensiunea electromotoare indusă are amplitudinea: 
E = vlB, unde: 


E = 50- 40- 10-2? 0,7 = 14 V. 


Valoarea efectivă a t.e.m. induse este: 


Emaz _ 14 _ 
Ea = e = 99 V 


c. Tensiunile electromotoare induse în cele două conductoare sit: 


2, = E) maz Sin ot = l4sin 3147 
E = Ea mazon (oo 2 =p a) 


unde: 


Deci : 
ep = 14 sin (314 £ — 20 a zi 14 sin (314 i =) 
60 3 


Problema nr. 1.5. Trei conductoare care concură într-un punct O sînt stră- 
bătute de curenții tj, 22,2. 
Fiind cunoscuți: 


J i= I2sinfet +2), 


1,= 6 sin(o4 — A 
să se determine: 


a. Expresia valorii instantanee a curentului 7 rezultant și valoarea lui 
efectivă. 

b. Să se rezolve problema folosind reprezentarea simbolică grafică și anali- 
tică. 
Solutie : 

a. Folosind regula de adunare a mărimilor sinusoidale (breviar $ 2.1.), 
valoarea maximă a curentului 7 rezultant este: 


T = t + t = Isin (ot — o), unde: 


I = VR + BÈ +21 Icos (o; — p) = 13,45 A 
Faza inițială o este: 


0 = arctg o Baze na d! E aa 39 20 


2, COS Q, + Ta COS Q2 
Deci valoarea instantance a curentului z este: 


i = 13,45 sin (o't + 3°20') 
Valoarea lui efectivă este: 


I 13,45 
. I pemes ig == s — 9,53 A 
ja y2 


b. Reprezentarea simbolică grafică: 

b,. Reprezentarea cinematică. 

Se asociază mărimilor scalare 7,, f cîte un vector în sistemul de axe rectan- 
gulare OA și OA. 

î, == 12 'sin (ot + 30) — OM, = 12 

ta = 6 sin (w'ż — 60) > OM: = 6 

2 = I sin (wt + 9) 

Trebuie determinate din diagramă mărimile Z și e. 

Vectorii OM, și OM, asociați mărimilor 7, şi ta se rotesc cu viteza unghiu- 
lară constantă œ în sensul trigonometric pozitiv. 

Din A dreptunghic OM,M rezultă: 

OM = VOM: + OM: = V12 +} 62 = 13,45 


3i 


Fig. 1.5, a,b 


Vectorul OM corespunde curentului rezultant 7, deci: 


I = 13,45 A 


te y = = 9 0,5; pp = 26940 


wt + o= o't + 300 — b = o't + 3°20 
Rezultă valoarea instantanee a curentului 2: 
i = 13,45 sin (wt + 3°20') 


bə. Reprezentarea polară. 


Punînd în evidență valorile efective, expresiile valorilor instantanee ale 
celor doi curenți sînt: 


ii = 2: 8,5 sin (w'ż + 30)° 
ia = |2: 4,25" sin (w'ż — 60) 
i = \2- I- sin (wt + ọ)° 


Valoarea efectivă I și faza ọ se de- 
termină tot din diagramă. Deosebirea 
față de reprezentarea cinematică este 
că vectorii reprezentativi ai celor doi 
curenți au modulul egal cu valoarea 
efectivă a curentului; unghiul față 
de axa OA este egal cu faza inițială, 
iar axele se rotesc cu viteza un- 
ghiulară constantă w în sens invers 
celui trigonometric, în timp ce vec- 
torii stau pe loc. 

Din A 0M,M rezultă: 


OM = YOM} + MM: = 
Fig. 1.5, c — 8,52 + 4,25? = 9,5 = I 
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tg p = nie 2 — 0,5; = 26940! 


p = 30 — 26%40' = 3°20' 


i = |2: 9,5 sin (&'t + 3°20’) 
c. Reprezentarea simbolică analitică: 


cı Reprezentarea în complex nesimplificat. 
Se asociază mărimilor alternative sinusoidale 7, și t cîte un număr complex: 


E | ott a 
1, = 12 sin (œt + 30)— I, = 12 a s) 12 [cos (wo'2 + 30)° + 
+ j sin (o'£ + 30)°] 


i = 6 sin (wé + 60)° —> Î, =6 e (a p 3) = 6 [cos {wt — 60)° + 
+ j sin (of — 60)°] 
i = Jm [I] 
l = Jm DA 
6. Reprezentarea în complex sim- 
plificat (folosită mai des): 

î, = V2*8,5 sin (w't + 30%) > I, = 
= 8,5 ei%0'n:180 — 8,5 (cos 30° + j sin 30%) 
i, =\2: 4,25 sin (w't — 60°) > I, = 
= 4,25 e— 150” =:180° = 4,25 (cos 60° — 

— j sin 60°) Fig. 1.5, d 
I = I, + I, = 8,5 cos 30° + 4,25 cos 60° + j(8,5 sin 30° — 
— 4,25 sin 60°) = 9,47 + j 0,575 = 9,5 ei 328 n:180* 
i= Jm (V2ei1) = Im(V2 ei 9,5 ei2*28 2:18) — ]2. 9,5 sin (wt + 328") 


De obicei se folosește calculul în com- 
plex, concomitent cu reprezentarea grafică 
(transpunerea diagramei polare în planul lui 
Gauss), care are avantajul că ilustrează su- 
gestiv relaţiile de fază. 


Problema nr. 1.6. Tensiunea alternativă 
sinusoidală aplicată la bornele unui circuit 
are expresia : 


u = 60 sin (o P 
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iar curentul care-l străbate: 
1 = 3 sin (ot =] 
6 


a. Să se scrie și să se reprezinte în complex nesimplificat și în complex 
simplificat tensiunea 4 și curentul z. 
Să se calculeze impedanța complexă Z, admitanța complexă Y, puterea 


aparentă complexă S. 
b. Cum se modifică rezultatele dacă axele din planul complex 
se rotesc cu + — adică dacă se schimbă originea timpului ? 


Solutie : 
a. u = 60 sin [o + =] 
a 


U= 60 NICE 


res io) 
ma e a E O E 
I = Ze = (cos ] sin = — 7 (Em 
T TE TE 
pata ei(5+5) 07-20 
n 
R 1 i L 1 ri 3 ; 
ES = a = 0,05 e = — 10,05 
p 20e! 2 
fi E j 3r 
0 13 e AD o 6 


6 
S=U4* = — e 
v2 y2 
b. Presupunînd că axele se rotesc cu 
unghiul ọ;= = expresiile cerute devin: 
{rT z 
(3 = =) __ 60 ei 15 r:130° 


A F T 
galas 7 _3 * e j 75° m:180% 
V2 


Îi E a 
Dea aae reda 
= > Z 2 
ar 
S=UJ* = 90e ° 
Considerînd unghiul de rotire al axelor = — Ž, 
4 
7 —j7r 
Ga rala 12 
SSE | EUO 
IL =° (= TA Dele 
y2 
Lua 1 îi 
Z=20e °? Y =—e 
20 
3r 


Impedanța, admitanța şi puterea aparentă nu sînt mărimi sinusoidale ca 
u şi 1 şi rămîn nemodificate 

Problema nr. 1.7. Într-un circuit format din trei receptori conectaţi în serie, 
tensiunile la bornele lor au valorile efective: 


iar defazajele rezultă din diagrama figurată mai Jos. 

a. Să se exprime tensiunile complexe U, Ua, U, sub formă algebrică, tri- 
gonometrică și exponențială. 

5. Să se calculeze valoarea instantanee a tensiunii la borne 4 și să se con- 
struiască grafic vectorul U. 

c. Care trebuie să fie valoarea U; a tensiunii U, pentru ca U = U, + U 


Soluhe : 
a. V, = 100 ei15%n:180 — 100 (cos 150° — j sin 150%) = — 86,5 + 50 
U, = 80 e—i14%x:180 — 80 [cos (— 140%) + j sin (— 140%)) = — 61,5—j51, 
U, = 120 €i18027:180* = — 120 


Fig. 1.7, a 
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Fig. 1.7, b 


b. U == U, + U; + U, = — 268 —j 15 2 s 268 e-i" 
u == Im [|[2eiot U] = V2. 268 sin (ot — z) 
u == 378 sin (ot — 7) 

c. U= U, — U; = — 33,5— j 50 
U} = 60,2 e7 i124°7:180° 


1.3. MĂRIMI PERIODICE ȘI MĂRIMI ALTERNATIVE SINUSOIDALE 


PROBLEME PROPUSE 


roblama nr. 1.8. Trei curenți alternativi au variațiile în timp reprezentate 
în figura 1.8, a, b și c. Să se calculeze valoarea medie pe o jumătate de pe- 


rioadă, valoarea efectivă și factorul de formă, știind că în toate cele trei 
ZUri lae = 20 A: 


D iA = Im pentru 0 <t < -> 
FA) o S pentru — <t<T 
2) îa(î) = =t, pentru Ô < t < <- 
4 
t T 3T 
== 2— — | tru — <t < — 
talt) = In T pentru — EF 
4 
2214) Hu i) pentru = ia dn 
a 
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L pentru 0 < £ < — 


3) 1s(t) = r 


2 


Li 
am 


p l T 
st) = 2 Ia f$ =t) pentru 5 <i<T 


T 
Räspuns: 

lirma = 20-A 
Ia mea = 10 A 
13 mea = 10 A 
Iiep = 20 A 
Tzar = 11,55 A 
laes = 11,55 A 
ky = l 
kas = 1,155 
has = 1,155 


Imed = maxi? 
7/2 4 


e 
Fig. 1.8, a,b,c, d,c, f 


Factorul de formă pentru mărimile alternative sinusoidale fiind 1,11 se 
vede că forma de undă triunghiulară este mai “apropiată“ de forma sinusoidalăá 
decît cea dreptunghiulară. 


Observaţie: Valorile medii ale curenților pot fi calculate mai ușor ca înălțimi ale uner 
T 
dreptunghiuri de bază a și arie egală cu aria delimitată de abscisă și curba i(f). 
Iz mea = a mea deoarece ariile celor două triunghiuri sint egale. 


Problema nr. 1.9. Rotorul unui hidrogenerator trifazat sincron, avind 
numărul de perechi de poli # = 40, se rotește cu n, = 75 rot/min. 
Să se calculeze t.e.m. indusă într-un conductor al înfășurării rotoruiui 
mașinii, știind că inducția magnetică sub poli este repartizată sinusoidal. 
Diametrul rotorului este D = 800 cm, lungimea activă a rotoruiui 
l = 75 cm; inducția maximă în punctul median dintre poli este By = 


Wb 
= 0,7 
mê? 


Răspuns : 
e = 16,5 sin (100 4) 
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Indicatii : 


unde: 


2r 


Problema nr. 1.10. În circuitul din figura 1.10, a expresiile valorilor instan- 
tanee ale curenților 7, și 7, sînt: 


i = [2-3 sin o. 
ia = 2-5 sin [o — z) 


a. Să se determine valoarea instantanee a curentului 7. 

b. Să se verifice rezultatele de la punctul a) folosind reprezentarea polară 
și reprezentarea în complex simplificată. 

c. Cum se modifică expresiile celor trei curenți dacă se alege o nouă ori- 
gine a timpului, așa încît faza inițială a curentului rezultant să fie nulă? 


0 dy A Răspuns : 


a. i = |[2: 5,84 sin ('t — 57°) 


b. În construirea diagramei polare 
se pot evita axele OA și OA', alegîn- 
du-se una din mărimi drept origine 
de fază (Z). 

Din triunghiul dreptunghic OAB 

Fig. 1.10, a, b rezultă valoarea efectivă și defa- 
zajul. 

c. Alegînd o nouă origine a timpului, pentru care faza curentului ïi devine 
zero, fazele celorlalți curenți se modifică în mod corespunzător: 


i = |2. 5,84 sin o'P 
al — ọ = ol'; wt = ot + o = wt + 57° 


Fig. 1.10, c,d 
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Rezultă: 
i, = V2- 3sin (o'P + 57°) 
ia = |2. 5 sin (o'P — 33°) 


1.4. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE ÎN REGIM PERMANENT SINU- 
SOIDAL 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 1.11. Un circvit serie format dintr-un rezistor avînd rezistența 
R, = 10 Q și o bobină fără rezistență, avînd inductivitatea L, = 0,1 H, 
este alimentat sub o tensiune la 
borne alternativă sinusoidală, avînd 
valoarea efectivă U, și pulsația o. 

Se cere să se calculeze inductivi- 
tatea L, a bobinei și rezistența KR, 
a rezistorului, care trebuie legate în 
paralel, pentru ca sub aceeași ten- 
siune la borne circuitul astfel for- 
mat să absoarbă același curent ca 
și primul circuit, sub același defa- 
za] al tensiunii la borne. 


Solutie : 
Impedanţa montajului serie este: 
i, Fig. 1.11 
Za = R, + joL,, 
jar admitanța 
e em 1 
i Zs Rs + joLs 
Impedanța montajului paralel este: 
1 1 1 
Z =; unde Y, = — +- 
Yp Rp  jolp 
Curenţii Z, și Z, în cele două cazuri au valorile: 
| U U 
= si L= 2 
TO ë Z °? Za 
Punînd condiția 7, = 1, rezultă: 
Z, =Z, sau: Y,=Y, 


Condiția devine: 


1 1 1 
Ar aa pa 
Rs+joLs Rp joLp 
R; TD jo Ls = t e 1 


R? + oL? Rp in 
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Egalînd părțile reale și imaginare se obține: 


R, = R, + OLE = 10 + 3142. 2Ë — 108,59 
Rs 10 
R? 102 
L, = L, + DE =0, 10 — = 0,1101 H 
á dA T 3142 - 0,1 


Problema nr. 1.12. Pentru a se determina in- 
ductivitatea L şi rezistența R a unei bobine 
se măsoară valoarea efectivă a tensiunii U 
la bornele bobinei și a curentului 7 care o 
străbate, la două frecvențe diferite f} și fa ale 
tensiunii sinusoidale aplicate u și anume: 


U= 60 V; I= 6 A; fa = 100 Hz. 
Fig. 1.12 Să se calculeze inductivitatea L şi rezis- 
tența R a bobinei. 


Soluție : 
Modulul impedanţei complexe echivalente a bobinei este în cele două cazuri: 


2 = | R? + L; @=2rzf 
; 
Ve — YRF l 


I 

Se obține sistemul: l 
R? + 10% z?L? = 36 
| R? + 4- 101 z2L? = 100 

Rezultă: 

L = 14,7102 H 

R = 3,849 
Problema nr. 1.13. Un rezistor cu rezistența R = 100 Q și un condensato: 


de capacitate C = 2u F sînt conectate în serie. 
Tensiunea la bornele condensatorului are valoarea instantanee 


u, = 10 sin 5 000 ż. 


Să se calculeze tensiunea la bornele rezistorului U, și la bornele întregului 
circuit 4, precum și puterea instantanee absorbită. 


Fig. 1.13 


Solutie : 
4, = 10 sin 5 000 £ 


Reprezentarea în complex simplificat a tensiunii 4, este: 
o wo 


U e 
= = À 
Impedanța complexă: este 


t — 10j = 10e 


Z. =— — 


ME 
ir 


joc 
Curentul care străbate circuitul este în complex 
g Ze sie 10 V2 

V2. 102.e 


lar în valoare instantanee: 


: 1 
E A 
á 10 V2 


Tensiunea la bornele rezistorului este în complex: 


sin (o <A z] 


iar în valoare instantanee: 
10 . T 
UR = y2 7 sin (ot + z) 
Tensiunea la bornele întregului circuit este: 
. 10 10 10 i j 
U = U U =] — + — = — (1 = 


si deci 
u = V2- 10sin (ot + a) 


Puterea instantanee absorbită de circuit este: 


p = ui = Y2 -10 sin (o + 2) [apsin (ae + =)] 


Cum sin a-sin b = > [cos (a — b) — cos (a + b)], rezultă: 


p = A E + sin (2 ot + )) = 0,5 + 0,707 sin (10% pi z) 
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Problema nr. 1.14. Cu ajutorul a trei voltmetre se măsoară valorile efective 
aie tensiunilor U}, Uz2, Ya în cele două montaje din figura 1.14, a și b, frecvența 
tensiunii sinusoidale aplicate fiind f = 50 Hz. 

Cunoscînd valoarea rezistenței R,, să se calculeze parametrii bobinei KR 
și L în primul caz și parametrii condensatorului cu pierderi R și C în cel de 
al doilea caz, folosind diagrama vectorială și calculul analitic. 


R=5Q R =20 V 
U, = 50 V U, = 60 V 
U, = 121 V U, = 180 V 
U, = 149 V U, = 193 V 


Somţie: 
Impedanţa bobinei este: 


Z=R+ijolL; Z = VREI o=, 
unde valoarea efectivă a curentului rezultă din relația: 


pă i RI A 
R 5 


Se obţine: 
R? + (100 r}? = 12,12 
Din triunghiul oarecare OAB (fig. 1.14, c) rezultă: 
UZ = U? + U2 — 2U,Uz cos W 
de unde: 


502 + 1492 — 1212 
2 - 50 - 149 


= 0,675 


cos V = 


Din figura 1.14, c rezultă: 


Fig. 1.14, a, b 
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Fig. 1,14,c,d 


sau: 
U, cos ọ = RZ + RI 
100,6 = 50 + 10R 
Rezolvînd sistemul 
R? + (100 m)2L2 = 12,12 
10 R >+ 50 = 100,6 
se obține: 
R = 5,06 Q 
L = 34,9 mH 


Impedanța condensatorului este: 
1 1}? U 
Z == R — = 2 == = — 
= i jot ’ 4 |? t f 3 I 


Valoarea efectivă a curentului rezultă din relația: 


Se obține astfel relația: 
1 


R? +- ————— = 3 600 
+ (100 7)? C? 


Din triunghiul scalen OAB rezuită (fig. 1.14, d): 
Uz = UÎ + U3 — 2 UU} cos V 
602 + 1932 — 1802 


COS y = 
p 2. 193. 60 


= 0,365 


Dar: OC = QA + AC. 
Rezultă: 
U, + RI = U, cos y, 
de unde: 


R = 22-a a a350 
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Rezultă: 
1 


= 53,3 F 


” Problema nr. 1.15. O bobină de parametri R = 100 și L = 10 mH couectată 
în serie cu un condensator de capacitate C = 50 uF este parcursă de curentul 


Fig. 1.15, a 


unde: 
0,2 


T 


= 0,142 Q; 


sinusoidal + = 0,2 sin (1 000 ż). 

a. Să se calculeze valorile instan- 
tanee ale tensiunilor u, Upg, Ur, 4, ȘI 
să se efectueze bilanțul puterilor. 

b. Să se calculeze grafic impe- 
danța și tensiunea la bornele cir- 
cuitului. 


Solufie : 


a. Curentul care străbate circuitul 
este: 


i = Iņ sin ot = V2- I sin af, 


w = 1 000 s1 


Reprezentarea în complex simplificat a curentului este: 


I = 0,142 eh 


Reactanţele inductivă și capacitivă ale circuitului sînt: 


X,=oL=100 


NE ei e aa 9010 


$ oC 


Impedanța complexă a circuitului este: 


Z= R +j[oL— 5) = 10 — j 10 = 10 V2 e7 
oC 


Tensiunile sînt: 


„st 
) 4 


U=Z:1=2e 0 't=2-(4-—j) 
Up = R-I = 10- 0,142 e? = 1,42 
= U,=joLI=142e 2 = j 1,42 
1 jŠ 
U, =— I = 2,84 e sesje 
jo 


Verificare: 
U = Ur + Ur + Uc = y2- (1 — j) 
Valorile instantanee ale tensiunilor sînt: 


u = 2.2 sin (o — z) 
Ug = V2. 1,42 sin of 


u, = V2: 1,42 sin fot + =) 


“o = |2- 2,84 sin (o — =) 


Puterea aparentă complexă este: 


„TE 
Ja 


S = U: I* = 0,284e  * = (0,2--j0,2) VA 
S=P+ję 
P = RP = 10: 0,142? = 0,2 W 
Q = X, + XP = — 0,2 var 
Bilanțul puterilor este verificat. 


b. Se construiește diagrama polară, alegînd curentul Z origine de fază. 
Din triunghiul OAC reprezentînd triunghiul impedanțelor Zp, Ze, Ze Și la 
altă scară triunghiul tensiunilor Uk, Uz, Uc rezultă: 


OC = Z = VOA2 + AC = V10 F} 102= 


Deci: 
kad 


iT 


Z = 10: V2e” 
În mod analog: 


OA = RI = 1,42 V 


Cab abdala aN 
wC 


Č = U = VOA + AC = 


O 
= VIP FI D= 2V; =] 


Fig. 1.15, b 
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Deci: 


t = (2° 2 sin [o — =) 


” Problema nr. 1.16. În circuitul din figura 1.16 sînt cunoscute valorile efective 


a trei tensiuni. Se cere să se construiască calitativ diagrama în complex a 
tensiunilor și curenților, să se determine valoarea efectivă a tensiunii ne- 
cunoscute (a patra) și să se găsească defazajul curentului Z fată de U pentru 
următoarele cazuri: 


ÎI) Uzly; Uz 20 V; Va=l0V; =? 

2) Up= ?; U, =110 V; U=150 V; U=50 V 
3) Uk = 10V; U,=10 V; Uc=? U =5Ẹ5V 
4) Ur = 10V; U= ?; Uo = 10-3; U =20 V 


În cazurile 3 și 4 sînt două soluții. Căror relații dintre X, și Xo corespund ele? 


Solutie : 
1. Din diagrama polară (fig. 1.16) construită pentru cazul 1 rezultă: 


U? = Uz F (UL B Uc)? 
U = 10? + (20 — 10)? = 102 


UL — Uc 
UR 


tg e = le p= 2; deci: U = 10 Zei 


2. Up = VU? — (Us — U, = V50? — 40? = 30 V 


Uc — Ur 3 on’ 
= ——— z — = 10 
tg o 3 7? ọ = 53 
Deci: 
Up = 30 e153 107:180° 
5 ZB = AD = VOB: — 0A? = V (5 V5)? — 102 = 5 
a) U. = CB = AC — AB =10—5=5 V 


pọ = arc tg 22 = arctg 1 — 26°35' 
OA 2 


Aceasta corespunde situației cînd X, > Xe și curentul Z este defazat în 
urma tensiunii cu unghiul e. 


b) Uc = CD = AC AD = 10+5=15V 
ọ = arctg an = arc tg + = 26°35 
OA 2 


Aceasta corespunde cazului cînd X, < Xec, curentul fiind defazat înaintea 
tensiunii cu unghiul e. 


4. AD = AB = VOB: — 042 = |202 — 102 = 10 V3 
a) U, = CB + BA = 10: V3 + 10 V3 = 20 V3 V 
ọ = arctg TS arctg 2 = 60° 
O 


A 
Aceasta corespunde cazului cînd X, > Xe- 


b) U, = CD — AD = 10 V3 — 10 V3 = 0 
; AD z o 
ige == = 3; p=60 

OA 


Aceasta corespunde cazului cînd X, < Xeo. 


Problema nr. 1.17. La variații ale parametrilor receptorului R,, X., nu se 
poate determina semnul unghiului e, numai cu aparatele din figura 1.17, a 
(ampermetru, voltmetru și wattmetru). 

n acest scop se recurge la o măsurătoare suplimentară cu o bobină co- 


nectată în serie. 
Aparatele conectate în circuit indică: 


7. Întreruptorul k închis: U = 100 V; I = 10 4; P = 300 W. 
2. Întreruptorul k deschis: U = 100 V; I = 12,5 4; P = 625 W. 


Să se calculeze R,, X,, Z,, ale receptorului, R», X>, Z2, ale bobinei introduse 
şi să se construiască diagrama vectorială pentru cazul al doilea, determi- 
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nînd cu ajutorul ei tensiunile U, şi 
U, la bornele receptorului şi ale 
bobinei introduse. 


Solutie : 
7. Întreruptorul K închis: 
Impedanța complexă a circuitu- 
lui are modulul: 


2an e SU s1000 
I 10 


Fig. 1.17, a 


și argumentul: 
ọ = arccos =- = arc cos (0,3) = 72°30' 
Deci: 
Zi — 10 e2£i72%30'x:1590 — 3 4 j 9,55 


2. Întreruptorul K deschis: 


p = arccos = = arc cos (0,5) = 60°20’ 


Z = 8 ei6020x:180 — 4 + j'6,96 
Impedanța complexă echivalentă este: 
Z E Zi T Z ? 
de unde: 
; 1 — j 2,59 
Z, = Z — Z =4 6,96 — (3 + į 9,5) = i 
l: => L— fi + ] (3 + 19,5) Pit pen 
Se știe că receptorul Z, este inductiv, deci: 
ceea ce conduce la concluzia că receptorul Z, este capacitiv: 
Z, = 3 — 49,55 = 10 e-iTz3oin:1800 
Schema circuitului devine cea din figu- 
ra 1.17, b. 


Tensiunile U, și U, se pot determina 
din diagrama polară astfel: 


U, = X,I =206,5V ; Up= RI = 12,5 V 
Uc = XI = 119,5V; Up= R I= 37,5 V 


U, = VUA + U? = 125 V 
Fig. 1.17, b U, = VU, + U? = 206,5 V 
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Fig. 1.17,-c 


lea 


Verificare : 
U = V(Uaa + Ur)? + (U, — Ue)? = 100 V 
y = 90 — po = 3"30'; p= 90 — g, = 17°30’ 
ô = y + Y = 21° 
U = VU} + U2— 2U,U, cos 5 = 
= 1252 + 206,52 — 2-125- 206,5 cos 21° 
U = 100 V. 


Problema nr. 1.18. Pentru determinarea tensiu- 
nii UV, dintre două noduri alc unui circuit cu pa- 
rametri concentrați, care e defazată cu un unghi. 
oarecare față de tensiunea U aplicată întregului cir- 
cuit, se foloseşte montajul din figura 1.18, a. 

Să se calculeze rezistența R, astfel ca tensiu-. 
nea U,» să fie defazată cu un unghi q, = 30° înain- 
tea tensiunii U. Sînt cunoscute R, =5 Q și X, = 
= 159. 


Solutie : | 
Presupunînd că se cunoaște curentul I, se poate 
construi diagrama din figura 1.18, b. 


pa = arctg e arctg 19 — 71045! 
Ra 5 


Dar: ọ, = ọ + o, și rezultă: 
Ọ = pp — 0, = 71°45' — 30° = 41%45' 


Din triunghiul OAB rezultă: 


U x Xa e) ’ 
te o = ——— 3 — = ——— = tg 41°45' = 0,894 
o P Uri + UR R, + R, 8 


Xa — Rtgg _ 15 — 50,894 jigu 
tg 9 0,894 i 


R = 11,8 Q 


ko 


Problema nr. 1.19. În serie cu două lămpi cu arc, calculate la tensiunea U = 
29 V și P = 290 W fiecare, a fost introdusă pentru limitarea tensiunii o 
bobină. Ce parametri L, R trebuie să aibă bobina, dacă tensiunea de ali- 
mentare a circuitului este 110 V, f = 50 Hz, iar factorul de putere pentru 
întreaga instalație nu trebuie să fie mai mic de 0,8. 

Să se construiască diagrama polară a tensiunilor. 


Să se calculeze randamentul instalaţiei și să se compare cu randamentul 
în cazul în care bobina este înlocuită cu un reostat cu sîrmă. 


Soluţie : 


Lămpile se consideră pur rezistive, așa încît curentul care străbate circu- 
itul are valoarea efectivă: 


PL _ 290 
I = = = = 10A 
UL 29 
Rezistența unei lămpi este: 
PL __ 290 
R = = —=2p90Q 
[2 102 


Impedanța complexă a circuitului este: 
Z=2R, + R+ jwL, de modul: Z= — = VOR + R}? F oI? 
Rezultă ecuatia: 


| 11032 
(58 + R)? + 100222? = (15) = 121 


Se construiește diagrama vectorială a tensiunilor. Din triunghiul oarecare 
OAB rezultă (v. fig. 1.19, b): 


Up = VU? + (Ura + Ura)? — 2U(U 1 + Ura) cos e 
Pentru cazul limită cos e = 0,8: 


Up = 1102 + (2: 29)2 — 2: 110: 2-29. 0,8 = 72,5 V 


Fig. 1.19, a, b 
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Din triunghiul dreptunghic ABC se deduce: 
Uš = Uġ + UI 
U} = I2(R2 + 0212) 
Rezultă ecuaţia: 


R2 + 1002 m2[2 = Ea =) 


Rezolvînd sistemul: 
| R? + 100? x2 L? = 52,6 
(5,8 + R}? + 100? z? L? = 121 
se obține: 
R=— 39; L=21i mH 


Randamentul instalaţiei este: 


2P 2 - 290 580 
pa Pia 2280 580 0 66. 
P,  2:290+ 3.102 880 
n= 66% 
Înlocuind bobina cu un reostat cu sîrmă, Fig. 1.19, c 


acesta fiind pur rezistiv, schema devine: 
Up = U — 2U, = 110 — 2-29=52V 
Up 52 


R' == = L = 5,29 
— I 10 


P, = 2P, + R'I2 = 580 + 520 = 1 100 W 


Randamentul instalaţiei în acest caz este: 


, 2P} 580 i 
n! = EL a = 0,527; y'= 52,7° 
i P, 1100 4 fo 


Se preferă deci prima soluție. 


__ Problema nr. 1.20. Circuitul din figura 1.20, a poate fi 
utilizat ca indicator de variaţii ale frecvenței. Cu- 
rentul de alimentare este stabilizat, valoarea lui 
efectivă menținîndu-se constantă I = 0,1 A. 

Frecvența nominală este fọ = 500 Hz. 

Parametrii schemei sînt: C = 0,15 F; R, = R, = 
=: 2120 O. 

La frecvența nominală relația dintre parametrii L, 
C, w este: wLC = 1. 

Să se construiască diagrama pentru fiecare din frec- 
vențele f = fo; f= 1,1 fo; f = 0,9 fo şi graficul va- 
riației tensiunii U,, în funcție de variația frecvenței în 
limitele + 10%. Fig. 1.20, 
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Soluție : 


a) f = fo = 500 Hz 
Reactanţa capacitivă: 


= — = —————— [= 2120 Q 
OC 2- 500 -0,15 10% 
Din relația &°LC = 1 rezultă: 


X= oL= = 21209 
oC 
impedanța echivalentă a circuitului față de bornele c, d este 


Z Z, Za d t ic) a 
tca T Do fi 


Z „1 i 
Zu i Sai O Raps 
(63) 


= 2120 Q 


Ua = Za * I = 2 120- 0,1 = 212 V 


Valorile complexe ale curenților din cele două laturi ale circuitului sînt: 


I, ==% = 0,05 + j 0,05 = 0,07 e` * 


__ ~ed 
l = 
2 


= 0,05 — j 0,05 =0,07e 17 
(Verificare: I + Ia + 1) 


Valorile complexe ale tensiunilor la bornele condensatorului și babie 
sînt: 


EEE R pe — j 2120 > (1 +j = iu ga i, 
jC 
U, = jol I = j 2120. = (1 — j) = 106 + j 106 
Ua = — Uc + U, = — 106 + j 106 + 106 + j 106 = j 212 V 


b) f= 1,1 fa = 550 Hz. c) f = 0,9 fa = 450 Hz. 


Urmărind un raționament analog celui de la punctul a) se obțin următoarele 
valori: 


Uca =z 193, 5 V 

I = 0,0674 e i 42°30 n:180 
I, = 0,0674 e— i 42°30 m: 180 
U, = 88 + j 96,5 

Up = =U; H Up= ]193 
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23 d 
22 
210 
200 r 
100 
400 400 600 f 
Fig. 1.20, 5,c,d,e 
Oii = 236,5 V 


În = 0,0747 ei 48 m:180 
I, = 0,0747 e7148 n:180 

U, = 131 — j 117,6 

U, = 131 +j 117,6 

Ua = — U, + Ur = j 235,2 


Diagramele vectoriale : 
Graficul variației tensiunii U., în funcție de frecvență rezultă din ta- 
belul 1.20: 


Tabelul 1.20 


f | Jo = 500 Hz | 1,1 fọ = 550 Hz | 0,9 f, = 450 Hz 


Ua | 212 | 193 | 235,2 


\ Problema nr. 1.21. În circuitul din figura 1.21, a sînt cunoscute valorile 


bi 


efective ale celor trei curenţi. Se cere să se construiască calitativ diagrama în 
complex a curenților și tensiunilor, să se determine valoarea efectivă a curentu- 
lui necunoscut (al 4-lea) și să se găsească defazajul dintre U și I în următoa- 
rele cazuri: | 


1) Ip=3A 1p=5A I=LA I=? 
2) Ik=? IL =04A IL=12å I=1A 
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4) In = A (AET I,=2A I = A 


pund ele? 


Fig. 1.21, a, b 


Solutie : 
7. Din diagrama polară (fig. 1.21, b) construită pentru cazul 1) rezultă: 
P = Ik F (I, aa Io)? 


i cerc ape e BIR IE p = arctg % E = arctg 2 = 53°10 
Deci: 
| = e IEEE 
2. Din diagrama polară (fig. 1.21, c) rezultă: 
„Ia = VI2— (le — ln)? = V12 — (1,2 — 0,4): = 0,6 A 


o = arctg 


le — li — arctg Å = 53010! 
i- 3 


Ig = 0,6 e% 


I = [ei m:180, 


3. Din diagrama polară (fig. 1.21, 4) rezultă: 


AC 1 ; 
= arctg = = arctg — = 30°; I = 2 e-i 30 n:180 
9 SA 8 /3 L 


Corespunde cazului cînd Ig < I;; = > L — circuit inductiv 
(a) 
BC < B; 
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e T 


b) B — AB + AD =1 +1 =2; IL =2AI =2e 7 


AD l 
= arctg — = arctg —— = 30°; I = 2 ej% 2:180 
9 = arc T e I e 


Fig. 1.21, c, d, e 


E dă 1 E: E 
Corespunde cazului cînd: Ie > I;; a wL — circuit capacitiv 
(23) 


Bo > B; 
4) Din diagrama polară (fig. 1.21, e) rezultă: 


ọ = arctg ££ = arctg y3 = 60°; [I =—= ei 60 n:180 
OA A 
Corespuride cazului cînd: Ie < I,;; 2 > oL; B > Bg — circuit capacitiv. 
0 ; 


EE AB AD E E E E E E E 2 


ọ = arctg £2 arctg V3 = 60; I= A e— j 60%: 180° 
OA y3 


iui 1 ii dl 
Corespunde cazului cînd: I0<],; e oL; B, > Bo — circuit inductiv. 
QG) 


x Problema nr. 1.22. În circuitul din figura 1.22, a, după conectarea bateriei 
de condensatoare, aparatele indică: Z = 115 A, U = 6,4 kV, P = 665 kW, 
iar după deconectare: I = 166 A, U = 6,2 kV, P = 623 kW. 

Se cere să se calculeze: 

1. Rezistenţa și reactaz$a impedanţei de sarcină presupusă a fi alcătuită 
prin înserierea lui R cu X. 


2. Rezistenţa și reactanța aceleiași impedanţe, dar formată din R în para- 
lel cu AX. 
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Fig. 1.22, a, b 


3. Capacitatea bateriei de condensatoare {f = 50 Hz). 
4. Expresia valorilor instantanee ale curentului și tensiunii. 


Soluhe: 


a. Întreruptorul K deschis, iar cele două elemente înseriate (fig. 1.22, b). 
Impedânța complexă este: 


= = = R+JĂ = Zeie Ei 37,4 e j 52°45 m :180° 
Rezistenta și reactanța sînt: 
Rae 2603 2222.60 
X = Z sin ọ = 29,8 Q 
b. Întreruptorul K deschis, iar cele două elemente în paralel (fig. 1.22, c): 


R, = =61,4Q 


Admitanțta circuitului este: 


Rezultă: X, = 47,19 


APE 1 
Se verifică relaţia este: Z, = A 
=? 


c. Întreruptorul K închis (fig. 1.22, d): 
r 
= Er 25940” 
p = arccos ~ + 2540 


U = U e = 6 400 ei0, considerînd U origine de fază; 


I = 115 eF j25°40m:180° — 104 F j 49. 
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Fig. 1.22, c, d, e, 


Curentul,.care străbate impedanța Z, este: 


U 6 400 i 487 
P 374e $) 5245 n:180 171 e F j52 457 : 180 = 103,5 F] 136 
Da lr 3/, 


Rezultă curentul prin condensator; 
[ss [ee 22035 44 972870 


A e: 5 e .. TE e 
Ic este defazat înaintea tensiunii cu-, deci: 


ad Te 


i ri 
Rezultă: e 
` i: áa 171 e — j 52°45’ : 180° Și I = 115 e— i 25°40 me: 180? 


(diagrama polară din figura 1.22, e). 
Valorile instantanee ale tensiunii și curentului sînt: 


u = V2- 6 400-sin 314 ż 
i = V2 - 115-sin (314 £ — 25°10'7: 180°) 


Valoarea, capacității condensatorului C rezultă din relația: 


U 1 
| E e ET = 43,4 uF 


“i 3 Z ou ` „100; + 6 400 

Problema nr. 1.23. O stație de cale ferată electrificată este alimentată cu 
curent dei “frecvență = = 16: z de la: o stație centrală, printr-o linie mono- 
fazată, dc Jungime I= 30 TA Secţiunea conductorului de cupru este S = 
= 50 imi, conductivitatea = 57: 1087 e , distanța dintre conductori, D = 


= 150. cm. i 


Up Fo 
COS o AR 
40 
9 


Să se determine tensiunea U, puterea Po și cos ọọ la centrală, dacă puterea 
la stație este P, = 4 200 kW, tensiunea U, = 35 kV și cos q2 = 0,96 (p >0) 
Se va rezolva analitic și grafic cu ajutorul diagramei polare. 
Solutie : 
Rezistenţa și reactanța liniei: 


R,=2pọp+=21Q 
S 
Inductivitatea liniei bifilare: 


L= Poe In 2 [H] = 71 10-3 [H] 


-E = 0,399 cm 


Ă, = Los L * 2nf = 4,16 9 
Puterile activă și reactivă la centrală sînt: 
P= a A să 
Qo = 02 + AQ, 
AP, = RP; AQ, =X 


Curentul prin linie este: 


unde 


Pe eA 
U, COS op 
ȘI deci: 
AP, = RI2 = 325kW; AQ, = XI? = 74,3 KVAR 
P, = P, + AP, = 4 525 KW; Q, =Q, + AQ; = 1 374,3 KVAR 


S, = |P F Q2 = 4 720 kVA 


Uy = = = 37,8 kV 


COS 99 = = = 0,955 


0 
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Diagrama polară este prezentată în figura 1.23, b. 


Se alege ca origine de fază tensiunea U, = OA de la extremitatea utilizare 
și se trasează curentul Z în circuit defazat cu q2 în urma tensiunii. Se constru- 


ieste apoi AB = R,I, căderea ohmică de tensiune în rezistența liniei (în 
fază cu 1) și BC = A, căderea de tensiune inductivă în reactanţa liniei (defa- 


> TE A . > 
zată cu — înainte față de 1). 


Rezultă vectorul AC = AU, — căderea de tensiune totală în linie. 


Vectorul OC = OA + AC sau U, = U, + AU, reprezintă tensiunea la 
extremiiatea alimentare (producere) a liniei defazată cu eg față de f. 
Din diagramă rezultă: 


U, cos ù = OA + AD = U, + RI cos go + XI Sin op = 
= 35000 + 21. 125 -0,96 + 4,76 . 125 - 0,296 = 37 696 V 
U, sinv = CD' — DD' = X,I cos o, — RI sin o, = 


— 4/16: 125 - 0,96 — 21. 125 - 0,296 = — 207 V 
U, = V(U, cos 4)? + (U, sin 4)? = 37,8 V 
tg p = — — = — 0,0055; Ņ = 0°20" 


37 696 
op = o + Y = 17°15' — 0°20 = 16°55’ 
COS o = 0,956 


Problema nr. 1.24. Energia electrică este transmisă de la un generator printr-o 
linie de transmisie către un consumator, sub tensiunea U, = 220 va Și T Q = 
— 0,8. Curentul în circuit este I = 25 A, rezistența Jimie Rı=1 Q0, iar 
reactanța ei A, = 2,5 Q. 

Să se determine grafic și analitic tensiunea la bornele generatorului VU, 
cos og, Po pentru cazurile cînd 0 > 0 și o, < 0. Să se calculeze randamentul 
liniei de transmisie. 


Soluţie : 
a) e > 0, circuit inductiv. 
Puterile P., Q, la consumator: 
P, = UI cos pa = 4 400 W 
Q, = UI sin op = 3 300 VAR 


Pierderile de putere activă și reactivă în linie: 
AP, = RJ? = 625W; Q = X.12 = 1560 VAR 
Rezultă puterile activă și reactivă la generator: 
Po = Pa + AP, = 5025 W; Qo = Q: + AQ, = 4860 VAR 
Sa = VP} + Q3 = 7 000 VA 


Rezultă tensiunea la bornele generatorului: 


Randamentul liniei: 


n = = = 0,875 = 87,5%, 


o 
U, și cos pọ se pot calcula și cu ajutorul diagramei polare (fig. 1.24, b): 
U,cos 4 = U, + RJ cos po + XI sin pa = 277,5 V 
Upsin y = XI cos pa — Rl sin pa = 35 V 
U, = V(U, cos 4)? F (U, sin Ẹ)? = 280 V; y = aen = 7910 
Po = Poti = 44°10'; cos pop = 0,719 
P, = UI cos o, = 280 - 250 : 0,719 = 5 030 W 
b) pa < 0, circuit capacitiv. 
P, = P, + AP, = 5025W; Q, =Q, + AQ, = — 1740 VAR 
S, = [P + Æ = 5 310 VA 


m = = 212,5V; cos po = = 0,945 


0 
Din diagrama polară (fig. 1.24, c) rezultă: 
U,cos ọ = U, + R, cos pp — X I sin pa = 202,5 V 
Usin p = R,T sin pọ + XI cos po = 65 V 


U, = V(U, cos 4) + (U, sin Ņ)}? = 213 V; y= arctg 7 = 17950 


Po = P — p = — 19°10 
Po = U cos po = 5 030 W 
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Problema nr. 1.25. Să se determine impedanța Z și factorul de putere cos ọ 
al circuitului din figura 1.25, dacă RR, = Ra = 25 Q; X, = 33,30; X, = 


— 33,30. Să se calculeze curenţii I, I, Ia 11, Ic, tensiunea aplicată la 
borne avînd valoarea U = 200 V. 


Să se efectueze bilanțul puterilor și să se construiască diagrama polară 
Solutie : 
Impedanța echivalentă complexă a 
circuitului este: 
R, (jX) 
Z= Zg Zp =-=] 
Ze LAB T &BC R, +jX, 
Ra (j Xo) 
R: + jX: 


cos ọ = 1. Se consideră: U = U ei0 


= 2 


Fig. 1.25, a 
U 
Z, 32 i 

125-e 337% : 180° = 100 L j 75 

U no == Zacl == 125:e—i37r : 180° ai, 100 Ea j 75 


Curenții în cele patru laturi sînt: 


= e mN 225S 
jX; R + JĂ, 
1, = SEC = j Xa = 5 e —i370m:180 — 4 — j3 
E Ra o R + ja 
U R 
Ic = se = 1 = i 
jX Ra + jX3 


= 3,75 ei5%n:180 — 2,25 + j3 
Bilanțul puterilor: 
S = U - I' = 200 - 6,25 = 1250 VA 
P = REPE +R, 2 = 1250W 


Q =X i +X =0 


Diagrama polară este dată în figu- l 
ra 1.25, b. Fig. 1.25, b 
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Problema nr. 1.26. Două receptoare mo- 
nofazate conectate în paralel sînt stră- 
bătute de curenții 7, Și 2, de valori efec- 
tive J, și I, = 2], și defazaje faţă de 
tensiunea la borne: 


cos o, = 0,8(q, > 0); 
COS pa = 0,4 (pa > 0) 


I 


Fig. 1.26, a 


Să se calculeze factorul de putere cos ọ al întregului circuit și semnul unghiu- 
lui g. 

Cum se schimbă „cos ọ“ și semnul lui ọ, dacă restul condițiilor, rămînînd 
neschimbate, e, > 0, iar 9 < 0? 


Solutie : 


a) pa >0; pg >0 
La cos % Și cos qp2 date, corespund: 


Dı — 37° 
Pa = 66°30" 
Din diagrama vectorială (fig. 1.26, b) rezultă: 
l l EE I, - 0,918 
tg e = 2 p tama E = = — 1,522 
1 COS Pı + {a COS pa a 08 + h 04 
a= 5040; cos ọ = 0,55 
b) pa >0; ga <0 
cos 9, = 0,8; COS P = 0,4 
sin o, = 0,6; sin a = — 0,918 
4 
C 
Fig. 1.26, b, c 
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—2 . 0,6 — 1, :0,918 


tg pe = — 0,772 
Z -0,8 + 1,:0,4 
2 
p = — 37°40'; cos ọ = 0,794 


“” Probiema nr. 1.27. Din două re- 
Pa conectate în paralel primul 
are rezistența R, = 8 Q, reactanța 
X, = 100 și valoarea efectivă a Fig. 1.27, a 

curentului I, = 15 A, iar al doilea 

are COS 9g = 0, Tie; > 0); și puterea activă P, = 500 W (fig. 1.27, a). 

a. Să se calculeze curentul I o în porțiunea neramificată a circuitului, 
puterea activă P,, reactivă Qo Și cos egal întregului circuit. 

b. Să se calculeze valoarea capacității condensatorului C(f= 50 Hz) 
care conectat în paralel pe circuit permite îmbunătățirea factorului de putere 
la cos ọọ = | și valoarea efectivă a curentului I, care-l străbate. 

c. Să se construiască diagrama polară. 


Solutie : 


a. Concomitent cu calculul analitic se construiește diagrama polară și 
problema se rezolvă grafo-analitic: 


Up = Rl, = 120 V 
Ux = X = 150 V 


U = Uz, +U}, = 192,4v 


pı = arctg = =— 51*20' 


1 
P = arccos (0,7) = 45°30' 
Defazajul dintre 7, și I, este: 
= pı — z = 51°20’ — 45°30' = 5°50' 
Curentul total va fi: 


I= VR + B +211, cos 3, 


unde: 


Des RT, Îi 
U - cos pa 


Fig. 1.27, b 
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Rezultă : 
Ig = V15? + 3,712 + 2-15: 3,71-cos 5%50' = 18,7A 


P, = R, + P, = 2 300 W 


COS po = — o — 0,64 


0 
Qo = U - Io sin pp = 3600 VAR 


5. Problema îmbunătățirii factorului de putere sau a compensării puterii 
reactive presupune micșorarea puterii reactive absorbite de receptor de la 
rețea, în scopul micșorării pierderilor pe linia de transport și producerea aces- 
teia chiar la locul de utilizare cu ajutorul bateriilor de condensatoare sau al 
compensatoarelor sincrone. 


La cos ọọ = 0,64 corespunde Q, = P tg ọọ = 2 770 VAR | 
La cos ọọ = 1 corespunde Qo = P tg ọọ = 0 
Qo — Qo = P (tg po — tg po) = Co U? 


În acest caz, circuitul nu absoarbe deloc puterea reactivă pe la borne, întreaga 
putere reactivă necesară fiind debitată de condensatorul C. 


(i sa E goi PR d * Io 
Xc 


C = L = 0,24 - 10-3 F = 240 uF 
U? 


Ig = de — 14,35 A 
U 


“Problema nr. 1.28. Un receptor monofazat de curent alternativ trebuie să 
fie alimentat sub o tensiune la borne avînd valoarea efectivă U,, și frecvenţa f. 
Receptorul absoarbe în aceste condiţii: puterea P sub un factor de putere 
cos ọ, fiind alimentat printr-o linie de un generator de curent alternativ 
monofazat. 


Se cere să se calculeze capacitatea C pe care trebuie să o aibă un conden- 
sator conectat în paralel cu receptorul, pentru ca pierderile Joule-Lenz din 
linia de alimentare să fie minime. 


A dj c Up= 208 V; J=30 Hz; 
cos o = 0,707; P= 3000W. 


Soluția I: 

Zę _ Pentru a avea pierderi minime 
în linie, trebuie ca pentru o va- 
loare dată a tensiunii Uz, deci a 

D tensiunii U 4g, curentul prin linie 

B să fie minim, sau impedanța 

Fig. 1.28 liniei fiind constantă, trebuie ca 


impedanța echivalentă între bornele C și D, Zop, să fie maximă, sau admi- 
tanţa Yop să fie minimă: 


A A C + —— 
op = jo ao o 


unde R este rezistența echivalentă a receptorului alimentat și L este induc- 
tivitatea echivalentă a lui. 
R şi L se pot calcula în funcție de datele problemei: 


P = Url, cos ọ 


P 
I, => 
UvR COS 9 
U U? U? p cos? o 
Za = bR __ iute AN, R = ZA cos ọ = bR | 
I, P P 


2 


X = adi dă p’ COS 


jo L oL 
DEES T E ai id Ce d) 
Fp j T R? + oL? R? oL ao oo ) R? + 0212 
. Li v A OL e: id 
Yop este minimă cînd wC — ———— = 0, adică: 
R? + o? L? 
L 
R2 + WL? 


Ţinînd cont de expresiile anterioare, condiția de mai sus devine: 


USR sin g cos P sin 
wC = a = e L 
m ee) + | aia ee P) UfR cos Ọ 
p O P 
2 Z 
oC =--tgp sau: OC Ea 
Vip Qc = Qr 


adică puterea reactivă debitată de condensator trebuie să fie egală cu puterea 
reactivă absorbită de receptor. 


Rezultă valoarea capacității condensatorului C: 


Can tg ia 000 e0 anrr 221 E 
314 - 2082 0,707 


Soluția a doua: 


Fie q' defazajul dintre reprezentările în complex pasa) ale curentului 
de linie J, și tensiunii la borne U,g. 


I, cos e' = Ía şi L, sin e' = Iy 


sînt cele două componente ale curentului /,. 
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Componenta activă este invariabilă în condiţiile problemei, deoarece puterea 
activă a receptorului se poate pune și sub forma: 


P = Us [I cos ọ'=ct 
Deci pentru ca I, să fie minim trebuie ca: 
I, sin ọ'=0 sau: Q = U'I. sin g = 0, 


în care Q este puterea reactivă absorbită de consumatorul format prin legarea 
în paralel a receptorului dat și a condensatorului. 

Condiția de mai sus revine la a spune că puterea reactivă cedată de con- 
densator trebuie să fie egală cu puterea reactivă absorbită de receptorul 


dat: 
Q. =Q 
Din œC Ur = P tg e rezultă aceeași condiție. 


Problema nr. 1.29. Să se arate folosind o metodă analitică și una grafică 
legate de reprezentarea în complex simplificată a mărimilor care sînt funcțiuni 
armonice de timp, că puntea de curent alternativ 
din figură nu poate fi niciodată adusă la echi- 
libru. 


Soluția I: 


Fie puntea din figură, alimentată sub o ten- 
siune la borne armonică, a cărei reprezentare 
în complex simplificată este U,. 

Notînd: 


condiția de echilibru a punţii se obține scriind: 
Vo = Vp sau Usc=Uav Și Usc=Uso 
Zili = Zale; Izl = Zl: 
Z 


a 


Z, 


N 

bd 

IN |IN 
| 

kai 
| 


Condiţia de echilibru este: 
Zi = & 


sau, ținînd cont de notații, 
1 
(oC) 


act 2 


2 


relație care nu poate fi satisfăcută. 
Solujia a doua: 

Se consideră puntea alimentată ca mai sus și curenții din laturile punții 
indicaţi în figura 1.29, b, în ipoteza că puntea ar fi în echilibru. 
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Fig. 1.29, b, c 


Se observă că curentul Z, trebuie să fie defazat înainte față de U, cu un 


: i : z Ta 
unghi oarecare ọ. În fază cu J} este tensiunea Uyp, iar defazată cu r în 


urmă față de 1, este tensiunea Uyc 


1 
7 Diet i] 
U ac iC! 


Pentru ca puntea să fie în echilibru trebuie ca: 


T  — 
Uap = Uac 


ceea ce nu este posibil, deoarece cei doi fazori reprezentativi din diagrama 
polară sînt perpendiculari unul pe altul (pot avea modulele egale, dar defa- 


zajele față de U, sînt diferite). 


Problema nr. 1.30. Circuitul din figura 1.30, a, constituit prin legarea în 
serie a unui receptor de impedanță complexă Z,, cu doi receptori de impe- 
danțe Z, și Z, conectaţi în paralel, permite să se mențină constantă valoarea 
efectivă a curentului 7, independent de impedanța Z3. 

a. Să se determine natura impedanțelor Z, și Z, și relația dintre ele, în 
așa fel încît curentul prin impedanţa Z} să nu depindă de această impedanță, 


tensiunea aplicată circuitului fiind con- 
stantă. 

b. Să se determine din această relație 
capacitatea C a condensatorului și induc- 
tivitatea L a bobinei care formează impe- 
danțele Z, și Z, cunoscînd: 


U = 220 V; f=50 Hz; 1—=10A=ct. 


c. să se rezolve problema grafic, folosind 
diagrama polară și considerînd Z}, = R. 
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Fig. 1.30, a 


Soluţie : 
a. Se calculează F în funcţie de U,, Z,, Za și Za și apoi se anulează coefi- 
cientul lui Z, din expresia lui 1;: 


ZZ 
U an = Llas = > -7 Z 2 
Z, + == 
Za + Za 
I; E UB Zi U.ż, 


—3 E Z,Za T Z, (Z + Za) 


Condiţia ca 1; să nu depindă de Z, rezultă din anularea. derivatei: 


ds —Q: = 
ôZ, = 0 3 Zi + Ze 0 
Admițînd: 
Z= R +j; Z= R +jX: 
Rı + R: + j (Xa + Xo) = 0, 
rezultă : 
l Rı + R =0 
Xı +X: =0 
Rezistența nu poate fi decît pozitivă, deci pentru ca: 
R +R, =0, 
trebuie ca: 
ȘI 


Xi +X: =0 5X, = — X3; lace 
wC 


În concluzie: impedanţa Z, trebuie să fie pur 
4 inductivă, iar impedanța Z, pur capacitivă, sau 
“3 invers. | 

Sînt deci posibile două soluţii reprezentate în 
figura 1.30, b, c. 


Fig. 1.30, b b. Ţinînd seama de condiția enunțată rezultă: 
U 
Is = Z 
Presupunînd: 
Z, =—=-—jX şi U=Uei 
ju C 
U jo PE ius 
I, = -= = -Uer = U e 1a 
Zi aa Lo 
wLe 2 


rezultă : 


Lada aie 070| 000 "20 mH 
©, 1007.10 


i i 1 a 
Din relația: oL = i rezultă : 
Q) 


Cee aa I Te aF 
WL (100 7c)2 - 7,01 - 1072 


Pa Se consideră una din cele două scheme (fig. 1.30, c, în care s-a presupus 
= R) „diagrama--polară fiind cea din figura 1.30, c. Alegînd Up origine 
i fază, tensiunea la bornele. condensatorului este: 


ARO iy 
E A U j Xc Ic = — j— (Irk + l) = 
eiS 5 oC 
d Said 
n gar Jaci” 
dar: z 
Uo =U U 
i ç cat Ucr Fig. 1.30, c 
unde. . 
Up Rp: Ip este tensiunea la bornele condensatorului în ipoteza că 
69) 


prin el/trece numai În [este defazată cu $ în urmă faţă de I r |; 
Uye I, este tensiunea la bornele condensatorului în ipoteza că 
0) 
prin el trece numai 1, (este defazată cu = în urmă față de I z) . 


Aceste tensiuni au valorile efective: 


; U 
Ucr = Xcla = Xe — 
UR 

Uo =el; => Xer 


Uor g dg C UR 


Ve 
LE —— — -Y7 
e 
nea Fig. 1.30, de, 
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Dar: 


Condiţia ca Ig # Í(R) este: Xo = X, 


Problema nr. 1.31. Pentru măsurarea inductivității L a unei bobine și a 
rezistenței ei R se foloseşte schema din figura 1.31, a. Prin aplicarea unei 
tensiuni de valoare efectivă U = 125 V și f = 50 Hz, alegînd potrivit capaci- 
tatea C, se poate obține o aceeași indicație a ampermetrului Z} = 1,8 A prin 
închiderea și deschiderea întreruptorului K. 

Apoi, prin închiderea întreruptorulu K și dublarea capacităţii C se mă- 
soară din nou curentul Z, = 1,3 A. 

Să se calculeze parametrii bobinei, L și 7. 


Soluţie : 
a. K deschis (fig. 1.31, c): 


[= IL 18A=l, 


i U E 
dar curentul prin condensator are expresia I, = FA. U wc. 
Jac 
Rezultă: 


Ic_ 18 


= == = 0,459 104 F 
& U 125 -100 r 


K închis: 


Fig. 1.31 
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unde: 


T 
ọ = py + p 
Deci: 
E LEENE E EEE A 
9 Pı Va cazi 
U 2 U oL 
1,82 = 1,82 a | — 2. 1,8 = 
á T [2 Sa =p) Vr? F oL? Vr? +- o2Lă 
Rezultă inductivitatea bobinei: 
Caa e a 
3,6 -1007 


b. K închis (fig. 1.31, c): 
I= = 1,3 A; C'= 2C = 0,918. 10> F 
1 


A urna! a aA 


Za =r + jL = r + j 34,54 
Din relația: 


Za * Za U 
Le =— — 3 
Zrt d 


rezultă: y = 13,4 Q 


Problema nr. 1.32. Pentru obținerea unui unghi de defazaj de = între cu- 


rentul Z, în înfășurarea în paralel a unui contor de inducție și tensiunea re- 
țelei U, se folosește schema din figura 1.32, a. 


Să se determine rezistența R, cu ajutorul căreia curentul I, rămîne în 
urmă cu — față de tensiunea U. 

Parametrii bobinelor sînt: Z = (100 + 
+ 500); Z, = (400 + j 1 000) 


Să se construiască diagrama polară a cu- 
renților și a tensiunilor. 


Soluhe : 


Considerînd origine de fază tensiunea U: 


U = U e 


I, = I, °: Fig. 1.32, a 
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í; 
Pentru ca ọ = Č , trebuie ca: tg p = 2 = oo, 
2 Iza 

adică: 

Dar curentul J, este: 

R U R U.R ; 
IL = I-> = z e doge la 
Ri + 2 Z ri Ra Ri + Za Z(R, + Z) zS RiZa 
Ri Za 

Considerînd, 


Z= R + jX = 100 + j 500 


condiția: 12, = 0, devine: Ri(R + R) = XX; — RR, 

de unde rezultă: 

XX, — RR, 
R+ RR, 


Diagrama polară (fig. 1.32, b): 
Alegînd I, drept origine de fază se trasează direcția tensiunii U„g: 


P = arctg an 68°10’, 
Ra 


apoi direcția lui U față de curentul 7; e = arctg = = arctg 5 = 78°40". 


Jy. Direcția lui Z este: 
| \ Ea arctg I Sin pa + 1, sin O 
I, cos pp + I cos 0 
Presupunînd cunoscută tensi- 
unea U (valoarea efectivă) și 
stiind că este defazată cu s 


Yz 


I 
An 
) 
i 


înainte față de Z}, se descompu- 
ae în Uz și Uup care la rîndul 


e/ | » lor se descompun: 
Uz(Ua = RI şi Uz = X1) 
KAN S; U apt Rola Și Xala) 
i Uar = Rila 
Fig. 1.32, b Rezultă PE RE 
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Problema nr. 1.33. Să se determine im- 
pedanța Z, a receptorului din figu- 
ra 1.33, astfel încît ea să fie egală cu im- 
pedanța de intrare Z, a circuitului. 

Să se calculeze curenţii Z}, 12, 1, dacă 
valoarea efectivă a tensiunii aplicate cir- 
cuitului este U, = 1000 V, iar para- 
metrii rețelei sînt: 


R= 15500; X = 30000 


Solutie : 
Impedanța Z, a receptorului rezultă din condiţia: 


j X(R + Za) 
Ze, = Ze = R 4 a 
E 5 TRI Z, 


(R— Za)(RAJĂ + Z) + JĂRA+ JĂZa = 0 
ZI = Ro 2. 
Considerînd Z, = Z, ei: 
Z2 ei2e: — 9,58 + 106 + ei 75%30' 71802 
rezultă: 
Z, = Z, = 3 100 ei 37215180 — 2 450 + j 1 900; op = 37045 


Curenții sînt: 


I, = DA = 0,323 e — 15745180 — 0,256 — j 0,198 
ie a 
La = 0,152 ej 1*25'n:18% — 0,1525 +- j 0,0038 
-7 X+R+Z ul, 
I = 1 — I, = Lt = 0,448 e 12330180 — 0,4u8 —j 0,194 
E p p ~ Z+ R+jX 


Problema nr. 1.34. Se dă circuitul din figura 1.34, a, alimentat de o tensiune 
alternativă sinusoidală: « = V2- 100 sin (o: -+ =) 


—3 
Parametrii circuitului sînt: R = 109; L = 91 H: C= 10 
T T 


F. 


Să se calculeze: 

a. Impedanța echivalentă a rețelei, rezistența și 
reactanța echivalentă. 

b. Admitanța, susceptanța și conductanța echi- 
valentă. 

c. Valorile instantanee ale curenților t,, fg, 27, ȘI a 
tensiunii 4p- 

d. Să se efectueze bilanțul puterilor. 

e. Să se rezolve utilizînd diagrama polară a cir- 
cuitului. Fig. 1.34, a 
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Soluție : 
Reprezentarea în complex simpiificat a tensiunii sinusoidale: 


u = 2 - 109 sin (o + = 


„Sr 
U = 100e'î = — 50-2- (1+ j) 


a. Impedanța complexă echivalentă: 


RG X,) e „pei , 
Z, = JĂ taam] ae 1=R, X 
ly EIK E j y F] 
Deci: 
K =50 
X, = — 5 Q; circuitul are caracter capacitiv. 


b. Admitanța complexă echivalentă: 


1 1 1 „1 
Le an j > Ge — 1] Be 
Deci: 
G=AS; B=-—As 
10 10 
U = i = 
C. Ie = > 10: \2-e 3 = — 102 
Ze 


Folosind regula divizorului de curent, rezultă: 


57 
R j Ze . 
= d =] 4 = — j: 
[= ap 10e 5/2 +1) 


ip ID a e 05) 200 i 
Ir ERL joL e V2( j) 


Valorile instantanee ale curenților și tensiunii 4g sînt: 


ic = VZ- 10 V? sin [e = ] 
i, = VZ- 10 sin g T =) 
ip = VZ. 10 sin (ot a a 

uap = Rig = V2-100 sin(o — a 
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d. Bilanţul puterilor. 
Puterea aparentă complexă absorbită de 
circuit pe la borne este: 


, Tr 
S = U. I} = 1 000 - 2- e7 = 
= 1 000 — j 1 000 
P = R - I} = 1 000W 
Q = oL: I} — R = — 100 VAR Fig. 1.34, b 
0) 


e. Diagrama polară este cea din figura 1.34, b. 


Problema nr. 1.35. Receptorul din figura 1.35, a este caracterizat prin urmă- 
torii parametri: R; = 10; R= 209; X, = Q; Xo =V30. 


Valoarea efectivă a tensiunii aplicate la borne este U = 173 V, iar frecvența 
f= 50 Hz. 


Să se calculeze valorile efective și instantanee ale curenților t, z,, 72 și ale 
tensiunilor u’ şi 4", utilizînd diagrama polară. 
Să se efectueze bilanțul puterilor. 


Solutre : 

În construcția diagramei polare din figura 1.35, b se consideră origine de 
fază curentul {4}. 

În fază cu I; se trasează Up = Rl = 1- şi defazat în urmă 


cu T Uo =| Xol IL = V3: L. 
Însumînd, se obține: U' = U pı + U. 
Se trasează apoi `Z, în urmă cu A față de U’. 


Suma vectorială a curenților 1, și Z este: 


| = Li +I 


Dar: 


U’ U `a U’ U'y3 
l = -= = Ja = — = 
OR 2 7 2 x 2 
Rezultă: 
I= VEI BT Ii Lacoste +90) = Z 
U” uU’ Xe 5 
I = e a unde: 9, = aice = 60 
Rezultă: 
U' = U” 
Curentul Z este în fază cu U”, iar tensiunea totală: 
üs pu 


Tensiunile U' și U” fiind egale, patrulaterul ODEF este un romb și rezultă: 
U = 2U' cos + , unde: 
VY = arccos 94 = arccos Link arccos (3) = 60° 
OB I 2 


Deci: 
U = 2U' cos 30° = U' V3 


U 
p DER go SS aaa 1 
ja 00 V 
Valorile efective ale curenților sînt: 
Le csias 
2 
y3 , z 
I, =- U' = 50. V3 A 
Rezultă valorile instantanee ale celor trei curenți: 


i = 2 -50 sin(o — 2) 
i, = VI - 50 sin (o+ =) 
i, = |Z 50- V3sin (ot = =) 


Circuitul are un caracter inductiv. 


Bilanțul puterilor. 
Puterea aparentă complexă, absorbită de circuit pe la bornele sale, este: 


T m 
6 6 


S=U-1* = 173ei0. 50-e5 = 8 650 - e° = 7 500 -+ j 4325 
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Puterile consumate în elementele circuitului: 
P = RR + RI? = 1+ 502 + 2- 502 = 7 500 W 


— oL — + P = < (50. V32 — V3. 502 = 4325 VAR 
0 = oLB — + R= 5 (50: V3? — V 
Problema nr. 1.36. Receptorul din i, „Ca 


figura 1.36, a este caracterizat de R, 
următorii parametri: 5 


1 1 2 
R, = R,=1Q9;— = s 
E 7 " C3 WC, /3 


ol = ol, = V39; U = 100 V 


a. Să se calculeze valorile instanta- T E 
nee ale curenților t4, ta, ta. Ai 

b. Să se calculeze valorile instantanee ale tensiunilor uas “sẹ ȘI ale ten- 
siunilor la bornele fiecărui element. 

c. Să se verifice bilanțul puterilor. 

d. Să se construiască diagrama polară. 


i 


Solutie : 
Impedanța complexă echivalentă a circuitului este: 
Z-Z 
Ze a Zi T = 
Za + Za 
în care: 


Z =R +joL, =1 +j 3=2e 


: 1 2 j5 
Z, = Rat j[oL =] CE 
2 
1 2 2 -j2 
VAR ei ata Ea di ea ai a 
j © Ca l'y 3“ 
Eca 4 = 
E Vara 6 


Curenții (reprezentările în complex simplificat) considerînd U origine de 
fază sînt: 


U E A , = 
L == =25: 3e © = 37,5 — j:12,5. 3 
l=; Zs = 25 3e` IT = —j25V3 
p E Za + 2 
z = j> ; 
ls = IL, a => o a 12,5 y3 
so azaz, y le] /3 
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Tensiunile (reprezentările în complex simplificat) sînt: 


Un = Zl, = 50: V3- e” 


6€ = 75+ j: 253 
Use = Zasl; = 50 e'3 = 25 — j + 253 
Se verifică ușor relaţia: U = Us, + Upe 


Un = RI, = 1:253 e7? € —37,5—j- 12,5: 3 


6 PRESE 5% A PR ne =se 
Up = Rola = l(—)]: 25- V3) 25. V3-e 72 = — j-25-V3 
Ura = jolal = 75 
Uc = — L = — 50 = 50 e)" 
joc 


Se verifică ușor relația: Up, = Ur + Ure + Ucz 
Valorile instantanee ale curenților și tensiunilor: 


i, = 2-25. V3 sin [o = =) 


i u = |2- 100 sin ot 
12 = 2.25- V3 sin lo: — =); Uas = 2- 50. y5- sin(o4 J =) 
i = 7:25- V3sin [ot + z); EE E sin fo! z z) 
U 


un, = VZ. 25- V3- sin (or z =) 
Gayl: 75- sin- (ot +È) 


Upg = V2- 25- V3 sin [o — =) 


- 


uca = V2- 50 sin (wt + 7) 
ua = |2» 75 sin ot 


Bilanţul puterilor : 


Ra 12 
Fig. 1.36, b 


eT 


S=U.I = 100 e ©- 25-3. e5 = 3750 +j1 250. V3 
P = R + R, = 1 (25. V3)? + 1(25./3)2 = 3 750 W 
0 = o LB + oL — — B = B = 1 250-3 VAR 
WC3 wCa 
Diagrama polară este dată în figura 1.36, ?. 
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Problema nr. 1.37. 
În circuitul din figura 1.37 sînt cu- 
noscute: 


R= 109; Ă,= 1009; R = 200; 


Valorile efective ale tensiunii aplicate la 
bornele circuitului și ale curentuimi sînt: 


U = 200 V, I=10 A. 


Fig. 1.37 


Să se determine parametrii R, și X, astfel încît factorul de putere al circu- 


itului să fie cos ọ = 1. 


Solutie : 
Impedanța echivalentă complexă a circuitului este: 


(R + j Xa E: PO SEDI A 
E R a E 0) ai all 


—į1 : 
Ra + j Xa + 20 + j 20 + CHL O1) 
—j10 + j15 
Ze == R, +- j X., 
Ținînd cont de condiția cos ọ = 1 —> ọ = 0, trebuie ca: 


R, =Z, =2=1®-20Q 
I 10 


la: 
| 
= 


Se obține sistemul: 


2 2 
| oala i aa i SO ciur 20 
(Ra + 20)? + (X; — 10} 


— R2 — 
| 10 ( — R$ — X4 + 50 X,) +10=0 
(Ra + 20)? + (X, — 10) 


R2 + X2 + 10 R, + 20 X, — 500 = 0 
30 Xa + 40 R, + 509 = 0 
Rezolvînd, se obține: 
Ra= 100 
X = — 309 
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Problema nr. 1.38. La grila unui tub elec- 
tronic este necesar să se aplice o tensiu- 


z T v e 
ne U, defazată cu > faţă de tensiunea U 
aplicată circuitului. 
a. Să se determine în această situație 


capacitatea C, a condensatorului, restul 
parametrilor circuitului fiind cunoscuți: 


Fig. 1:38, a C,=—luF; f= 50 Hz. 


b. Să se construiască diagrama polară a circuitului. 
c. Să se determine cu ce unghi se schimbă defazajul dintre U și Up, dacă 


frecvența se măreşte cu 1 Hz. 


Solutie : 
Tensiunea U, necesară tubului electronic poate fi scrisă sub forma: 


Uo = Vot Uo = Uoeit 


Pentru ca ọọ să fie = trebuie ca Upa = 0. 
Dar, 


în care: 


Z= Ro +j’ Xo 


Înlocuind mai sus, se obține: 


UR| (R. = Taze) +j (žo + X + xX, a 
U, = : LER i 
0 XX2 „2 oa T JU or 
(se - + (o a + x e] 
2 2 
UR, [Ro — mata) 
U oa = —————— Re = 0 
a 
X, X X R. 32 
R, — = Xo+ X +X a] 
| pic ) + | TETES 


Rezultă: 


Diagrama polară este dată în figu- Lo 
ra 1.38, b. 

Se alege ca origine de fază curen- 
tul Io 

În diagramă s-a considerat U, = 
= Rolo. 

În cazul cînd s-ar considera numai 
o parte din Rg1g, decalajul între Us 


si U rămîne tot sui: 
C. f= 51 Hz Fig. 1.38, b 
PE e 1 1076 
: WC,  27x -51 - 106 102-7 


Capacitatea C, a condensatorului în noua situație se determină din relația: 


Ro R 1 X 
Kie a ; Co = ——— = 0,96 uF 
1 OCo oR Ra 


Problema nr. 1.39. Două bobine de inductivități L} și Le și rezistențe R, 
și Ra sînt conectate în serie, tensiunea aplicată circuitului avînd valoarea 
efectivă U = 220 V; f= 50 Hz. În situaţia cînd bobinele au înfășurările 
în același sens, valoarea efectivă a intensității curentului este I} = 2,7 A, 
iar puterea activă este P, = 219 W. Cînd sînt înfășurate în sens contrar, 
I, = 7 À. 

a. Să se calculeze inductivitatea | M| dintre bobine, inductivitatea L, 
a bobinei 2 și rezistența R, a ei, dacă L, = 0,1 H; R, = 10Q. 

De asemenea să se calculeze inductivitatea echivalentă ZL, a cir- 
cuitului. 

b. Să se construiască diagrama polară pentru ambele cazuri de co- 
nexiune. 

c. Să se determine unghiurile de defaza] dintre U4, U>, 1. 


Solutie : 
4. Impedanţa echivalentă a circuitului în cele două situații este: 


2 = (R, + Ra) + j (oL, + oL: + 2 oM) 


Z.. = 
—e1 I 


Peas Reale RO e io De ia AEE T 


Za, = = = 81,5 = (R; + R}? F (oL, + ol, + 20M}? 
1 

Ze = = 31,4 = VIRF R} + (oL, + ol, — 2 oM)? 
2 


81 


Rezistența echivalentă este: 


P 
R, = îi 


= 3009 


_ Fig. 1.39, a 


COS Q; = = = 0,3665; pı = 69 


1 


= 0,956; 


COS pa = = pan 


Trebuie rezolvat sistemul: 


(81,5)2 = 302 + (31,4 + 100 zL + 200 z M)? 
| (31,4)2 == 302 + (31,4 + 100 zL, — 200 z M)? 
31,4 + 100 zL, + 200 x M = 75,7 
l 31,4 + 100 zL, — 200 z M = 9,17 


Rezolvînd sistemul, se obține: 


L, = 35mH; ol, = 11 Q 


M = 53mH; oM = 16,65 Q 
Inductivitatea echivalentă este: 


A 0,188 H 
Le = Dhtlht2M=ş 
0,082 H 
b. Diagramele polare pentru cele două cazuri sint prezentate în fi- 
gura 1.39, b, c. 
c. Unghiurile de defazaj sînt: 
N Yı = arctg Su Fa 


1 


= arctg (4,8) = 78°15; 


wL, — oM 
UL, Ya = arctg ha „AO ea al 


2 


= arctg (1,382) = 54°; 


Fig. 1.39, b,c 
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yı = arctg sati ai 90 arctg (1,775) = 60%30'; 
1 
Ya = arctg Saen = arctg (— 0,282) = — 15°45' 


1 


Problema nr. 1.40. Un variometru este 
constituit din două bobine de rezistență ne- 
glijabilă și inductivități L, = 5 mH, L, = 
= 10 mH, iar valoarea maximă a inducti- 
vitătii mutuale, atunci cînd axele de sime- 
trie ale bobinelor coincid, este M = 5 mH. 

Să se determine între ce limite poate 
varia inductivitatea echivalentă a vario- 
metrului, știind că variația inductivității echivalente se obține prin roti- 
rea unei bobine în raport cu cealaltă și prin schimbarea conexiunii bobinelor 
din serie în paralel. 


Solutre : 
Inductivitatea mutuală are o variație cosinusoidală : 


M = M maz COS E 

M = M na = 5, cnd o= 0 

M = M min = — 5, cînd p=7 
Presupunînd că bobinele sînt conectate în serie: 


I. a) ọp = 0; L= L+ L, 4 2M = 5 + 10 4 2:5= 


b) ọ = T; Le = a Lat 2M = 5410725] 


Bobinele sînt conectate în paralel: 


| LL — M? 5-10 — 5? a) Le = 5mH 
II. a) ọ = 0; e = — 2 m O 
L, + La F2M 5+10F2:5 d2) L, = 1 mH 
| LL, — M? 5:10— 5 (bi) Le = 1 mH 
b) p = 7; ERT S S __ 
L +L, F2M 5+ 10725 b) L, =5mH 
Rezultă: 


L, = Laz = 25 mH, în cazurile I) a, și bə 
L, = Lmin = 1 mH, în cazurile II) az și b. 


Problema nr. 1.41. O antenă receptoare este cuplată inductiv cu un circuit 
de intrare rezonant de rezistență R = 8 Q; C = 300 pF, inductivitatea 


mutuală fiind |M | = 30 4H. 
Să se determine tensiunea U, (valoarea efectivă) din rețeaua lămpii, dacă 
curentul în antenă are valoarea efectivă I, = 0,16 uA, iar circuitul de in- 


trare este acordat la rezonanță. 
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Soluțe : 
Se scrie teorema II a lui Kirch- 
hoff în circuitul rezonant: 


RI, + jolla: +joM: Ia + 


] 
— Dare) 
TC 2? 


Rezultă: 
—joM -14 


R+ j (ot = 7] 


ZD ET 


wC 


Fig. 1.41 


Ţinînd cont de condiţia de rezonanță a circuitului, respectiv L,» = 


1 ; 
= — , se obține: 
(010 


A M 
la = — joz t 


Tensiunea care interesează este: 


<1 jo M M 
U a — IÎa—= I 
U AB u e ; CR ZA Pepi 


de valoare efectivă: 


E) art to a sei 0 0 i 010540 0249 103 
CR 300 - 10-12 .8 


Problema nr. 1.42. În apropierea circuitului oscilant 7 există circuitul în 
scurtcircuit 2. Rezistenţele bobinelor se consideră neglijabile, inductivitățile 
L, = 3mH, 1a—2 mH; M =1mHĦ, iar capacitatea  condensatoru- 
lui C = 0,1 uF. 

Să se calculeze pulsația de rezonanță &gọ a circuitului. 


Solutie: 
Aplicînd teorema II a lui Kirchhoff circuitului în scurtcircuit și circuitului 
AL,BA se obține: 


jol, +joM l, =U 


A ad dr d2 
joLl + joMI, = 0 


Rezolvînd sistemul prin substituție, 
se obţine: 
U 
Š LiL; — M? E M? — LL 
paan E 


= ja 
L; M 
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Curentul total 7 este: 


U i 1 
jota Mi N Pa 
La A 


Pentru ca I să fie în fază cu U trebuie ca I, (componenta reactivă) să fie 
zero, dar deoarece: 
t= jda KERS I, = 0, devine I = 0 sau 


1 1 
a) ae = —— ; o = —— r) 
T o z) VLC( — k) 
2 
unde 
= este coeficientul de cuplaj. 
TAr a 
Numeric : 
1 
49 = — 
ag 
LiL 
— 6,33- 104 s~? 


10-8 


0,1- 106. 3 -1073 ( — — 
l 3 + 103.2 . 103 


„_ Problema nr. 1. 43. Să se arate că două bobine cuplate mutual (fig 1.43, a) 
au o schemă echivalentă în T conform cu figura 1.43, b. 


Solutie : 
Cele două circuite sînt echivalente dacă la aceleași tensiuni 4. și 4, aplicate 


între bornele 7—7' și 2—2', curenții £, și t sînt identici. 
Pentru a verifica echivalența este suficient să arătăm că pentru cele două 


circuite se pot scrie aceleași sisteme de ecuații. 
Teorema Kirchhoff. II aplicată ochiurilor 7 și 2 din circuitul din figura 1.43, a 


conduce la ecuaţiile scrise în complex: 
(rit joLa) Li +joM In =U; 
joMI, + (ra + j oLa) Ia = U} 


L; -M 


Fig. 1.43 
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Prin adăugarea și scăderea termenului j w M LZ, la prima ecuație și a ter- 
menului j MI, la a doua ecuaţie, se obține: 


(r + jo(Li — M) Li +joM (1, +1) =U, 
j oM(L + 12) + (ra+jo(La — M)) Ia = U, 


S-au obținut astfel ecuaţiile circuitului din figura 1.43, b scrise prin apli- 
carea teoremei Kirchhoff II ochiurilor 7 și 2. 


Cele două circuite, satisfăcînd aceleași sisteme de ecuații, sînt echivalente. 


Expresiile curenților Z, și 12, deduse cu regula lui Cramer din primul sistem 
de ecuații, sînt: 


U (ra + joLa) — U, : joM 
PT +o? (M — LL) + jollr + Lar) 


U, joM — U(r, + joL,) 
Ti * Ta + Q2M — LiLo) + jolle + Lari) 
Problema nr. 1.44. Circuitele și ecuațiile corespunzătoare transformatorului 
perfect și transformatorului ideal sînt reprezentate în figurile 1.44, a și res- 
pectiv, 1. 44, b, ambele cu înfășurări perfect conductoare, jar primul ȘI cu 


coeficientul de cuplaj echiunitar. 
Să se deducă condiția în care transformatorul perfect deVine ideal. 


Soluţie : 
M 


Transformatorul perfect, avînd coeficientul de cuplaj unitar k = =], 


are raportul de transformare: 
U, _ VLLL — Lele =? 
Si Lil, — VLuLale 


Ținînd cont de proporționalitatea dintre valoarea inductanţei unei bobine 
cu pătratul numărului ei de spire, raportul de transformare se scrie: 


u, 


a 
= 
—. 
S` 
N> 
S 


C. 


U =J- ja MI 
Vo =) MI, - jcla2 
Ly la =M 2- g 


Fig. 1.44 
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Prima ecuaţie a transformatorului ideal este deci satisfăcută și de cel per- 
fect. 
Ecuațiile transformatorului dă se pot pune sub forma: 


n- pnt: 
U=- — Ui 


— La jol n jol, 


Aceste două ecuații obținute sînt identice. Într-adevăr din a doua ecuație, 
se poate deduce. prima: 


U 
= nI -+ = nI, + — 
-< a AL jol 
Pentru ca ecuațiile transformatorului perfect deduse să fie identice cu a 
doua ecuație a transformatoruliui ideal, este necesar ca inductivitățile L, 
și Le să aibă valori infinite: L, = L} = œo. 
Dacă într-un transformator, „perfect L, şi La tind deci către infinit în 
așa fel încît raportul lor să rămînă constant, atunci acesta devine ideal. 
Circuitul: echivalent al transformatorului perfect (fig. 1.44, c) este derivat 
din ultima formă a ecuațiilor sale. Verificarea se obține imediat prin apli- 
carea primei tapreme a lui Kirchhoff nodului P. 
Un transforntâtor perfect de inductanţe L, și L, este echivalent cu un trans- 
x fie 
formator ideal cu raport de transformare n =; = z2 „cu inductanța L, 
1 
în paralel cu înfășurarea primară (sau cu inductanța L, în paralel cu 
înfășurarea secundară). 


Problema nr. 1.45. Să se verifice echivalenţa circuitelor din figura 1.45, a 
și 1.45, b. Transformatorul este ideal și are raportul de transformare n. Să se 
expliciteze cazurile în care impedanța Z este pur inductivă sau pur capaci- 
tivă. 


Soluhe: ` s 
Pentru circuitul din figura 1. 45, a se pot scrie ecuațiile: 
U= nU; 


Pentru circuitul din figura 1.45, b, se scrie: 
Uz = nU, 


n? n? 
be Ure — nl, sau l = ~ni: + ZU 

Deoarece, în cele două cazuri, ecuațiile scrise sînt aceleași, circuitele sînt 
echivalente. 

Concluzia este că, o impedanţă aflată în paralel în secundarul unui trans- 
formator ideal se reflectă în primar, în paralel, divizată cu pătratul rapor- 
tului de transformare n. 

O inductanță L din secundar se reflectă în primar divizată cu n2. O capaci- 
tate C din secundar se reflectă în primar înmulțită cu n?. 

1:n 
Problema nr. 1.46. Un generator 


de tensiune sinusoidală de rezis- 
tență internă 7 = 500 Q, de- 
bitează puterea într-o sarcină 
rezistivă R = 5 Q prin interme- 
diul unui transformator ideal 
(fig. 1.46). Care trebuie să fie 
raportul de transformare pentru ca puterea în sarcină să fie maximă? 
Solufie : 

Puterea în sarcină este maximă atunci cînd rezistența echivalentă față 
de bornele 7—7' ale porțiunii de circuit din dreapta bornelor este egală cu 
rezistenţa internă a generatorului (teorema transferului maxim de putere). 

Deoarece rezistența R din secundar se reflectă în primar ca R/n?, pentru 
transfer maxim de putere este necesar ca: 


Fig. 1.46 


+) 


4 2 
n” 
de unde: |2 | 500 — 10 
r 


În cazul realizării transferului maxim de putere se mai spune că există 
adaptare între generator și sarcină. Problema are utilitate practică în adap- 
tarea “unui difuzor (sarcina R) la un amplificator audio de putere (generatorul 
de tensiune sinusoidală de rezistență internă 7). 


y 


1.5. CIRCUITE ELECTRICE SIMPLE ÎN REGIM 
PERMANENT SINUSOIDAL 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 1.47. Un circuit format din patru receptoare conectate în serie 
cu impedanțele: y 
Z =2+j5; Za =(—1+j4 
Z, =6—j3; Za = (—4—)2) 
are tensiunea aplicată la borne de valoare efectivă U = 100 V. 


88 


Să se calculeze: 


a. Curentul care străbate cir- 
„cuitul și tensiunea la bornele fie- 
cărui receptor, folosind metoda 
reprezentării în complex simpli- 
ficat. 


b. Aceleași receptoare fiind co- 
nectate în paralel, să se calculeze 
curentul total și curentul-în fie- 
care receptor. | 


Răspuns : 
Pi =] j 16 = 20 e- j 53°7t:180° . 


Valorile instantanee ale tensi- 
unii și curentului sînt: 


u = \2 * 100 sin cf 
E i = 2 -20 sin (af — 53° x : 180°) 
{Valorile instantanee ale tensiunilor la bornele fiecărui receptor sînt : 
t = V2: - 107,5 sin (ot + 15° z :180°) 
Ug = V2 - 134 sin (ot — 79%40' x : 180°) 
ug = V2 - 82,6 sin (ot + 51° 7 : 180°) 
u, = 289,6 sin (of + 153°30' : 180°) 
Curenții prin fiecare admitânţă sînt: 
lU Y; E 18,567 168 120 = 695 —] 17,2 
zi] Ia = U Y, = 14,93 ei2630m:180 — 13 4 + j 6,68 


i Is = U Ya = 24,2 e— î104* m18 — — 5,86 — j 23,5 
2: L, = UY, = 22,3 e1530 m80 —20 + j 9,95 
o I = UY = — 5,51 — j 24,07 = 24,7 e- i103°r:180° 
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Problema nr. 1.48. Impedanța complexă a unui circuit este: 


Z = (ati?) 


tensiunea aplicată circuitului avînd valoarea efectivă U = 100 V. 


Fig. 1.48 


a. Să se stabilească schema echivalentă a circuitului pentru frecvența 
f= 100 Hz. 

b. Să se calculeze curentul care străbate circuitul și să se stabilească ce 
impedanță Z, ar trebui să aibă un receptor conectat în serie în circuitul dat 
pentru ca curentul să fie în fază cu tensiunea. 

Răspuns : 
a. R = Re {Z} = 0,8 Q 
X = Jm ÍZ} =1,4Q 
= Ž = 2,23mH 


E 
13 


= 31 — j 53,6 = 62e 
i = 62 VZ sin (200 zt— =) 


Zi = Rı—j1,4, 
unde R, este o rezistență oarecare. 


Problema nr. 1.49. Într-un circuit format prin conectarea în serie a două 
bobine identice și a unui condensator au fost măsurate cu ajutorul unui amper- 
metru, voltmetru și wattmetru: 


I=8 A; Us HoV P=530W. 


I R L R Í e Să se calculeze în complex im- 
oA ANH pedanța uneia din bobine, impe- 
danța condensatorului și puterea 

y aparentă complexă, conside- 


rînd reactanța capacitivă egală 
cu reactanța inductivă a unei 
Fig. 1.49 bobine. 


90 


Răspuns : 
Z, = 4,125 +j 1 
1 
le T ju 
S = 880 ei53%n:180€ 


Problema nr. 1.50. Trei re- 
ceptoare conectate în paralel 
(fig. 1.50, a) se caracterizează 


prin: 
Gi =015; (= 025; 


Ga =0,lS 
D= 0,29) D= 0 LS 
B = —0,2 S Fig. 1.50, a 


Tensiunea aplicată circuitului are valoarea efectivă U = 100 V. 
Să se calculeze: curenții Z}, L>, I}, L; 

impedanța echivalentă Z,(R,, Xe); 

admitanța echivalentă Y,(G,, Ba); 

factorul de putere al circuitului; 

bilanțul puterilor. 


Să se construiască diagrama polară a curenților și a tensiunilor. 


Răspuns : 
Considerînd tensiunea U drept origine de fază, rezultă: 


Li > 024 uns 101.20 

la 22,4 - e— Í 26*30'n:180 — 20 — j 10 
I, = 22,4- e~ j 63°30z:180° 2 10 + j 20 

Curentul total este: 3 

I = 40 — j 10 = 41,2 e- i 14°7:180° 
Admitanţa echivalentă este: 
Y, = 0,4 — 70,1 = 0,412 e7 i 14°7:180 — 
=6,—jB, 


Impedanța echivalentă a circuitului 
este: 


caii ei 14° n:180* — 


1 
Z = = 
Ye 0,412 


= 2,43 el 14' m18% — 2,36 + ] 0,59 Fig. 1.50, b 
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Bilanţul puterilor : 
S = U-I’ = 4 120 ei! 7180 — 4 000 + j 1000= P+jQ 
P = G,U? == 4 000 W 
Q = B,- U? = 1 000 VAR 


Factorul de putere al circuitului este: 


k 


p = cos p = 2 = = = 0,97, 


Problema nr. 1.51. Factorul de putere al unui receptor compus dintr-un 
rezistor și un condensator în serie este cos p = 0,85. 
Care va fi factorul de putere la conectarea acelorași elemente în porai 


IG 
Ic 

D 
ca 


Fig. 1.51 


Răspuns : 
cos ọ' = 0,53 


Problema nr. 1.52. O instalație de curent alternativ funcționează la ten 
siunea U SS Eli A cu un factor de putere cos e = 0,65, avînd o putere 


y3 


activă P = 750 kW. 

Să se calculeze capacitatea condensatoru- 
lui C (la frecvența f= 50 Hz) necesar a fi 
conectat în paralel cu instalația pentru a îm- 
bunătăți factorul de putere la cos ọ = 0,9. 


Răspuns: 
Fig. 1.52 
C = 122,8 uF 
Problema nr. 1.53. Se dă circuitul din figura 1.53, a, în care se cunosc: 
R; = 80; R:=3Q0; X= =6Q0; Az=4Q; U =200 V. 
Să se calculeze curenții Z Ia» de 1, impedanța echivalentă a SSI Data, Za 


factorul de putere cos ọ și să se efectueze bilarful puterilor. 
Să se rezolve problema analitic și grafic. 


Răspuns: 
Alegînd tensiunea U drept origine de Ba 


U = U ei? = 200 e}? 
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a za 2 2 N 
ie Fig. 1.53 

> 3 

= 4 


Rezultă: s aN 

> L, = 20 ei?™ mis = 16 + j 12 
I, = 40 e -i53 m1830 — 24 — j 32 

Curentul total este: : 

I = 14 + Ia = 44,8e — j 26%30'7€:1800 


Impedanța echivalentă a circuitului este: 


Z, =Ē = 448 enwn —4+j2 = R, + jX, 


COS 9 = = 0,895 


Puterea aparentă absorbită pe la borne este: 
S&U = 8 000 + j 4000 = P + jQ 


Puterile consumate în elementele circuitului sînt: 
P = R I}; + RI = 8 000 W 
D Q = XE = XD = 4 000 VAR 
Din diagrama construită (fig. 1. 53, b) rezultă de asemenea: 
I=4, 48 e — j 26°30°m:180° 


Probleiăa, nr. 1.54. D coiden saca și o bobină sînt conectate conform 
schemei: w figura Î.54, a. Parametrii circuitului sînt: 


AL 3591 10? H; KeA; Ci = 145 uF; C= 133 uF. 
Tangiistelăi ehunen de pierdèri în condensator sînt: 


tg 5, = 2,27 + 1072; tg 8 = 6-107? 
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Tensiunea aplicată circuitului are va- 
loarea efectivă: 


U = 110V; f= 50 Hz. 


Să se calculeze curenţii I, 1,, 1, puteri- 
le active P, 'și P, consumate în rezisten- 
tele condensatoarelor și puterea activă P 
consumată în întreg circuitul. 


Să se construiască diagrama polară. 


Fig. 1.54 Răspuns : 


Alegînd U origine de fază, rezultă: 
d > 4,8915 50 mio 2,58 4] 4,1 
LSAS =, 1261090 imite 
I, = 1, — I = — 2,12 + 0,83 = 2,28 ej 158*40'7:180% 
Puterea totală absorbită de circuit este: 
P = Ul, cos ọ = 282 W, 


iar, 
P, = 11,62 W 
P,, = 1,15:W 
Pa = 261 W 


Problema nr. 1.55. Două generatoare care funcționează în paralel alimen- 
tează un receptor de parametri: Ry = 3 Q; X, = 4 Q (fig. 1.55, a). 
Valorile efective ale curenților sînt: Z} = 60 A; I, = 50 A; I= 100 A. 
Curentul I, este defazat în urmă față de Io. 
Rezistența și reactanța interioară ale generatoarelor sînt în mod corespun- 
zător egale cu: 
RenaS Lo 


E e S. 


Să se determine tensiunile electro- 
motoare U,„ şi U. ale generatoarelor, 
defazajul © dintre ele, randamentul 
fiecărui generator jı Și m și al întregii 
instalații. 


Răspuns : 


Alegînd curentul J} ca origine de 
fază, rezultă din diagrama polară 
(fig 1.55, b): 


Ua =U, +U, => 491 + j376 = 


Fig. 155,a — 618 ej 3730 n:180° — Ọ eif: 
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Fig. 1.55, b 


Un = U, + Uag = 540 + j 282,37:180 — 608 €i29'30 180” = U, eih 
0 = Bi — Ba = 10° 


=u Rol = 0,83 
P EI, COS B, + Eale cos Ba 
ga o a 0,48 
EI, cos f, 
E ela COR Bu ala 63 
EI, cos fa 


Problema nr. 1.56. Receptorul din figura 1.56 este caracterizat prin urmă- 
torii parametri: 


U = 100 V; R, = 50 Q; R, = 25 Q; X, = — 25 Q; X; = 10 Q; 
Ry = 2,59; X, = —59; R= 19; AX aM amr OO Aan. 
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Să se calculeze curenţii în toate 
laturile circuitului și să se efectueze 
bilanțul puterilor. 


Răspuns : 
| 1 = (3+j) = V10 e j 18°30°7s:180° 
7 e 4 € I, = 1,415 e7 1810180 — 1,4 — j 0,2 
Fig. 1.56 I, — 2 ẹj36°50' m:180 — 1 6 ea j 1,2 


IL = V10 e e —171%30' m:180%— 4 — j3 
I, = 4,49 ei 2630 x180 — 2 4 i4 
I; = 5 eiT w180 = — 34+ j4 


l =5 


Bilanţul puterilor : 
S= U I* = 100 (3 — j) = 300 — j 100 = P + jQ 

Problema nr. 1.57. Două bobine de rezistență neglijabilă, avînd inductivi- 
tățile L, = 0,2 H, L, = 0,5 H, M = 0,1 H, sînt conectate în paralel, tensiunea 
aplicată la borne avînd valoarea efectivă U = 220 V; f = 50 Hz. 

a. Să se calculeze inductivitatea echivalentă L, a circuitului, în cazurile cînd 
înfășurările bobinelor sînt în același sens și în sens contrar. 

b. Să se calculeze curenții I, I}, I, pentru primul caz. 

c. Să se efectueze bilanțul puterilor. 


Răspuns : 
a) L,= Lila —M? _ 02-0,5—0,1? _(0 18H 
° L, + La F2M  0,2+0,5 F20, 0,1 H 


Observații: Deoarece M < VLL din relația de mai sus 
rezultă că inductivitatea echivalentă L, este în ambele cazuri 
pozitivă, altfel circuitul s-ar putea comporta ca un condensator. 


Fig. 1.57 
U U i U i 
b) L= = = — j 3,9; L = = — j 3,14; I, =- = — j 0,777 
Ze i Ze Ze 


Se verifică relația: I = 1, + Je 
c) Bilanţul puterilor: 


S = U I° =220eî0-39e!'7— 857e 


1.6. PUNTI DE CURENT ALTERNATIV 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 1.58. O punte electrică de măsură: de curent alternativ 
(fig. 1.58) are schema unui patrulater complet la care, în una din diagonale se 
găseşte un instrument electric de măsură pentru observarea echilibrului, 
iar în cealaltă o sursă de tensiune sinusoidală. Va- 
lorile impedanţelor punţii sînt cunoscute. 

Puntea este echilibrată atunci cînd curentul sau 
tensiunea în diagonala cd de măsură este zero. Se 
cer relaţiile de echilibrare ale punţii. 


Solutie : 

La echilibru, curentul prin diagonala de măsură 
fiind zero, braţele ac şi cb, ad și db vor fi parcurse 
de aceiași curenți; fie ei notați cu Z; și respectiv I}. 

Prin aplicarea teoremei Kirchhoff II celor două 
ochiuri, cu sensul pozitiv de parcurgere precizat în 
figura 1.58, se scrie: 


pla — Zale = 0 
Zola uk sI, = 0 


După eliminarea curenților Z, și Z, se obține condiția de echilibru: 


Fig. 1.58 


Z Z 
P LR Z =n A 7 
7. 57. sau ZpŹs = LQER 
Za fs 


Înlocuind impedanţele brațelor prin rezistenţele și reactanțele respective, 
se obține: 


(Rp + j Xp) (Rs + j Xs) = (Roti Xeo) (Rr + j Xa) 
După separarea părților reale și imaginare se obțin două relații de echilibrare 
si anume: 
RpRs — XpXs = RohRa — XoXpr 
RpXs + XpRs = Ror + XoRpr 


Prin exprimarea impedanțelor brațelor prin modul și argument se poate 
scrie: 


Zp'ei?p * Zg ei? S = Zo eie + Zp efen, 
din care se deduc alte relații de echilibru echivalente cu cele 4 precedente: 
Zpls = Zola 
Pe t Ps = Po T Pr 
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Pentru orice punte de curent alternativ echilibrarea se face prin îndeplinirea 
simultană a celor două relaţii de echilibrare, ceea ce corespunde cazului real 
al necesităţii a două reglaje. Determinarea, relațiilor de echilibru pentru punți 
cu valori concrete de impedanţe se obține prin explicitarea uneia din cele trei 
forme deduse în această problemă sau prin utilizarea diagramei de fazori, 
așa, cum se va proceda în problemele care urmează. 


Problema nr. 1.59. O punte electrică are două brațe constituite numai din 
rezistoare ideale. Să se arate că echilibrarea punţii este posibilă în următoa- 
rele situații: 

a. Dacă cele două brațe sînt adiacente (fig. 1.59, a), celelalte două brațe 
trebuie să fie constituite din elemente reactive de aceeași natură; 

b. Dacă cele două braţe sînt opozite (fig. 1.59, b), celelalte două braţe tre- 
buie să fie constituite din elemente reactive de natură diferită. 


Solutie : 

a. Înlocuind Xp = Xe = 0 în 
relațiile de echilibru din pro- 
blema precedentă, se obține: 

RpRs = RoRa 


Rpăs = Roăa 


Pentru îndeplimirea celei de a 
doua relaţii, trebuie ca reactan- 
tele Xs și Xp să fie de aceeași 
natură, fie inductive, și atunci 
RpLs = Rola, fie capacitive, și 
atunci RpCr = RqCs- 

La aceeași concluzie se ajunge și prin utilizarea relaţiilor de echilibru referi- 
toare la modulele impedanțelor și la defazaje: 


Rp VR} + X} = RVR} + X} 


Ye 


X X 
arctg P = arctg T 
Pentru ca cele două argumente să fie egale, ele trebuie să fie cuprinse fie 
între O și + = (reactanţe inductive), fie între 0 și — - (reactanțe capacitive) 
și să satisfacă relația Rpăs = Rgăa. 
b. În același mod se scrie: 
RpRs = RohRa — XgĂR 
RoRa = — XgăĂR 
sau | 
RpRs =Y Rọ + X - JR + Xè 
XR 


X 
arctg = = — arctg 
Ro Ra 
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Pentru echilibrare, reactanțele Xx și Xo trebuie să aibă naturi diferite, 


: ; ; R 
de exemplu Xp = oLa Și Xo = ——- şi atunci oRgLa = —= sau X} = 
w Cgo wCg 
; —1 . R 
= olg și Xg = — și atunci —® = wRgLo 
WCR CRO 


Problema nr. 1.60. Puntea de rezonanță (fig. 1.60, a) și varianta ei, puntea 
Pirani (fig. 1.60, b) sînt destinate măsurării de inductivități proprii prin com- 


Fig. 1.60 


parare cu o capacitate etalon. Se cer relaţiile de calcul pentru parametrii 
Ry Și Ly ai bobinei cu date necunoscute. 


Solutie : 
Puntea de rezonanţă este la echilibru cînd: 


f . 1 
(Re + iale -jZ Rs = RoRa, 


de unde: 


Ro R A 1 
Ra = și Le = 
Rs wC 


Puntea Pirani este la echilibru atunci cînd: 


A Rs Ne , 
(Rz + JoLa) Rs a TIR, = Ro Ra 


de unde: 
Ry == Pelna Rp TRT CRS 
Rs 1 + (oC Rp}? 1 + (oC Rp} 

Pentru cele două punți îndeplinirea celor două relații se realizează indepen- 
dent una de cealaltă prin varierea capacității condensatorului C și a uneia 
din rezistențe. Deoarece relațiile de echilibrare depind de frecvența sursei 
de alimentare, aceasta trebuie să fie pur sinusoidală, iar instrumentul de măsură 
un galvanometru de vibrații, de exemplu, acordat la rezonanță pe frecvența 
tensiunii. Puntea Pirani măsoară mai precis, deoarece elimină influența rezis- 
tenței de scăpări a condensatorului. 


99 


Problema nr. 1.61. Să se determine relaţiile de echilibrare ale punţii Maxwell 
pentru măsurarea de inductivități proprii prin comparare cu o inductivitate 
proprie cunoscută (fig. 1.61, a) pentru cele două posibilități de conectare ale 


Fig. 1.61 


rezistenţei 7. Să se indice posibilitățile de reglaj pentru obținerea echilibrului. 


Soluție : 


Relaţiile de echilibrare, în ipoteza conectării rezistenţei 7 în serie cu bobina 
etalon de inductivitate L, se deduc prin utilizarea, de exemplu, a relațiilor 
din problema nr. 1.60: 


(Ra + JoLy) Rs = Regel + Ra + joLa) 


de unde, 
Ro 
Ra = — (r + Ra) 
Rs 
La za e La 
s 
sau 
Rx Lx Ro 


r+ RR Lr Rg 


Pentru determinarea relațiilor de echilibrare din diagrama de fazori se 
observă că: 


și deci: 
Ryl, _ _Lxli — Rel 
(RR + 7) Ie Lis Ral, 


Un calcul analog făcut în ipoteza conectării rezistenței 7 în serie cu induc- 
tanța necunoscută Ly, Ry duce la relaţiile: 


ED o a 
RR Lr Rs 
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Echilibrarea punţii se face independent în curent continuu și în curent 
alternativ, dacă Rp și Rọ sînt rezistenţe fixe, iar 7 și La au valori reglabile. 
Dacă inductanța Lp nu este reglabilă, echilibrarea se face neindependent prin 
reglarea simultană a lui r ṣi Rọ- 

Rezistenţa r se conectează în serie cu inductanța etalon atunci cînd factorul 


de calitate | Lp 


F Jeste mai mare decît cel al inductanței necunoscute. 
R 


Problema nr. 1.62. Să se determine relațiile de echilibrare ale punţii Ander- 
son pentru măsurarea de inductivități proprii prin comparare cu o capacitate 
cunoscută (fig. 1.62, a). Ce devin relaţiile de echilibrare dacă se ia Rp = Rọ? 
Cum se determină elementele necunoscute Ry, Ly, dacă în serie cu bobina 
necunoscută se introduce o rezistență Rs? 


Soluţie : 
Se transfigurează triunghiul impedanțelor 7, -> , Rp (fig. 1.62, a) în steaua 
jo 
de impedantțe Z,, Zə, Za (fig. 1.62, b), conform relațiilor: 


__ RpljoC i rRp rloC 


AN c Dea AS 
Erde Raet iae = 


PFa Uee r + Rp + 1/joC 
Pentru noua punte (fig. 1.62, b) relațiile de echilibru se deduc din: 
Za (Rg + joLa) = (Re + Z2) Rr 
care, după înlocuire, devin: 
Ry bjola à (2 $ „| —JeCrRe 
RR Z 2 


__ Ro +joC(rRp + rRo + Rp Ro) 
Rp 


ED Ro + joC(r + Rp) Ro __ 
Rp Rp 


sau 


R, = Rage și Ly = CRa| Re Să (1 SE a 


Q 


Fig. 1.62 
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Dacă se ia Rọ = Rp, relațiile de echilibrare sînt: 
Ra = Ra Și Lg = CRa(Q2r + Rp) 


Echilibrarea punţii se realizează independent prin reglarea lui R, și 7. 
Atunci cînd se înseriază cu bobina necunoscută o rezistență Rs, relațiile 
de echilibrare pentru Rọ = Rp sînt: 


Ra = Ra — R; şi Ly = CRa(2r + Re) 


Dacă Ry și 7 sînt reglabile, aceste relații sînt îndeplinite independent în 
curent continuu (prima relaţie) și în curent alternativ (a doua relație), Rs pu- 
tînd fi etalonat pentru rezistențe și 7 pentru inductanțe. Evident, puntea se va 
putea echilibra numai dacă Ry < Ra și Lg> CRaRp. În această ultimă 
formă puntea Anderson este des utilizată pentru măsurări de inductivități 
proprii. 


Problema nr. 1.63. Cu puntea Campbell (fig. 1.63, a) sau cu puntea Heaviside- 
Campbell (fig. 1.63, b) inductivităţile proprii se măsoară prin comparare cu o 
inductivitate mutuală cunoscută. Echilibrarea punților se realizează odată 
pentru întreruptorul k închis și a doua oară pentru k deschis. Să se deducă 
relațiile de calcul ale parametrilor Ry, Ly ai bobinei necunoscute. 


Solutie : 
Dacă puntea Campbell este în echilibru, atunci teorema Kirchhoff II 
aplicată ochiurilor cu sens pozitiv de parcurgere specificat în figura 1.63, 4 


conduce la relațiile: 
— pentru k închis: 


(Rep + j oLp) Li + j oMo(da + 12) — Rel: = 0 
Rol — Rsl = 0 


— pentru Å deschis: 
(Rp + Rg + jo(Le + La))La + joMi(La + 12) — Ramla = 0 
Rol: — Rsla = 0 


Ordoniînd după Z, și 12, trecînd termenii ce au comun pe Z; în partea dreaptă 
și împărțind cele două relaţii una prin alta, separat pentru fiecare poziție 
a lui k, se obține în final: 

— pentru $ închis: 


Rp + jo(Lp + Mo) _ Rro — joM, 
Rg Rs 
RoR R 
Rs Rs 
— pentru $ deschis: 


Rp + Rx + jo(Lp+ Ly + Mı) _ Rr —joM, 
Rọ Rs 


Rp + Ra= ES; Letla= (+ MU, 


s. Rs 
Prin scădere se obțin relațiile: 


R 
Ra g F (Rm a Rao) 
S 


La = |! + 24 — Mo) 


Dacă se alege Re = Rs, relațiile se simplifică și capătă forma: 
Ra = Rai — Rao ŞI La = 2(Mo— M,) 


Pentru puntea Heaviside-Campbell, în care s-a înseriat în plus în brațul 22 
o bobină identică cu cea a variometrului din brațul ac, calculul se conduce 


în mod analog: 
— pentru $ închis, aplicînd teorema Kirchhoff II: 


(Ratioa toM + 1) — Rol — (Re + jol) D= 0 
Roli — Rol = 0 
— relaţiile de echilibrare sînt: 
Rp + jo(Lp + Mo) _ Rro t Re + jo(Le — Mo) 


Ro Rs 


R R R 
Rp = pe (Ra + Rp); Lp = Sep — M|! + 32] 


s 
— pentru k deschis, aplicînd teorema lui Kirchhoff II: 
(Re + Rz +joLp +joLz) Li +joM (+ 12) — Ral: — 
— (Re +j oLp) L= 0 
Roli — RSI! =0 
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— relaţiile de echilibrare sînt: 


Rp + Rg +jo(Lp+ La — M.) => Rr: + Rp+]Jo(Lp — M 
RQ Rs 
R R R 
Rp = Ra =- (Rm + Rp); Lp +Lr= Le M, (1 +22) 
Rs Rs Rs 


După scădere, în ipoteza Rọ = Rs, relațiile de calcul sînt: 
Rx = Rm — Rao; La =2(M,— M) 


Inductivitățile proprii se măsoară prin reglarea inductivității mutuale M 
cunoscute şi a rezistenței etalon Rp. Prezența unei inductivități și în brațul a4 
face ca puntea Heaviside-Campbell să aibă sensibilitate bună în măsurarea 
de inductivități mici, pentru care este destinată. 


Problema nr. 1.64. Să se determine relațiile de echilibrare ale punţii Sauty 
pentru măsurarea capacității prin comparare cu o capacitate etalon (fig. 1.64, a) 
șia variantelor sale (fig. 1.64, b și c) utilizate cînd rezistențele de pierderi 
ale condensatoarelor sînt diferite. 


Soluţie : 
Puntea din figura 1.64, a este la echilibru dacă: 
1 Poa Ta 1 
j oC, j Ca 

de unde: 

R 

C, = C, =| 

1 2 Ro 


Puntea din figura 1.64, b este la echilibru pentru: 
1 


(n+ R+ 0] Es = Re (2 + Rr + = 


jo Ca 


1 


C 


de unde: 


Ci _ Rs _ RRtT: 


Ca Rg Rp -+ Ti 
Puntea din figura 1.64, c este la echilibru pentru: 
1 E 1 1 1 , 1 
—+— +joC Ea OOE A oC) A 
5 Rp J 3 Rs Tao RR ; Ro 


de unde: 


ase (1 +1) (H4) 
Cz Rg Rp Tu RR Taz 
Rezistenţele de pierderi ale condensatoarelor sînt notate cu 7 mic, și cele două 


variante de punți corespund reprezentării lor ca rezistențe serie și paralel. 
La echilibru se poate măsura direct tangenta unghiului de pierderi și anume: 


a) tg ò = tg da = Cr, — Cara = wC e Yı — 7a) == 
Q 


= acul e | se (72 + Ra) — Re] = rai = 004 Ra a) 
Q 


1 1 


WCT] (0 CaTao 


b) tg 3, — tg 5, = 


Echilibrarea se face prin reglarea simultană a rezistențelor etalon Rp și Rş- 
Pentru condensatoare cu pierderi identice sau asemănătoare este suficient doar 
reglajul lui Rs. Echilibrul este independent de frecvență, dar este influen- 
ţabil de inductanțele rezistențelor Ro și Rs. 


Problema nr. 1.65. Să se determine relațiile de echilibrare ale punţii Wien 
pentru măsurări de capacități prin compararea cu o capacitate etalon cunoscută. 


Solutie : 
La echilibru: 


1 
— +joCz 
x 
sau 
R C 1 
Rs Er + j [oCaRa — 
Ro Ry C CRx 
de unde: 
Ro Rx C?’ FR O aCRx 


Sistemul de ecuaţii obținut se rezolvă, de pildă, prin eliminarea lui Rx: 


E 2 dpi Caz Că 2C2R2 
ne = RpaiCC, -HTE = E (1 ++ aiCRi) 
C 


C TEOS 
r 1 + a2C2R2 


1 O Ro 1+%CRR 
W2CCzRR Rs WC? RR 


> AA 


Relațiile de echilibrare și evident cele de calcul depind de frecvența ten- 
siunii de alimentare, care va trebui menținută pur sinusoidală. Pentru echili- 
brare se reglează de obicei cele trei rezistențe etalon Rọ, Ra Și Rs. 


1.7. METODE PENTRU REZOLVAREA CIRCUITELOR 
ȘI REȚELELOR DE CURENT ALTERNATIV 


PROBLEME REZOLVATE 


£ Problema nr. 1.66. Se consideră rețeaua din figura 1.66, a alimentată de 
două generatoare identice, avind tensiunea electromotoare armonică a cărei 
reprezentare în complex simplificat este U, și impedanța interioară nulă. 

Cunoscând rezistenţa R, inductivitatea L, capacitatea C și pulsația w a 


ea ne Dale ie ul 
tensiunilor electromotoare și știind că aceste mărimi satisfac condiția TIE WL 
Q) 


se cere să se calculeze curenții în laturile reţelei. 


Soluție : 

Se rezolvă reţeaua aplicînd cele două teoreme ale lui Kirchhoff, privind 
funcționarea reţelelor electrice în regim permanent. Pentru aceasta se adoptă 
pentru curenţi sensuri arbitrare, ca în figura 1.66, a. 
| = 5: n=3; deci prima teoremă se aplică de n — 1 = 2 ori, iar a doua 
teoremă se aplică de o =l — n+ 1=3 ori. 


Î, A R l Í; Ecuațiile sînt: 


1 
1, U 
U, =]JoLI 
0 = RI, + Ia — j oLIa 


Fig. 1.66, a 0 = 15 — IL — 13 
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Ținînd seamă de condiția din enunț: œL = =, rezultă : 
PR 


Is =ieCU, = In =j——U, 


Fig. 1.66, b 
1 
I, = — = 
53 j aÈ e 2.5 
La = 


Este evident faptul că reţeaua funcționează ca și cînd latura cu rezistența R 
ar fi întreruptă sau scurtcircuitată, după una din cele două scheme din 
figura 1.66, b. 

Din punctul de vedere al celor două receptoare, rețeaua funcționează ca și 
cînd acestea ar fi alimentate în paralel de un singur generator, avînd tensiunea 
electromotoare, care debitează însă în regim permanent un curent nul. 

Condensatorul și bobina, schimbă mereu între ele energia lor, deoarece la un 
moment dat valorile instantanee ale curenților 7, și a sint egale și de semn con- 
trar, iar tensiunea la bornele condensatorului și bobinei este aceeași, astfel 
încît puterea instantanee absorbită de condensator pe la bornele sale este: 


Pe = U’ e, 
iar puterea instantanee absorbită de bobină pe la bornele sale este: 
Po = U h= o h 


A Problema nr. 1.67. O punte de curent alternativ care are ca în figura 1.67 
impedanțe egale în cîte două din brațele sale, este legată în serie cu o impe- 
danță Z și alimentată sub o tensiune la borne armonică, de pulsație dată. 


Impedanța Z, și rezistența R, fiind cunoscute, se cere rezistența R din 
diagonala interioară a punţii, pentru care curenții din brațele punţii care au 
impedanța Z, să fie defazați cu un sfert de perioadă față de tensiunea la bor- 
nele de alimentare ale punţii. 


Soluție : 
Fie impedanţele: 


Z= R +jxX, 
Z=r+jX 
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Curenţii din laturile punţii avînd sensurile C 
din figura 1.67, rezultă din aplicarea primei 
teoreme a lui Kirchhoff nodurilor A și B: 


I=l +h 
I=l,+1; 
Deci: 
lL+tlLs=l th 


Aplicînd teorema II a lui Kirchhoff 
ochiurilor ACDA şi BCDB rezultă: 


Zila + Ri; — RI = 0 


Zii T RI; — Rl = 0 
Rezultă: 


l; = Îi Și L, == e, 


relații care erau de la început evidente, din cauza simetriei montajului. Deci 
necunoscutele s-au redus la patru: 7,, ə, I, L din care interesează numai 
expresia lui Z.. 

Aplicînd teoremele lui Kirchhoff ochiurilor ACDBA și ADCBA și nodurilor 
C și A, rezultă: 
U = 22l, + Ri Is + ZI 
U= 2halp + Z:1 — Ri 13 

0 = La == bai dy 
0 = Í, T I, =d 
Rezolvînd sistemul se obține: 
U 
Hi (R+ Z)(R +Z) 
R+ R 
1, este defazat cu 5 față de U în cazul în care relația de mai sus se poate 


pune sub forma: 
U 
jX 
în care X este un număr real pozitiv sau negativ, după cum Z} este defazat 
în urma sau înaintea lui U. | 

Rezultă că numitorul expresiei de mai sus nu trebuie să aibă parte reală, 
adică: 


il DIR 


i 


(R+ Z)(R + Z) 
RL AZ A Sic (FR AAA cb 18 Mo /0N je 
[Z+ 2 + e | 0 


Tinînd seama de expresiile lui Z și Z,, condiția devine: 


RR, + Rr + RR, + Rr — X,X 
r+ R+ 2 142 1 1 — 
R +R 


O 
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Rezistența R din diagonala interioară a punţii rezultă: 
Ri + Rotor 


R = 


Problema nr. 1.68. Să se calculeze valorile instantanee ale curenților în 
laturile circuitului din figura 1.68, alimentat sub o tensiune la borne alter- 
nativă sinusoidală de pulsație œ și valoare efectivă U. 

Se dau: U = 200 V; J=30 Hz; R,= 20; R = 409; 


4 50 
|E e pe NE, = 
100 ze 2r 


Să se efectueze bilanțul puterilor. 


Soluha I: 
Problema se poate rezolva aplicînd cele două teoreme ale lui Kirchhoff 
pentru rețelele de curent alternativ (în complex simplificat) : 


1 = Ia + lo + 3 


U= Ape da 
U == Rl + jola 
1 
UE o 


I, = = = 100 
1 
U = T 
— = s 2e-i— = 25 — 125 
= R, + jol, | 7 ) 
I, =-= = jUoC = j 0,5 = 0,5 e 
joc 


„= 125 — j 24,5 = 127,3 e—i!! =:180° (fig. 1.68, b) 


Valorile instantanee sînt: 


u = V2 . 200 sin ct 
i = 2.1273 sin (ot — 11° m: 180%) 
i, = 2 - 100 sin œt 


i, = Vă. 25. VZ - sin (or — 2) 


i = VZ. 0,5 sin (e dle =) 


Curentul total este defazat în urma tensiunii, așa încît impedanța echi- 
valentă între bornele A și B are un caracter inductiv. 


Soluția a II-a 


Curentul Z se mai poate calcula aplicînd teorema conse: vării puterilor 
(egalînd suma puterilor active absorbite de cele trei ramuri în paralel cu 
puterea activă absorbită de circuit pe la bornele A și B exprimate în funcție 
de tensiune și curent și la fel pentru puterea reactivă): 


P=RE=; 2, =0 
R, 
=s 2— U’ 
Pac ka = Ry EET Da ea 0 aaa 
1 1 
= — Ip — > Uzeo2C2 
P; = 0 i wG WoC äi 
P = PL Pa P Ulcosg ! Q = Qi + Q +Q; = Ulsin q 
Simplificînd cu U rezultă: c 
1 R 
I SpA EE ERE. NI 
cos ọ = U | a + m a) 
I sin ọ = Ua a ) 
RI + aL? 
Ridicînd la pătrat și adunînd se obţine: 
De + 
I=U|/_ R, j | olL j 
R mpo) T(R} o oe 
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sau înlocuind numeric: 


4 %2 4 2 
— == — m | -4 ean 
rr Ho zl adi 


pa DD Ea i ua 
R? + w&l? ong’ 
EE ; p = 11°05 
8 T R, d ? 
Rı RÌ + oL? 
= |2 - 127,4 sin (ot — 11905 z:180°) 


Ceilalți curenți se pot afla pe aceeași cale sau aplicînd regula divizorului de 
curent. 


Bilantul puterilor : 


S = U. I* = 200 ei0. 127,3 eb1°=:18°— 25 000 + j 4 900 
P = RE + RI = 2-1002 + 4 (z) =25 000 W 


1 50 }2 
= LB — —. B = 4 |—]| —25. 1074(0,5)2 = 4 900 
Q = oli o 2) (0,5) 4 var 


x Problema nr. 1.69. Circuitul din figura 1,69, a alimentat de două generatoare 
de curent alternativ, fără rezistență interioară și avind tensiunile electro- 
motoare: 


Uşi = 60 sin [e -+ Ai lea = 35 V2. cos at 


are următorii parametri: R, = 20 Q; R: =2,5 Q9; R=5Q 


4 
L=- C E 
107 5r 


1. Să se calculeze valorile instantanee ale curenților ts, 1;, 1, folosind urmă- 
toarele metode: 


a) metoda teoremelor lui Kirchhoff sub formă directă și matricială ; 

b) metoda curenților ciclici sub formă directă și matricială; 

c) metoda tensiunilor la noduri sub formă directă și matricială. 

2. Să -> verifice intensitatea Ia curentului din latura A B folosind teorema 
lui Thévenin. 


3. Să se efectueze bilanțul puterilor. 
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Solutie : 
1. Reprezentările în complex simplificat 
ale tensiunilor sînt: 
60 jZ 
Uau ii cit 4 = 30 + ]30 


Up = 35e 2 = j35 


l = 3;n = 2; deci prima teoremă a lui 
Kirchhoif se aplică de n — | — | ori, iar 
Fig. 1.69, a a doua teoremă de 0O=| —n-Ṣ4-1= 
= 2 orl. 
a. Pentru sensurile adoptate în figura 1.69, a a curenților din laturi, ecua- 
țiile rezultînd din aplicarea teoremelor lui Kirchhoff nodului A și ochiurilor 
AU, B şi AU, B sînt: 


z 
2 


Î = Ia + da 
RI + (R+ joL) 1 = Uau 
(R: T s) I + (R +joL) I= Ua 
j&t 
Înlocuind, se obține numeric: 


1 =241 +j) =2Z 1 


Forma matricială a teoremelor lui Kirchhoff: 
I. [NF = 0 
II. [CF [Z] [7] = [C] [Ue] 


Matricea coeficienţilor de apartenență a laturilor la noduri este: 
1 
[N] = 1 |, iar transpusa ei este [N] = [1 1 — 1]. 


— Í 


Matricea coeficienţilor de apartenență a laturilor la ochiuri este: 


A 1 0 1 
[C]=|0 1], iar transpusa ei este [C] =| | 
1 1 0O 1 1 
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R, 0 0 
Matricea impedanțelor este [Z]=| 0 R, + 2 
JO 


0 0 R + joL 


Teoremele I și II devin: 


I, 
i 4 a not ua = 0 


I 
1 0 1 Á i 1 i La 1 o 1] 
O Ryge 0 I, |= U, 
k 1 l 2 ic A F 1 Je za 
0 0 R + joL]| 3 


Ri + (R + jol) I = U, 
(Re CD + (R + jol) = Ua 


Egalînd termenii matricelor unei coloane de mai sus şe obține sistemul: 
I+le—1=0 
Rl + (R + jol) I = Uau 
[Re + ct (R + jol) I= Ua 


același ca mai înainte. 
Valorile instantanee ale curenților sînt: 


i = V2.2. y2 sin (o + =) 
i = V2- 2sin ot 
î = V2- 2sin [e + =) 
b. Metoda curenților ciclici: numărul de curenți ciclici (ochiuri indepen- 
dente) este o = }—n +4 1=2. 
Presupunînd că s-au ales curenții ciclici J; și Z} cu sensurile din figura 1.69, a, 


ecuațiile sînt: 


| Zuli + Zil + Ua 
Zad: T Zz = Use 
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sau: 


(Ri + R + jol), L+ (R+ jol) L =U, 
(e sei d (R: + R + joL t)i = Ua 


Z 


Înlocuind numeric, se obţine: 


| (25+ 310) I + (5+ j 10) Z, = 30 + j 30 
L(6+j1i0 4 +(7,5+j5 g =j35 


kezolvind sistemul se obține: 
L=2;k=j2 
Curentții din laturile circuitului sînt: 
L=h=2 
la = la =j2 
1 = Mr) =2+)2 
Forma matricială: 


[Z] (1] = [U], unde: [Z'] = [C] [Z] [C] 


R, 0 0 1 0 
1 01 1 
Z'] = d Reala 10 0 1|= 
£ | l 1 i 2 ToC 
0 1 OR+riol] li 1 
R+R+joL R+ioL 
T| R+joL PTEN 
jC 


viesas Fa 


Ecuația devine: 
A _ > 
L] lUe 


25 + j 10 ad 2] = [39 139] 
Pn 75+j5 | [z] LO+ j35 


R, +R +joL R + joL 
R+jol R, +R+L+— | 
joc 


sau numeric: 
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Prin înmulțirea matricelor rezultă același sistem obţinut anterior, utili- 
zînd inversa matricei Z', se obţine: 


[P] = ZI" [U] 


zi=5| +22 wE 
= 1+j2 15+j 
Pe ma ea Maiti)a 


unde: 
asasin a i 
1 +j2 oa 
Matricea curenților ciclici necunoscuți este: 
; I; PAE EREE 5 1,5+j —1— j2]. [6+ j6 2 
= || a za |, si, 
Ia 25(85 + j4) [—1 — j2 5+4)2 j7 j2 


Matricea curenților 7 este: 


1 0 2 2 L 
7) = [CU] = o | RE -|z 
T 2+j2] Us 


Rezultă aceleași valori ale curenților din laturi: 


c. Metoda tensiunilor la noduri: 

Se alege ca potenţial de referință potenţialul nodului B, iar tensiunea 
necunoscută este tensiunea nodului A față de nodul pus la pămînt, U; 
(fig. 1.69, b): 


4 ? ? 
YuUi= I scl 


1 1 1 
mt RE jol | = 
+ jo N 
joC 
= Za, _ Lea 
R ` 1 
1 R, + — 
jC 
1 1 1 
= —— U! = = 
20 4j% | 25235 = 2 Y= 
__ 30 + 3 30 1 35 
20 2,5 —j5 Fig. î.69, b 
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Rezultă: 


7 2 —4,1 + jå4,3 a 


= = (— 10 | 30 
— O 0,17 + j 0,08 ( cai ul, 


Pentru a determina curenții din laturi, cunoscînd tensiunea U,, se scrie 
teorema a doua a lui Kirchhoff pentru fiecare ochi format de latura care 
interesează și tensiunea U; (adoptînd un sens arbitrar pentru curenții din 
laturi): 


Uey ° 
l 


1 zi i 
[R + eri = Usa > La = ]2A 
JwC 
(R + joL) I = Ui > I = (2 + j2)A 
Forma matricială a teoremei tensiunilor la noduri este: 


[Y] LU] = ls], unde: 


Dă [d 


i 9 0 
20 


n 
(7) = [N LYN] =n o 0 | |- 
is 


2,5 — j5 
0 


1 1 1 
s an oa el 
2 25—j5 5+j10 


[s] = [NF [ ¥] [U] = 


> 40 0 
20 
1 30 + 330 
= |1 1 —1 O 0 = — 4,1 4,3 
1 1 —1]|o = ÎN ai 
0 1 


1 1 1 š 
= + —— + ——— || Uil = [— 4,1 4,3 
Pa aaa arena | Li + J43] 

Se obține aceeași ecuație ca prin scrierea directă. 

2. Verificarea curentului I cu teorema lui Thévenin: 


U ABo 
Z + ZaBo 
Z, Z, _ 10 — i20 


Pe 3 E = 
ARO Za Zi 4 S 


1 AB 7 


4=2%, 


454 125 
45- 


W= UB, 


Zi = ZABp 


Fig. 1.69, c,d 


Pentru a calcula tensiunea de mers în gol Uupg este necesar a calcula 
curentul Jọ care parcurge circuitul din figura 1.69, c: 


Ua — Ue 6—j 
R, + R, pi 
joC 


45 + j 125 


Uim = Ua — Rio = ma 


Rezultă I =2+j2 
În conformitate cu teorema de mai sus rețeaua se poate înlocui în raport 
cu bornele A și B printr-un generator echivalent de tensiune (fig. 1.69, d). 


3. Bilanțul puterilor: 
S = Unli + Uel = (130 + j60) 


P= RR +R, I+ RI? = 130W 
Q = oL I? — Ż I = 60 VAR 
uwC 


Problema nr. 1.70. În circuitul din figura 1.70, a sînt cunoscute: 
Za =j)2; Za = 2; Z% = (2 — j 2); Z= (1 — j 2); Zs=)2 
Ua = 80; Un = 40 — j 40. 

a. Si: se calculeze valorile instantanee ale curenților în laturile circuitului, 
folosind metoda curenților ciclici. 

b. Să se verifice rezultatele obținute cu teorema superpoziției. 

c. Să se efectueze bilanțul puterilor. 
Solufie : 

0O=]—n+l1l=3 
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Pentru sensurile arbitrare adoptate 
pentru curenții ciclici li, I, Is, ecua- 
țiile sînt: 

(Z, F Z3) I = ZI SA E = Uz 
— Žli + (Zi + Z: + 
+ Zau) I; dacă ZÍ; aci U 
— Zalı — Zal, + (Za + 


Înlocuind numeric și rezolyînd siste- 
Fig. 1.70, a mul se obține: 


I; = 48 — j 4 = 48,2 71446 n:180° 
I} = 36 + j 12 = 37,85 eĵ18°30m:180° 
I} = 30 — j 10 = 31,6 e71!8°30z:180° 
Curenţii din laturi sînt: 
I, = 14 — I= 12 — j 16 = 20 e~ i53°%180 
I = I} — I} = 6 + j 22 = 22,8 ei 20107180 
I = I; — I; = 18 -+ j 6 = 19 ej 18°30r:180° 
I, = — I, = — 36 — j 12 = 37,85 e 198°30m:180' 
I, = I} = 30 — j 10 = 31,6 e71 18°30m:180° 
In = I; = 48 — j 4 = 48,2 e™i 4°46'm:180 
Valorile instantanee ale curenților sînt: 
i, = V2 - 20 sin (ot — 53° z :180°) 
1, = |/2 - 22,8 sin (wt + 20°10’ x:180%) 
ia = |2- 19 sin (cot + 18°30' x :180°) 
i, = V2 -37,85 sin (ot + 198°30' x: 180%) 
i; = V2- 31,6 sin (ot — 18°30' z:180°) 
îe = V2 - 48,2 sin (œt — 4°46' x:180%) 
Bilantul puterilor : 
S = UnL + Ual = 3 200 — j 800 
P = RE + RB + R} = 3294W 
Q = XB + XR + X} + X = 790 VAR 
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-161/12 
b 


Fig. 1.70, 

b. Teorema superpoziţiei: 

Se suprimă tensiunea electromotoare U, Circuitul se poate desena ca 
în figurile 1.70, b, c. 


Impedanța complexă echivalentă este: 


zi —z,  -ZiZa 4 ZaZ 
se 


DES g j4 
Z2 2 7 t] 


Li U; . Ă , , Z ; 
[= P=2U i; H=L7z=-4 j?) 


. ? Lă Z Li 
ziz 78+); USLI a OE 
r ? Z e ? ? Li ? ? .$ 
In = baz z solie 10(1 +j); Ie = În — l, = 15 — h= =: 16 — jjl2 


Suprimînd tensiunea electromotoare U,„, reţeaua se mai poate desena 
ca în figura 1.70, d. 


Pentru a calcula impedanţa echivalentă trebuie transfigurat triunghiul 
7, 2, 4, în stea: 


ZZ, 2 i ZZ, 2 
= — = + ; AARE E E, EE (n EE 2); 
Z.Z .4 2 r 
Dă ji, Zi ei ee TEN 
Lao ERES Jys Le 20 5 IO păi 
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Impedanța echivalentă a cir- 
cuitului în acest caz este 
(fig. 1.70, d): 


Zi = Žo + Zo = 2 +j 


[== 160) 


i 253/2 


J 3 E Zi 
law 232 15 = l» = Íe ZI Z = 
—4 —2 
Ue,=80 = 20 (1 — j) 
Z! 
1. 2% T = I 9 = 
3 t40 6 Z, + Z 
Fig. 1.70, d = 4(3 + j) 


àli R 
[n = Zu st Sera — 24+ j8 


Za 
In — o — la = 6 — j24 
la = n — Is = —4—]28 
Determinarea curenților din laturile rețelei iniţiale: 
L=—I +I = 12—316 
la = la — I; =6+ 322 
Is = Is + Is = 18 + j6 
Ia = — l + = —36—j12 
L=- Ę+E=30—j10 
I= Is + Is =48—jå4 


“4 Problema nr. 1.71. Două generatoare de curent alternativ (fig. 1.71, a), 
avînd impedanțele interne Z, = Z, = (1 + j 2) și tensiunile electromotoare 
U, ȘI Uea avind reprezentările în complex simplificat : 


Ade BI Um > 100; 


U, = (100 + j 200), 


8l 


Atje? =74/2 Š 
d Je” alimentează un receptor format 


din trei impedanțe conectate în 
triunghi: 


Vapor Z = joL—j4; Z= R =2; 


1 
Lă Z; == N g a J} 
Fig. 1.71, a joC 
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1. Să se calculeze curenții în toate laturile circuitului, folosind: 1 4) metoda 
curenților ciclici (direct și matricial); 1 b) metoda tensiunilor la noduri direct 
și matricial. 

2. Să se efectueze bilanțul puterilor. 

3. Să se verifice curentul I, folosind teorema lui Thévenin. 

4. Să se verifice tensiunea U „a folosind teorema lui Norton. 

Solutie : 

1..4) Adoptînd sensuri arbitrare pentru cei o = }— n -+ 1 = 3 curenţi 

ciclici, ecuațiile se scriu: 


(Z, + Za) Zi — Zals = Ua 
(Za + Za) I2 + Zals = Um 
— Zali + Zil + (Za + Za + Za) Is =0 


Înlocuind numeric și rezolvînd sistemul se obţine: 


I} = — 19,05 — j 26,48 
I} = 73,2 + j 24,65 


I = — 35,34 — j 10 
Cărenţii din laturile circuitului sînt: l 
L = I; = — 19,05 — j 25,48 = 32,5 e71125°50 m:180° 
l = I, = 73,2 + j 24,65 = 77,3 el 18°35 m: 180° 
Rel — 1ş = 16,29 — j 16,48 = 23,2 ennag 
IL, = Li + Ig = 37,86 + j 14,65 = 40,6 ei2t n:180% 
I = — I; = 35,34 + j 10 = 36,8 ej 15°50 m :180° 


>A 


Forma matricială a teoremei curenților ciclici este: 
[ZH] = [U] 
[Z'] = [CF [Z][C] = 


T+j2 0o o o 0|llo ð 
1 0 10 0 0o 1+j20 0 0||lo1 0 
sfo i oa ollo o j4 0 0||lo-—i 
0 0—1 1 —il| o 0 0 2 o|loi 1 
| 0 o o o —jlho- 

100 

si [U] = [CI [U] = |100 + j 200 
0 
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Ecuația matricială (1) devine: 


1+j6 0 -jfi 
0 3+j2 2 Ie 


—j4 2 2 +33) 


100 


100 + j 200 
0 


Matricea inversă a matricei Z': 


ara 1 [2100 +i0-4 -j8 j4(3 + j2) | 
Paia ES ne 


ES >» 


=] 8 (1+)6)(2+13) +16 —2(1 + j6) 
j4 (3 + j2) —2(1 + j6) (1 + j6) (3 + j2) 


Eei j8 — 8 + j 12) | 


sje j15— 2 —j12 
L— 8 +j12—2—j12—9+j20 
(—34 + j 21) | 
— 19,1 — j 26,54 
[7] =[Z' T+ U] = | 73,44 + j24,62| 
— 35,28 — j 9,92 | 
Matricea curenților necunoscuţi din laturile rețelei: 
10 o — 19,1 — 26,54] [IE 
0 1 0 | f— 19,1 —j26,54 73,44 + j 24,62] |I 
D = [C] R']=]|1i 0 —!1 | 73,44 riza = | 16,18 — j 16,62| =| Is 
01 1 — 35,28 — j 9,92 38,16 + j14,64| |Z, 
0 0 —1 35,28 + j 9,92| |I 


Se obțin aceleași valori ale curenților. 


1 b) Metoda tensiunilor la noduri 
Se consideră potențialul nodului 3 ca potențial de referință (fig. 1.71, b): 


YiU + YiU; SE Ise 
YaUi + YoU: = Lie 


L5 SÍ 2 do 


Fig. 1.71, b 
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1 1 
Tee Î 
Z Za Z% 1çpj2 jå 
1 1 1 i i 
Y» = — +4 — t- — 
2 Za Z 1+j2 2 
ia se e ee irita a 
i _ Z; 
Ia =: De = 20 (1 — į 2) 
fi 
r _ Ve 
bami z A0 


Sistemul de mai sus devine: 
til: — jU; = 20(1 — j2) 
20 
—j Up U = 100 
10 
Rezolvîndu-l, se obține: 


U! = 66,1 + j 64,3 


U, = 76 + j 29,3 
Calculul curentilor: 


U, — U’ 
I, = PAT = — 19 — j 26,45 
Z 
di 
I, = Ža Sa — 73,2 + 24,6 
—2 
U’ 
I= Ž = 16,1 — j 61,5 
283 Z. 
Ia = E = 38 + j 14,65 
. —4 
I = 35 + j 9,9 


Forma matricială a teoremei tensiunilor la noduri: 
[Y'] [U] = [M] 
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LY") = [NI [Y] [N] = 


o 0 00| _ _ 
i 1 6 
0 0 0 0 l 
1— j2 0 1l 44+j7 —j 
1 0 —1 0 A e E 20 Di 
0 1 0 —1 —i a nr 
IG 0 —] 10 
0 0 0 0j 
i meat | "100 ` 
0 30 i |l100+j200 
[I] = [N] [Y] [U] = ma 0 = 
0 (ae iai 
5 J 0 
0 caan 
E p) 
-10| | 
1 
Ecuația matricială devine: 
4+ j7 j _:2 
d Doo] 5 
1 + ]16 U j 
zi 10 
7+ 36 4+ 37 ; 
A bey | 2 de: A TE — 0,93 + j 0,385 
SA mA T a gn a 3 7+56| si 
J 20 ) 16 


a aie 10 66,5 + j 62,5 
U')=[YP'Ţ1[114] = (0,93 + 10,385 100| 5 j= i 
[U] [1] = ( +] ) | | | miine 


1 90 ~ 66,5 + j 62,5 
0 1 | 76 + 27,7 
l 6,6,5 62,5 
EE E RR E t] |=|- 66,5 — j 62.5 
76 + ] 27,7 
O —1 =e 27 
=i — 9,5 + j34,8 


[I= ERURU 


1—i2? o 0 0 0 


3 | T 100 | [—66,5+j62,3 
1— j2 . l 
DP 0 100 + 200| |—76 —j27,7 
= P e 0 +| 66,5 + j 62,5 
j4 | 0 76 +j27,7 | 
0 0 0 0,50 o | L 25 +j348 
_0 000 
Rezultă matricea: 

—18,5—j26 | |I7, 
73,8 + j 24,9 Í, 
[1]=| 15,8 — j16,62|=]| I, 


38 +j139| IZ 
34,9 +j 95| |Z 


2. Bilanțul puterilor: 
S = Ua Ii + Uel = 10: 340 + j 14: 820 
P = RÉ + R + R5 = 10300 W 
Q = Xa + XA} + X5 + X5 = 14800 VAR 


3. Verificarea curentului 7, cu teorema Thévenin: 


I pons: U ABo 
ŻAB 7 Z Z 
Z5 F ZA Bo 
Z LZ Z>. Z 


ca, e 28 D204 — : 
Zn = EE CAUTI FA 1,509 + 2,02 


Tensiunea de mers în gol U 4s rezultă din relația: 
U ago + Zal ji Zl; = 0, 
unde curenții 7, și I, se calculează din relațiile (fig. 1.71, c): 


p= Za _10a-je 
= Z, + Za 37 


+ Va EA 
l = Pa ea 


U 480 ati Zl Zl: aa — 42,6 a j 50,2 
Curentul: 


U 
E e al 
= Z, + ZaBo 


este de sens contrar celui calculat la punctul 1 a) și 1 b). 
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În conformitate cu teorema Thevenin, reţeaua se poate înlocui printr-un 
generator echivalent de tensiune, în raport cu bornele 4, B (fig. 1.71, c, d). 
4. Verificarea tensiunii Uyc cu teorema lui Norton. 


Fig. 1.71,c,d,e,f 


Tensiunea U 4c cunoscînd pe 1; este: 
Uc = Zal; = 66,5+ j 64,8 


Î ACsc 
Y3 + Yaco 


SAC T 
Curentul care străbate latura AC în scurtcircuit (fig. 1.71, e) este: 
Lic sc — l; + Ia 


U ; 
Le = 7 = 2041 — j 2) 


Z U Z i 
In = Ine y = l oal > 10,6 + j 82,4 
sc 2.28c Z; 4 Z, z, Zau Za Zi 4+ Z ) , 
p Z+; 


Lac se = 90,6 + j 42,4 
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Za Z 
z(a e) aa, 
Y EE Z .. la+) _2+j9 
—ACO ? <ACO ci i 
ZACo Z 1 Z . Z, s Z, 3 + j9 
< a ha gi Z, Z 
2 —4 


T 
Uac = A = 66,1 + j 64,2 


Y, T Yaco 


Tensiunea U,c coincide cu („e Calculat anterior. 
Reţeaua se poate înlocui printr-un generator echivalent de curent în ra- 


port cu bornele A, C (fig. 1.71, f). 


Problema nr. 1.72. Se dă circuitul din figura 1.72, a în care tensiunile electro- 
motoare ale generatoarelor sînt egale și în fază: U. = Uz = Un = 100 F, 
iar impedanţele sînt toate egale Z = (10 + j 6). 

q. Să se calculeze curenții în toate laturile folosind una din teoreme; 

b. Să se verifice rezultatele de la punctul a) folosind teorema lui Vachy; 


c. Să se efectueze bilanțul puterilor. 
Soluhie : 
Alegînd arbitrar sensurile celor: ^ =1—nu+ 1 = 4 curenți ciclici, 
aplicarea teoremei curenților ciclici conduce la următorul sistem: 
2/1, la 5 Up Ma 
ZI, + 320 + ZU = Un 
ZI; a3 2ZI, iz Ca ga U a 


Înlocuind numeric şi rezolvînd se obţine: 
[= — 1405 + 10,63 


I, =2,1 — j 1,26 
Laat 
L = — 1,05 + j 0,63 


Curenții din laturi (fig. 1.72, b) 
sînt: 


L = = — 1,05 + 
+10,6 =L= L 
In = la = 2,1 —j1,26= L= I 
13 = L + Ia = 1,05 — j 0,63 


e = L + I; = 4,2 — j 2,52 


L= Is + In = — 1,05 + j 0,63 
În = In +4 = — 21 + j 1,26 Fig. 1.72, a 
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Fig. 1.72, b,c 


b. Teorema lui Vachy: introducînd în fiecare latură cîte o tensiune elec- 
tromotoare egală cu U, de impedanță nulă și în sens contrar cu sursele ini- 


ţiale, schema circuitului devine cea din figura 1.72, b. Impedanţa echivalentă 
corespunzătoare circuitului din figura 1.72, e (simplificat) este: 


3Z 7Z 
ăi B 4 4 


3Z U, 100 : 
7 L=ž=- iai di Ioa 
—  —(10+j6) 
4 
Lals 
d e -e = 
Fig. 1.72, d,e IL =,= — = = — 1,05 + j 0,63 
I ; 
hae 40005 


hL=h +, = 2,1 —j 1,26 
S-au obținut aceleaşi rezultate. 
c. Bilanțul puterilor: 


E E EE 
7 
P= R (SE) — 10: 41,93 = 419,3 W 
k= 


7 
Q0 =X a) = 6: 41,93 = 251,5 VAR 
Rei 


Problema nr. 1.73. Circuitul din figura 1.89, a alimentat de o tensiune elec- 
tromotoare sinusoidală de valoare efectivă U, 


= 150 V, este caracterizat 
prin următoarele impedanţe: 
Z, = (50 + j 50); Z= —j25 
Z= (5 +j15); Z= 50 
Za = — j 50; Aa 
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a. Să se calculeze curenţii în toate laturile circuitului folosind teoremele 
transfigurării ; 

b. Să se determine schema generatorului echivalent de tensiune și curent 
între punctele A și B; 

c. Să se verifice I, folosind teorema reciprocităţii. 
Solutie : 

a. Se poate transfigura în stea fie triunghiul ABC, fie triunghiul CBD 
Impedanţele stelei ABCO sînt (fig. 1.73, b): 


aen “aie FĂ = 0,98 (1 +j) _ Zso =z =z >] , 


Zo = 22 
= Z +Z+Z, 


Zop E Zoa + Za = 5,98 + j 15,98 


. 


Zov = Zos + Za = — j 25,98 


Zop: ŽoD_ — 29,8 + j23,7 


Zon = p Zn 
Zop + Zop 


Impedanța echivalentă a circuitului este: 
Z, = Z; + Zco + Zon = 128,8 — j 25,3 


Alegînd tensiunea U, drept origine de fază: 


U, = Uei = 150 ei0 


U 


Iac a ==-1,125-4+ 10,22 
Z, + Zao : 
I, = I, — N = 2,4 — j 0,888 = I 
si Z, + Zso + Za + Zao zi 


Curenţii în laturile triunghiului se determină din condiția ca tensiunile 
dintre nodurile stelei și triunghiului să rămînă neschimbate prin transfigurare: 
ZI 21 
—4— —2_2 M 


Zal Zaat ; 


fi 


I, = osis t focis — 0,857 + j 1 333 
Z3 
Reprezentările în complex simplificat „ale curenților! sînt! 
I, = 0,262 — j 1,114 = 1,314 e- j16°50 180% i 
l A E LOSS = 2,56 e—i2020'n:180 
Ta == 0,837 +i 1,333 = 2,505 ej 51920” 7:180° | 
I, = — 1,275 + j 1,101 = 1,685 ei 1397:180° ' 
Is = 1,125 + j 0,22 = 1,14 ei Hmo 
L, = 2,18 + j 03 = 2,2 e) T50 m80 


Tensiunea de mers în gol este: 


U Bo = Zal, ug Zale, 
unde: 
Par Z, + Z3 ş — r! Z,+Z 
A Aa R ZI E Za+ 
U 
m = 
Ze 
unde: 
Z, + Z, 
Z, = Sat Za) (Sat Su Z) 1 Z, = 148,8 — j 56,9 
Zi +Z, + Za + Za 
' U, 150 5 ; 
A E EEE, 


2o 


e 


148,8 — j 56,9 
I, = 0,655 — j 1,082; I; = 0,227 + j 1,417 
U s0 = Zal — II; = 15,9 — j 10,08 


U 
Lie =; s =214+j0,258 q 


2a Z + ZaB 


Generatorul echivalent de tensiune între punctele A și B este cel din fi- 
gura 1.73. ce. 
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Fig. 1.73,c,d,e 


b. Pentru determinarea schemei generatorului echivalent de curent între 


bornele A și B se aplică teorema lui Norton (fig. 1.73, e) 
I 
U i =ABsc 
ui 2 Y 4Bo 


Curentul de scurtcircuit care trece prin bara care scurtcircuitează bornele A 


și B este: 
lase = Ia — Înv 
unde: 
ESI Za L, 
L A o Ia = d RTA 
iar: 
U, 
Í; A Z” 
e 
Z. Z Z, Z 
Ze == = + Z= 25(5— j) 
Z, + Z Z, + Z 
7 _ Ve _35+i) 
15 Z7 13 


sae aj diac 
= (ij); L=Ż(—j5) 


IAB se — I, = Î3 == 0,461(5 A j) 
= 0,0904 + j 0,0865 


Y 420 == 7 
ABo 


I 
-=B — 2,13 + j 0,253 


UB pai 
o Y + Ya 


Verificare: 
Us = Z: 1 = 1 (2,14 + j 0,258) 
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Generatorul echivalent de curent al rețelei 
în raport cu bornele A și B este cel din 
figura (1.73, d). 

c. Verificarea curentului Z, folosind teo- 
rema reciprocității: curentul Z, din rețeaua 
inițială este egal cu curentul I, cînd tensiunea 
electromotoare U, este în latura care conţine 
impedanța Z. 

În această situație rețeaua devine cea din 
figura 1.73, f. 

Impedanța echivalentă a circuitului: 


l Zoas . 
Fig. 1.73, f Z, =Z +Z + n LpR = 6,78 — j 5,53 
ZACo Z ADo 


Alegînd tensiunea U, drept origine de fază: 
U, = U,eh = 150 


Curenții sînt: 


U i 
I = RF = 13,3 + j 10,82 
l = lo =: e = 10,86 + j 8,93 


Zop + Za + Zoc + Zi 
Z, +Z $ 
Relg Ie D A 2 
e E a Ea a oet J 


1, = eon SOE — 215 -+j0,254 
—5 
Se obține aceeași valoare a curentului IZ, = Iņ; calculată anterior. 
Problema nr. 1.74. În circuitul din figura 1.74 sînt cunoscute următoarele: 
X,=o0L,=3%8; U = 220 V 
X = ol, = 50 Q; R=509 
Xu = oM =10Q 


a. Să se calculeze valorile instantanee ale curenților în laturile circuitului, 
pentru cele două moduri posibile de conectare ale bobinelor cuplate ; 
b. Să se verifice bilanțul puterilor. 


Soluhe : 

a. Cu sensurile arbitrare adoptate pentru curenții I, 12, I (fig. 1.74), 
scriind teoremele lui Kirchhoff pentru nodul B și ochiurile ORB și ABCA, 
se ooțin ecuaţiile: 


jX + JXl: +- JXl + JX ula == U 
jXələ af Xu L — RÍ; = 0 
Ii => Í, F 13 
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Alegînd tensiunea U drept origine de fază: 1, 8 h 
U, = 220 ei0 și înlocuind numeric se obțin ecu- ^q 
ațiile: 

(j 30 + j10) 1, + (j 50 + j 10) Z, = 220 
j 50 - Ja + j 10 Z, — 50 l; = 0 
În = do +h 
Rezolvînd sistemul în ipoteza că fluxul mutual 


se adună la fluxul propriu, se obțin următoarele 
valori: 


D 


I, = 1,47 — j 2,615 = 3 ej 60°40'm:180° 
„Ia = — 0,979 — j 1,924 = 2,16 e-i 117° 7180 
I, = 2,449 — j 0,691 = 2,54 e-i 15°45 n:180 
Valorile instantanee: 
u = |2- 220 sin (w £) 
i, = V2- 3 sin (wt + 60%40'x: 180°) 
is = V2- 2,16 sin (œt — 117°%: 180°) 
i = V2- 2,54 sin (wf — 15%45'x:180%) 


În ipoteza că fluxul mutual se scade din fluxul propriu al bobinelor sistemul 
capătă forma: 


— 10(5 + j) Z + 50 (1 + j) Z = 0 
j 20 1, + j 40 1, = 220 (ţinîndu-se cont de reiația: 1, = I, + I) 
Rezolvînd se obține: 
I, = 1,608— j 4,42 = 4,7 ei 10 7:180 
I, = — 0,804 — j 3,29 = 3,4 e-i103'40'm80* 
I, = 2,412 — j 1,13 = 2,66 ei 257:180° 
Bilanțul puterilor pentru cele două cazuri: 
a) S = Ul, = 220(1,47 + j 2,615) = 323 + j 575 
P= Re = 322 W 
O = XB + X + 2Ă mila COS (pi + ea) = 575 VAR 
aa) S = U: Ii = 220(1,608 + j 4,42) = 354 + j 974 
P = R = 353 W 
Q = XI? + X3 — 2 Xul COS (ps + P2) = 974,5 VAR 
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“ Problema nr. 1.75. În circuitul din figu- 
ra 1.75 se cunosc: 


Zi = Za= R+j}Xx=2+j3 


X = = LO Aa = OLia = 0 
Xa — oL — 2 Q; X a — (Log = 0,5 Q 
Fig. 1.75 Arm ola, e A 10 


Tensiunea electromotoare are valoarea efectivă UV, = 220 V. 
Să se calculeze valorile instantanee ale curenților 7,, 72, ta și să se verifice 
bilanțul puterilor. 


Solutie : 


Adoptînd sensuri arbitrare pentru curenți (fig. 1.75), teoremele lui Kirchhoff 
scrise pentru nodul A și ochiurile I și II conduc la următorul sistem: 


Zil, +j oil — j oLasls — j oL + ]oLala — j oLasl, + 
+ j olal = U, 
JoLala +j OLaalas — j oLioli + Zala — (j oLala + j oLa Ia — j oLaslu) = 0 
Îi = da + 43 


Înlocuind, restrîngînd termenii și rezolvînd sistemul, se obţin următoarele 
valori numerice, ale curenților: 


I, = 22,13 — j 41,15 = 46,6 16140180 
L= LBAL s10 en 
13 = 10,95 — j 29,65 = 31,6 e—i69%40'n:180 
Valorile instantanee sînt: 
u = [2 . 220 -sin ot 
i; = V2 - 46,6 : sin (ot — 61%40'x: 180°) 
i> = V2 + 16 -sin (œt — 45°45'x: 180°) 
i = |/2 - 31,6 sin (ot — 69°40'x: 180°) 
Bilanțul puterilor : 
S = Uli = 220 (22,13 + j 41,15) = 4 860 + j 9 050 
P = RI + R = 4 855 W 
Q = oL, + Lawl? + oL; + X, + XI} — 2 oL COS (91 — p3) — 
— 2wL 2l, a COS (91 — P2) + 2w0La2312la cos (pa — pa) = 9 044 VAR. 


134 


] 

~ Problema nr. 1.76. Reţeaua de curent alternativ T. 
din figura 1.76, a este caracterizată prin urmă- Apmp 
torii parametri: d 


R= 10; ali <o0lp=0lu=2Q; ÎL =30Q 
oC 


u, = 2: 100 cos t; 4, = 2 . 50 sin œw 


a. Să se calculeze valorile instantanee ale curen- Fi 5 
. . . . 15. 1.76, (EA 
tilor folosind metoda teoremelor lui Kirchhoff 


direct și matricial. i 
b. Să se verifice rezultatele obţinute folosind teorema curenților ciciici 


direct și matricial. 
c. Să se efectueze bilanțul puterilor. 


Solutre : 
Adoptînd sensurile arbitrare pentru curenţi ca în figura 1.76, a, teoremele lui 
Kirchhoff aplicate pentru nodul B și ochiurile I și I{ se scriu: 


J; = L =. L 
RI; + j oL,lı — j olila — U= U. 


joLal — j olh + oa — j oL +j oL= 0 
U, = 100e'7 = j 100 


Rezolvînd sistemul se obțin următoarele valori: 


I, = — 5,76 + j 13,1 = 14,35 ci 113°40'n:180° 
1» = — 23,04 + ] 52,4 = 57,4 ei 113*40'x:180* 
I, = — 28,8 + j 65,5 = 71,75 ej113°40"m:180° 


Rezolvare matricială : 
T 
[NF = 0M —i 1] a s% 
Íz 
(CY [Z] [1] = [CF [U] 


jol jole 0]; i 
1 0 1 1 Ra 1 0 1 
—joli jol: + — 0 12| = 0 
—i 1 0 joC ESEE T 
0 0 R 23 e + ~o 
jol, T Ră i + [p-ta 
— olı — jollr joli +jol+ > 0 a 0 
jC I; 
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Se obțin aceleași ecuații ca prin scriere directă. 

b. Metoda curenților ciclici. 

Reţeaua dată se poate descompune în două ochiuri 
fundamentale parcurse de curenții ciclici Z; și Is, 
cu sensurile din figura 1.76, b. 

Se obține sistemul: 


(R+joL,) Li — (j oL + j oL12) lo = U, + Us 


Fig. 1.76, b 


. . TE fă i 1 ; A 
— Joel, +] oLun) B+ [i oLa + 2] a jol) 13 = 0 
Înlocuind numeric și rezolvînd, se obține: 
[i = —28,8 +j 65,5 
I, = — 23,04 +] 52,4 


Rezultă pentru curenţii în laturile circuitului aceleași valori obținute prin 
aplicarea teoremelor lui Kirchhoff. 


Rezolvare matricială: 


, , U. + Us 
ZI = w; (UL) = (Cru) = |E] 
j ol, — j oLz 0 i—i 

; 1 0 1 i ; 

ZI = (uzi =|_, i o ||iaDa jolt 0 fo | 
0 0 R 1 0 

Ecuația de mai sus devine: 

R-+ joLa jg j o(La Si Lio) i FI _ PY i- i 

Pi jo (Lı + Liz) jo m + La + 2L + a] I, 0 


pe? j5] 7 0 6+ji5[|34 1+j2 


kasarin ci j5 [P a |- 


6 +j5įj4 1 +j2 0 
p a A 
ee , — 5,7 + i13,1 i 
— 28,7 65,51. i I 
m-ar- |o | R apil- atina [A 
1 0 pef — 28,7 + j65,5] ‘= 
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Valorile instantanee ale curenților sînt: 
i, = V2 - 14,35 sin (ot + 113%40'x: 180") 
i = |/2 : 57,4 sin (ot + 113°40'x: 180°) 
i = V2 -71,75 sin (ot + 113°40'z: 180°) 


S = U,I} + U,I} = (50 + j 100) (— 28,8 — j 65,5) = —5 110 — j 6 160 
P = RI = 5110W 


peL oL= r 13 — 21I, oL, cos (0) = 6 180 VAR 


S Problema nr. 1.77. În rețeaua din figura 1.77, alimentată sub o tensiune la 
borne armonică;. de pulsație variabilă œ, sînt cunoscute rezistența R,, induc- 
tivitățile L4, Lg și Lig Și capacitatea C. Să se calculeze pulsația w pentru care 
curentul absorbit: de rețea pe 'la bornele de alimentare A, B este în fază cu 
tensiunea la aceste borne. 


Solutie : P 


Dacă Z, este în fază cu U,, impedanța complexă echivalentă a consuma- 
torului cuprins între bornele A și B trebuie să fie reală, ceea ce revine la a scrie 
că impedanța complexă echivalentă a consumatorului legat în serie cu R, 
este nulă. (De fapt, condiţia este ca impedanța complexă cuprinsă între 
D și B să fie pur ohmică, dar cum consumul de putere activă al receptorului 
cuprins între bornele D și B este nul, cuprinzînd numai elemente reactive, 
înseamnă că rezistența. lui echivalentă este nulă, deci condițiile Zs = 0 
ȘI App = 0 sînt: echivalente.) 

Pentru a calcula impedanța complexă echivalentă a consumatorului legat 
între bornele D și'B, Zpp, se consideră pentru moment cunoscută tensiunea 
Upg ȘI se calculează curenții din rețea în funcție de această tensiune. 

Din cele două teoreme ale lui Kirchhoff privind funcți- 
onarea rețelelor electrice în regim armonic permanent 
rezultă: 


Una = joLil, + j oll + j Lazi + j oLaola 
0 rob; Ia + jolali, — i 


0= 1, — 12 — le 


Între cele trei ecuaţii ale acestui sistem se elimină I, 
și Io Și se obține: 


— — OL, 
3 4 4 . C 
Ups = jo Lila + j oli + (jol + JoLa2) L~ 
Fi Li OL, z E 
2 WG 
wLa — S-A 
oC ză Ups 
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Din condiția Zg = 0, rezultă: 


(La + Lao) (oz => A — (La + Lio) (oL i T 20 


(Li + Lia) (LC — 1) = (La + Lia) (02La2C + 1) = 
[(Li + Lio) LC — (La + Laio) LC] o? = Li + Lie + La + Lie 


EET o 
Observație: 
Cind tensiunea Up este dată și finită, curentul 7, are, în cazul în care este satisfăcută relaţia (1), 


valoarea Î, = - şi tensiunea la bornele DB este nulă, Upg = 1,Zppg = 0. 


= 
Rezultă de aici că pentru valoarea (1) a pulsațţiei, tensiunile la bornele bobinelor L, şi La 
sint egale și opuse, putînd atinge valori teoretic infinite. Circuitul funcționează în mod asemănă- 
tor ca un circuit serie cu rezonanţă de tensiune. 


Problema nr. 1.78. Pentru ce valoare R, a rezistenței din reţeaua reprezen- 
tată în figura 1.78 puterea consumată în circuitul secundar al sistemului este 
maximă, circuitul fiind alimentat sub tensiunea la borne, armonică, de 
pulsație œ, a cărei reprezentare în complex simplificat este U,,. 


Solutie : 
Din aplicarea celei de a II-a teoreme a lui Kirchhoff celor două circuite ale 
rețelei și cu sensurile pozitive ale curenților din figură, rezultă: 


U, = Rila + )oLilh +] oMIa 
0 = Rola + jol + joMI, 


Eliminînd curentul Z, între cele două ecuații se obține: 


Comparînd cu expresia teoremei lui Thevenin: 


„__ _U? 
Z Z4Z 


Se observă că 1, ar putea fi curentul debitat de un generator avînd tensiunea 


electromotoare : i joM 

U SeU 

; R, + jol, 
= și impedanța internă: 

; 2M? 

Z = Z = j oL, +- 

R, + jol, 

^2 încare R, și X, sînt rezistența şi reac- 

tanța internă a generatorului și care ali- 

mentează un consumator avînd impe- 

Fig. 1.78 danța Z = R, 


zs R, T jX; 
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Puterea disipată în rezistența R, este: 


y’? y’? 
Z +Z (R + Ri? + X? 


Se notează: 
Z, SE (Re F R;) T jX, 
Z} = (R, + R)? + X? 


Condiția ca puterea P să fie maximă se obține prin anularea numărătorului 


derivatei din care rezultă: 
2 
ôP _ U2 2(R, + Ri) U”? O 
ORe (R, + R) +X? (R+ R+ LP * 
Rezultă: 
R=R+X =Z 
Dar, 
2 
2M2 2M2R R+ olf: a ) 

! ] f LL : 
AEE E E E +jol;, ——————— e = R +j xı 
dă R +joL, R? +o? R? + w?L? 

m 
[oroa 
O ET L 
Z= |R A? = = R, 
R? + wL? 


A M? > 
sau punînd: k = , rezultă: 


La 


R, = V AMER, + LRG + Lia — PP 
2 R? + o2L? 


Problema nr. 1.79. Să se deducă condiţia de echilibru a punţii de curent 
alternativ din figura 1.79, a și să se arate că aceasta nu depinde de variația 
în timp a tensiunii de ia bornele de alimentare ale punţii, cu condiția ca 
această tensiune să fie o funcțiune alternativă de timp. 


Solutie : 


Se presupune că puntea este alimentată sub o tensiune care variază armonic 
în timp și a cărei reprezentare în complex simplificat este U,, în sensul pozi- 
tiv din figură. 

Fie curenții complecși în laturile rețelei ca în figură, curentul în diagonala DC 
fiind nul, deoarece puntea s-a presupus a fi în echilibru. 

Deoarece din schema montajului nu rezultă sensul de cuplaj al celor două 
bobine, se va ţine seama în rezolvare de cele două sensuri de cuplaj posibile. 
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K Din aplicarea celor două teoreme ale lui Kir- 
chhoff ochiurilor ADCA și CDBC și nodurilor D 
și C rezultă: 

C; Numărul de ecuații este dat de teorema lui 

1, Euler: 


I n=1=2 
i Jantie 
Rl + j oLala £ j olid, = 0 
Ril, + og a — Rh = 0 


— Ia + 4 =0 
În = da + 8 


Fig. 1.79, a Observație: Ecuația a 5-a nu s-a mai scris, deoarece s-a 
presupus Ipc=0. 


Se folosesc ultimele două relații pentru a înlocui pe J, și Z, în funcție de 
Ia ŞI Isi 
Ia = dai Li = da + 13 


(Ra + jola) l: + j oL12ll +4) =0 
0 


F 


(Ra +) Py + j oLa) La = F jo Lids 


i 


Prin împărțirea celor două a se obține: 


i LE == RE E 


ac] = Rae 


Re + jol: = jøLiz _ FF jolie 
R; 


R, + 
i 


Prin aducerea expresiei la forma liniară și separarea părții reale de cea 
imaginară se obțin cele două condiţii de echilibru ale punţii: 


Ro Ra + ] ORa (La + Li) = F j oLRa F = 
RR; = F Ca ; Rll E Lao) = F LR, 
RRC, = F Le; Ra lat RLetLeR,=0 
La = + RRC; pe = CR + Ri) 
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Deoarece din cele două alternative ale primei 
condiții nu este posibilă decît aceea după care: 


Li = RRC, (deoarece R şi C nu pot fi decît +) 


Și care corespunde unui cuplaj (—) al celor două bo- 
bine față de sensurile pozitive atribuite curenților în ș 
rezolvarea problemei, echilibrul punţii nu poate fi 
realizat decît cu un cuplaj al bobinelor ca în fi- 
gura 1.79, b. 

Din condițiile găsite se vede că echilibrul punţii 
nu depinde de frecvența ei de alimentare. 

Din descompunerea îr serie Fourier a tensiunii 
alternative la bornele de alimentare ale punţii, re- 
zultă că cele două condiții de echilibru ale punţii 
sînt valabile în orice regim periodic permanent. 


Fig. 1.79, b 


ex Problema nr. 1.80. Să se calculeze impedanța complexă echivalentă între 
bornele de alimentare ale unui sistem compus din legarea în paralel a două 
bobine, identice, avînd rezistența neglijabilă și inductivitatea L,, fiecare din 
aceste bobine fiind cuplată cu cîte o bobină de rezistență neglijabilă și induc- 
tivitate L,. 
Inductivităţile mutuale respective sînt egale și au în modul valoarea Las. 
Cele două bobine de inductivitate L, sînt conectate amîndouă în paralel 
cu un consumator a cărui impedanță complexă este Z. Tensiunea de ali- 
mentare a bobinelor este o tensiune armonică de pulsație w. 


Soluhe : 

Problema nu specifică sensul de cuplaj al celor două perechi de bobine. 

Presupunînd un sens de cuplaj dat pentru două din bobine, există pentru 
cuplajul celorlalte două alternative. Astfel, față de sensurile de referință alese 
pentru curenți ca în figură, perechea I de bobine are un cuplaj pozitiv (fluxul 
mutual este în același sens cu fluxul propriu), iar perechea II de bobine are un 
cuplaj pozitiv sau negativ.. 

Aplicînd teorema a II-a a lui Kirchhoff unor contururi ușor de regăsit, 
se obțin relațiile: 


joldi = j olr Ia =U, 

j oLıli + joLaal: = U, 
Zl, + ioll + joLazl = 0 
Zl + jol + joldi = 0 


şi teorema I a lui Kirchhoff noduri- 
lor A și C, se obține: 


li= Luk 


Ia = la + Ia 
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Se caută să se obțină curentul 7J, în funcţie de U, eliminînd toţi ceilalți 
curenţi și anume: 


ji = Ll ZIY — (Z + jol) 1i] 
E L22 + j oLa) 


P eaa E oA 
a La(2Z + joLe) 


Substituind aceste expresii în relaţiile anterioare se obţine: 
, i ZI — (Z +j / 
jol; + jol = Sul E tionn — y 
La(2Z + j ola) 
ENZ Aola IZ 
jol li + jola a E E tjo +13 — y, 
LaQZ + j oL) 


b 


Rezolvînd sistemul şi substituind: 


A A 


în care: 0O<RksI 
se obține: 


U 
Ii = E pază “b EEE 
la = 4 | = 
joL, |1 — k + —— = a+] 
2Z + jol; 
sau ținînd seama că: I; = I, + Iu, rezultă: 


U 
Ia => 214 =2 = 


kZ 
aiene Utd 
2Z + jol, 


Impedanța echivalentă care se cere se calculează din relaţia ei de definiție 
Ub _ 1, kË 
Ze aB = piei îi Aa a aN + 1) | 
Scriind explicit cele două soluții: 


i 1. 2 +Z 1 j oL 
Zea = 7 jolijl— k+. Fi ZR Lj l — Loca | 
2 2Z + jol, 2 2Z + jol, 
P 1 


Din aceste relații rezultă următoarele concluzii: 


a. Impedanța cerută depinde de Z în cazul în care cele două perechi de 
bobine sînt cuplate cu aceeași polaritate și nu depinde de Z în caz contrar; 


b. În cazul unui cuplaj foarte slab k— 0 (Lz —> 0), lim Zis => joL, 
k->0 i 
după cum era de așteptat; | 
c. În cazul unui cuplaj foarte strîns k —> 1: 
| 1, 7 . 
n A OE T E EE T 
az bioa e 
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(cazul a două transformatoare ideale conectate în paralel), lim Zap =—0 


— în acest caz montajul este echivalent cu un scurtcircuit vis) bornele 
A şi B. 


d. lim Zap = — > jol — corespunde cazului b) cînd există un cuplaj 


2 — 90 
foarte slab. 


e. £=0; Zass = Za 
N Problema nr. 1.81. Să se calculeze inductivitatea echivalentă a montajului 
din figura 1.81, a, raportată la bornele A și B, inductivitățile L și M fiind date. 


Soluţie : 

Deoarece inductivitatea echivalentă a montajului nu depinde de regimul 
în care funcționează rețeaua, se poate calcula în ipoteza că sistemul este pus 
la bornele AB sub o tensiune armonică de pulsație w, a cărei reprezentare în 
complex simplificată este U,,. 

Se va rezolva rețeaua folosind metoda curenților ciclici. N = 4; L = 6, 
rezultă deci din teorema lui Euler că numărul de ochiuri fundamentale (de 
curenți ciclici independenţi) este: 

o=L—N+1=6—4+1=3 
Se aleg ca ochiuri fundamentale ochiurile ACDA, CBDC şi ADBA parcurse 
de curentii ciclici Zi, 13, Is. 
3joL Ii — jol! + joMI — joLI, = 0 
— joLIi +joMI, + GjoL — 2j0M) 1 — joLIs = 0 
— joLI, —joLI, + 2joLIs=U, 

Din prima ecuație rezultă: 

p joell + lol —joM) _ {sL + laL — M) ži) 
= 3jol 3L P 


Înlocuind în a doua și a treia ecuație se obţine: 


jM- Dar [i — F) 


+ (jel — 2joM) I; — joLI=0 


L h M 
— LNS E EEA N 
jol +a] al 


— joLI: + 2j oLls = Uy 
Restriîngînd termenii se obține: 
r: . [ {2 4ML + 8L? — M?) jo 
Ls eee via 
— 4L)j ) Jo 
3 


, j M — 4L paie 5L 
Ia qe + Die =, 


= 0 


E So 


Fig. 1.81, a 


Eliminînd pe 12 se obține 13: 


+ __ 3% l — 4ML + 8L? — 2M? M? 
L a a E CRIN RE CERIS (Rasă 
3joL | —4ML -+ 8L? — 2M? —A4ML + 8L2— 2M? 
__ Uo [1 Să M? | 
jo |L  2L(4L? — M? — 2ML) 


Impedanța echivalentă a receptorului între bornele A și B se calculează 
din relația ei de definiție: 
Up 


T și cum 1 = I, rezultă: 


Za = 


SR j X 
Za = ŞI sia — „+iă, 


L ta- M: _ 2 LM) 


Cum circuitul nu consumă putere activă (nu are decît elemente reactive), 
rezistența echivalentă a circuitului este nulă, deci: 


Zar m= J oLa 
in care L, este inductivitatea echivalentă cerută. Deci: 


1 

1 M2 
F a 
L  2L(4L? — M? — 2LM) 


L, = 


sau notînd M? = kL,L, = RL?, în care coeficientul de cuplaj k este 0< k SI: 


1 
f 1 k 


L aao 2VR) 


Observație: 


Relația obținută mai sus trebuie să verifice cînd M — 0 condiția: 


limL,= LL, 


r4 [4 M —> 0 
deoarece În acest caz montajul reprezintă ọ punte 
de curent alternativ în echilibru, în diagonala căreia 
curentul este nul. 

Impedanța echivalentă a acestei punți, între două 
puncte oarecare, se poate calcula în consecință, con- 
siderînd puntea lipsită de diagonala ei interioară, ca în 

A B figura 1.81, b. 
Fig. 1.81, b Se observă ușor că- În aceste condiții L, = L. 
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A Problema nr. 1.82. Circuitul din figura 1.82, alimentat de două surse 
de curent alternativ de tensiuni electromotoare U,, = 200, Us, = 200 — j 50 
și de impedanțe interioare neglijabile, este format din impedanțele: 


Z = (1 +j2); ol, =4; ol = — 2 

Za = (1 +j2); 

Z = (2 — j2); 
Să se calculeze valorile instan- 
tanee ale curenților în laturile 


circuitului și să se verifice bi- 
lanțul puterilor. 


Solufie : 

Se rezolvă problema utilizînd 
metoda curenților ciclici. Fie I; 
și Ia cei doi curenți ciclici care 
parcurg ochiurile fundamentale 
: UaB ȘI  AUuB. Ecuațiile Fig. 1.82 


L (Zi + joL, + jol; + Za — 2j0Las) + Za (JoL + Za — joLis — 
— jol + jola) = Va 
Li(joLa + Za — jolis — joli + joLas) + La(Za + joLa + joLa + 
+ Z + 2jola) = Ue 
Înlocuind numeric și restrîngînd termenii se obține sistemul: 
Ia(3 + j5) + 2 Ia(1 + j 3) = 200 
27: (1 +33) + 3241 + j 5) = 50 (40 — j) 
Rezolvînd sistemul se obține: 
I; = 29,3 — j 24,9 
I, = — 11,42 — j 1,74 


Curenţii în laturile circuitului sînt: * 
I, = Ii = 29,3 — j 24,9 = 38,5:e—140%30'7:180 
I, = I = — 11,42 — j 1,74 = 11,6.e- 117120 7:180 
I = I + I; = 17,88 — j 26,64 = 32,1-e- 156° 7:180° 
Valorile instantanee sînt: 
i = y2 * 38,5 sin (ot — 40°30’ n:180°) 
i = V2 - 11,6 sin (at — 171°20' 7:1809) 
i = V2 -32,1 sin (ot — 56° x: 180%) 
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Bilanțul puterilor: 
S = Vali + U.l = 3 660 + 5 900 
P = RB + R + R B = 3674 W 
Q = XB + X + XA + oldi + ol + olL, — 
— 2o0Lasl11g cos (ps — 91) — 2oLaalala cos (p2 — e) +2 Las Falz cos (p — 
— 9) = 5 890 VAR 


~ Problema nr. 1.83. Schema echivalentă. a autotransformatorului din 
figura 1.83 se caracterizează prin parametrii: 


wL, = 20 Q; F= 
wL, = 30 Q: 7 =4Q 
oM = 15 Q; 


Tensiunea la bornele autotransformatorului are valoarea efectivă U = 200 V. 
Să se determine curenții Z}, 13, 13 şi tensiunile U, și Uz, pe o rezistență 


Solutie : 
Problema se rezolvă prin aplicarea metodei curentilor ciclici: 
L= 3 — numărul laturilor circuitului ; 
n= 2 — numărul nodurilor ; 


o = l — n + 1 = 2 — numărul ochiurilor independente. 
Fie 1, 12 curenții ciclici care parcurg cele două ochiuri fundamentale 
din figura 1.83. Ecuațiile sînt: 


(71 + jol + ra + jola + 2joM) Li — (ra + jol: + joM) la = U 
— (fa + JoLa + joM) Ii + (ra + ra + jola) Ie = 0 
Înlocuind numeric și restrîngînd termenii se obţine: 
(7 + 380) Zi — (4 + j 45) Z, = 200 


— (4 +45) I; + (54 + j 30) Z; = 0 
Rezolvînd sistemul se obțin soluțiile: 


| 200 — (4 + j 45) 
ANRE = PR OREI a a iul E ee: 


A 7+j 80 — (4 +j45) 
a 54 + j 30 
* 7+j80 > 
A _ (sa e 0 __ 
e A 7+j80 —(4+j45)| 
E 54 + j 30 
— 2,16 — j 0,2015 
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Curenţii din laturile rețelei sînt: 
1, = Ii = 1,444 — j 2,59 = 2,97-e-—i: 60%50n:180 
IL = In = I, = — 0,713 — j 2,388 = 2,5- e11 06°40 7:180° 
I, = I; = 2,16 — j 0,2015 = 2,17-e—i- 5°20 m:180° 
Bilanțul puterilor : 
S = U I} = 200 (1,444 + j 2,59) = 288 + j 518 
P = ri +r + rn = 286 W 
Q = ol? + oL? + 20MI,la cos (pi — p2) = 516 VAR 
Tensiunea la bornele bobinelor: 
U, = jol, + joMI, + nl, = (3 + j- 20) (1,444 — j 2,59) + 
+ 7 +15 (— 0,73 — j 2,388) = 91,93 + j < 10,04 = 92,5 ei: 6°30 m:180* 
U, = jolla + rala + joMI, = r;l = 50 (2,16 — j 0,2015) = 
= 108 — j 10,06 = 108,4.e—i- 5°20 7:180 
Se verifică relația: . 
U = U, + U, = 91,93 + j 10,04 + 108 — j 10,06 = 200 V. 


Problema nr. 1.84. Să se determine intensitățile curenților prin laturile 
rețelei din figura 1.84, a. Se cunosc valorile instantanee U, = 8,6 V2 sin (ot + 
+ 35°30” z:1800), U., = 29,4 V2 sin (ot — 35°20' x: 180°), i = 8,95 VZ sin (ot — 
— 26°34’ x: 180°) ale generatoarelor de tensiune și curent din rețea. Elementele 
de circuit au valorile: R, = 30; R: =8 Q9; R = 5 Q9; L = 1,27 mH; L, = 


=2,54 mH; C, = 106 uF. Frecvența 
identică pentru toate generatoarele 
este de 500 Hz. 


Soluție : 
Reprezentările în complex ale sur- 
selor sînt (fig. 1.84, b): 


a) U = 8,6 + €i35%30' 180 — 
„6 (0,814 + j 0,580) =7 + 5j 
b) Ue, = 29,4 » €i35'25"n:180 — 
= 29,4 (0,816 + 
+ j 0,578) = 24 — 17 j 


I = 8.05 » ei2634' n:180° — 
S 2 


= 8 


= 8,95 (0,895 — j 0,447) = 8 — 4] Fig. 1.84 
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Reactanţele din circuit sînt: 
Xei = — OC, = — 1/2 x 500. * 106 : 10° = — 3 Q; 
X sg = lg = a 00A Tansa; 
AX pa = Oy == 2 7900-.2-542.10 95.0 


Determinarea intensităților curenților se poate face prin aplicarea metodei 
curenților ciclici. Deoarece rețeaua conţine un generator de curent, ochiurile 
independente (în număr de 0o=/—n+l= 3) trebuie alese în așa fel 
încît latura ce conține generatorul de curent să fie parcursă de un singur 
curent ciclic. Pentru urmărirea comodă a scrierii ecuațiilor, rețeaua a fost 
rearanjată sub forma din figura 1.84, c. 

Fie 14, 15, I; curenţii ciclici în ochiurile precizate în figura 1.84, c. Ecua- 
țiile curenților ciclici pentru aceste ochiuri se scriu: 


Zl aj Ze (Zi Sp I>) E Ua Ex U. 
Za (I2 — Li) + Zola + 13) = — Ue 
Zl: + 13) — U = 0 


Ţinînd seamă că între curentul ciclic 13 și curentul Z debitat de generatorul 


de c irent există egalitate și că prin urmare este cunoscut prin datele problemei, 
ecuaţiile se scriu sub forma: 


Ii(Za + Za) — LZ = Ua Ue 
— Lia + L:(Zs + Za) —U.: 
Z2: + 1) =U 
Înlocuirile numerice în primele două ecuații conduc la sistemul: 
Grepen] 
— (5+ 4j) L + (9+ 8j) l: = — 72+), 
prin a cărui rezolvare cu regula lui Cramer se obțin curenții: 


81—12 —(5+ 4j) 
p ISI) 9+ 8j 11 — 143j_1-13j_ 
LE pere a a a E ai Ta e a d 


i 2i 
A 55 + 33] 5+ 3] ai. T 2) 
| 8 +j i cae 
' —(5 + 4j — 72 + j — 374 1 — 34 ; 
== AEL a = —(5—3]) 
5 -+ 33] 5+ 3] 


în care A este determinantul sistemului : 
= (8 + j) (9 +8) — (5 + 4j)? = 55 + 33 j = 11 (5+ 3)) 
Din cea de-a treia ecuație se găsește: 
U =4(1 +i) (15+ 3j +8 — 4j) = 8 (2 + j) = 17,89 e20 3m1 
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Intensităţile curenților prin laturile rețelei din figura 1.84, a, var fi deci: 
Ii = I, = 1 42 j = 2,236 ei63'26 m180 
i} = 2,236 2 sin (œt + 63°2x6' : 180°) 


dy Sa EA = SCT => 2 -+ j — 2,236 ej26*34' 7c:180* 


Ra 8 


ia = 2,236 V2 sin (eot-+- 26°34' 7:180%) 
Li so da de Selo Dj le 3] = 45) 10,403 6 20 plete 
îs = 6,403 |2 sin (wt — 51%20' 7: 180%) 


IÎXza 8J 


E 82E) 4 —2j — 2,236 e— 18326 r180 , 


i, = 2,236 |2 sin (ut — 63°26' x:180%) 
Problema nr. 1.85. Să se calculeze puterile în elementele rețelei din 
figura 1.85, a și să se efectueze bilanțul puterilor. Inductantțele L, și L, sînt 


perfect cuplate (coeficient de cuplaj unitar). Se cunosc: U, = V2 cos ut; 
i = V2sin ot; Ri =2Q; R, = 5Q; C = 1 0004F; L, = 0,1 H; L, = 0,4 H; 


«w = 100 rad/s. 


Solutie : 


Inductanţele L, și L, avînd coeficientul de cuplaj unitar, rezultă că M = 
= VLL, = 0,2 H, că circuitele cuplate au un raport de transformare 


na =2 și că 
L, 


transformatorul perfect format din înfășurările L, și La 


poate fi reprezentat printr-un transformator ideal ca în figura 1.85, b. 
Pentru rețeaua echivalentă din figura 1.85, b se scrie: 


U "3 
I === 0,5; i, = 0,5 2 cos ot 
1 
U ; 
I, =—— = — 0,1 j; i= — 0,1 V2sin ot 
E joL, 
Us = nU, = nU, =2 
U Sa 
dp > 0 îi = 0,42 cos ut 
2 
o = În + I +7” — I = 0,5 — 0,1 j + 0,8 — j = 1,3 — 1,1] 
1 r : 
U, = — I = —j:10-j= 10 
joC 
U, 


Puterile în elementele rețelei sînt: 
Pa = Ru? = 2 (0,5)2=0,5W 
Pre = Ra I} = 5 (0,4)2 = 0,8 W 
Qı = oL, = 10 (0,1)? = 0,1 VAR 
Qo = — > I? = 10 -12 = — 10 VAR 
wC 
Transformatorul fiind ideal, P,, = Q, = 0 
Puterea aparentă debitată de generatoare este: 
S = Uli + Us = —11j + 1 (1,3 + 1,1 j) = 1,3 — 9,9) 
P=1, W; Q= —9,9 VAR 


Bilanțul puterilor este prin urmare verificat. 
De remarcat că puterea reactivă în circuitele cuplate din figura 1.85, a, este: 


oL (I) + oL — 2o MII cos (I; 13) = 10 - 0,65 + 40 : 0,16 — 
— 40 -0,4 -0,8 = 0,1 VAR, 

în care I, = I, + nI = —0,1 j+ 0,8 şi I, = V0,65 = 0,806 
Valoarea obținută coincide cu valoarea Q,, calculată pentru rețeaua din 
figura 1.85, b, cum era și normal deoarece schemele sînt echivalente. 

Problema nr. 1.86. Pentru circuitul din figura 1.86, să se calculeze căderea 
de tensiune “ç la bornele condensatorului C. Se cunosc valorile elementelor 
de circuit, coeficienții de dependență æ și g și t.e.m. aplicată. 
Solupie : 

Teorema Kirchhoff I aplicată nodului A și apoi nodului B conduce la: 

IL = U.l R+ gU, 
1, za gU. ia al = g(1 = a) Ue — aU ,|R 


Căderea de tensiune Uç la bornele condensatorului C va fi prin urmare: 


1 r= U 
U= — L = NU, -2 , 
juC joC jo RC 
de unde: 
U = ae a] 
.—€ 3 
R joC 
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Problema nr. 1.87. În rețeaua 
din figura 1.87, în care transfor- 
matorul este ideal, se cere să se cal- 
culeze curentul 7, și căderile de ten- 
siune din primarul și secundarul 
transformatorului U,, respectiv U, 4O) 
Solutie : 

Se va aplica metoda curenților Fig. 1.87 
ciclici. Numărul ochiurilor indepen- 
dente este: o =} — n + 1 = 5 — 3 + 1-= 3. Alegînd curenții ciclici t4, 72, 
13 cu sensurile figurate, ecuațiile curenților ciclici, în complex simplificat, 
se scriu: 


U, = Al + Uı 
0 = U, — Zals — Zo(da + 13) = U, — (Za + Z) la — Zals 
E a A 3 PASA a A 0 
la care se adaugă ecuațiile transformatorului ideal: 


U lUs = mlna = n 
Ille = mjn = AL sau IJI, = ifn 
n 


Din ecuațiile de mai sus se obține: 


Pe U (Z, + Za) — ZUe = U Za + Z) — ZUe 
gá (Ze + Za) (Za + Za) — Z3 ZZ + Z-Z, + ZZ 
1 
(Ue mn ZI: T (Z3 + Z,) seci ZU. 

n 


T N i ide E 
ZZ + Zafa + Z422 


expresie din care se deduce: 
i LARA A 
1 Zu(Za — Za) E n 
n ZZ, + ZZ, + ZaZa | O 5 ZaZa + ZZ, + Z2 
sau 
I EEE eat iC Ca) e R 
n? (Z323 + ZaZa + ZaZa) + Zu(Z3 + Za) 


Expresia lui U, se deduce din prima ecuație: 


Zi; + Za) — nZ,Z 
U, =U, — Zi l= u, |1 = e | 
n? (ZZ; + ZZ, + ZZ) + ZZ + Za) 
= U, n (ZaZa + Z324) + ZiZa iar 3 EI U, 
n 


1 
n (ZZ; + ZaZa + ZaZa) + — Zi(Za + Za) 
n 
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1.8. METODE DE REZOLVARE A CIRCUITELOR ȘI REȚELELOR 
DE CURENI ALTERNATIV 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 1.88. Se dă circuitul din figura 1.88, a, în care impedanțele 
sînt egale: Z = (3 + j4), iar tensiunile electromotoare ale generatoarelor 
sînt egale ca mărime și în fază: U., = U, = U. =200 V. 

a. Să se calculeze curenții Z, L, I, în situaţia în care întreruptorul (K,) este 
închis, iar (K}) deschis și să se efectueze bilanțul puterilor. 

În această situație să se verifice curentul I folosind tecrema generatorului 
echivalent de tensiune. 

b. Să se calculeze curenţii I’, Li- I în situația în care întreruptorul (K,) 
este deschis, iar (K,) închis și să se efectueze bilanțul puterilor. 

Să se verifice în această situaţie curentul Z, cu ajutorul teoremei genera- 
torului echivalent de tensiune. 

c. Presupunînd închise ambele întreruptoare, să se calculeze curenții în 
laturile reţelei, folosind oricare din teoreme. 


Indicatii și răspunsuri: 


a. În situaţia în care (K,) este închis, iar (K,) este deschis, reţeaua este 
cea din figura 1.88, b. 
Aplicînd teorema curenților ciclici se obține: 


Ji => Li = 49,2 ]29,60 —.32,67 77m8 
Ia == 1; = 33,6 — j 44,8 — 56 e— j 53° x:180° 
i = L ag I = 14,4 — j 19,2 = 24 e— j 53° n:180* 


Fig. 1.88, a, b,c, d 


152 


Bilanţul puterilor: 
S = Uuli + UI} = 17280 + j 23040 


Din teorema generatorului echivalent de tensiune (Thevenin): 


U ; 
IE zi 14,4 — j 19,2 
Z A Bo 


Schema generatorului echivalent de tensiune este dată în figura 1.88, f. 
b. (K,) deschis, (42) închis (îig. 1.88, c). 
Aplicînd teorema curenților ciclici în cele două ochiuri se obține: 


L = Ii = 24 — ] 32 = 40 e— Î53* m:180° — T 


l, = Is =0 
Bilanțul puterilor: 


S = 3U,I1* = 609 (24 + j 32) = 14400 + j 19200 
P = 3RR = 3-3-40? = 14400 W 
Q = 3X = 3-4-40? = 19200 VAR 
Din teorema generatorului echivalent de tensiune: 


T aude U ABo za 0 

K Z + ZaBo 

c. (Kı) închis; (K>) închis. 

Rezolvînd rețeaua din figura 1.88, g cu metoda curentilor ciclici, se obține: 


I, = Ii = 18 — j 24 = 30 e- i 53° 7:180 


L, = I, = 33 — j 44 = 55 e7 j 53° 7:180 


a 7 15 — j 20 = 25 e- j 53° 7:180° 
a = Li + l= 21 — j 28 = 35 e7 i53 m:180° 


5 = dI + 13 = 36 — j 48 — 60 e~ i53? m:180° 


Iw IN N 


Fig. 1.88, e, f,g 
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Bilanțul puterilor: 
S = Um + Uli + Uesl; = 17 400 + j 23 200 
P= RUE + I2+ 124 13 12) = 17 415 W 
Q =— X(18 + 13 + 12 +E + 12) = 23220 VAR 


Problema nr. 1.89. Se dă circuitul din figura 1.89, a în care toate impe- 
dantele complexe sînt cunoscute: 


Z1 =l; Z; = — j5; Z =j9 

Z, = 2; Ze = ]6; Zio = —)] 10 
Z; = 3; Z, =j7; Zı=— jli 
Z, = 4; Z= j8 


Tensiunea electromotoare are valoarea efectivă U, = 120 V. 
Să se calculeze valorile instantanee ale curenților în toate laturile circui- 
tului, folosind teoremele transfigurării și să se verifice bilanțul puterilor. 


Indicații și răspunsuri : 


Se transfigurează mai întîi triunghiurile ACE și AFD în stele. Reţeaua 
devine ca cea din figura 1.89, b și apoi cea din figura 1.89, c, cu 


Zi Ze : Z oZ 5 ; 
a 09 977 Aa a, Oea a ial 
ZZ Z.Z 
Zo = —= = = 15(] — j Zip = === = — 3,23 + 32,15 
Ei Zi + Z+ Zs l j) S Za + Z+ Zio i 
Z,Z Z.Z 
Zo = 2310 — = 4,61 — j 3,08 Zo = 0 — = 10,8 + j 16,16 
DO Z +Zo+Z i FO Za Zo+Z 
3 . 5 
Zoca = Zoo + Za = 77 ]3 


Zoer = Zog t Zo = 15— j6 


Zoia Zi 6) 3:08 

Zore = Zop + Za = 18,8 + j 24,16 
Z & Zi 

Zap = ŞOCB 'SOEB — 1 505 — j 2,042 

P Zoca + ZoEB i 


Z108 = Zao + Zos = 4,505 + j 0,958 


Zar sZ ri 
VAE E EEE d e AA i: PE 7,72 — J] 0,677 
sd Zone + Zo'FrB 
Zao'B => Zao A Zo'B = 4,49 + j 1,473 
Z AE 
VA = _ZA0B _ ZA0OB_ — 2,25 ai 3 0,607 
E Z 40B + ZAo'B J 


Z, = VAR -+ Z = 2,25 za j 10,393 


Alegînd tensiunea U, origine de fază, curenții sînt: 


U i SIRE i 
Lu = Ea = 2,385 + 11 = 11,24 ei 76*30'n:180 


Z 
I' = ZA40'B — 091 5,617 
= Zope oua +] 
Z 
T” = I Z AOB Sai 1,47 ` 5,372 
=i ZAoB + Zao'B +] 
2088 = 0,325 + j 4,95 = 4,96 ej 93°46’ 7c:180* 
Zoo + ZoEB 
19 = Typ = E T — 0,872 + j 0,675 — 1,105 ei 37°45’ 7:180* 
ZOCB + 4OEB 


Curenţii I,, Îș, Ls 12, 1», lio se determină din condiția ca tensiunile 
dintre nodurile stelei și triunghiului să rămînă neschimbate prin trans- 


figurare : 
l, = Scoir t aoi = — 2,54 + j 6,4 = 6,91 ei 111'40 m:180 
= Zorłl, + Zaołi = 2,78 — j 1,52 = 3,175 e-i 28°40 n:180% 
g Ze i i 
: E 7 + 1 0187 pe o 
15 i E = 2 — ] 2,328 = 3,065 e-i 49°15 n:180 
m Zo'rB e EEEE 
slop Lo eno 266 = 5.27 ei 91°42 n:180 
da= doo 1 ZorB + Zo'pB îi da ati La DA e 
PR E 0 au — o 0,403 + j 0,108 = 0,418 ej 15° 7:180° 
p Zorra + Zo'pB 
I, = o t Lorat. = 0,407 -+ j 5,253 EE 5,27 ei 94°26” n:1800 


155 


— 20 a Lorrta Sa 0,928 + j 1,96 = 2,18 ej 115°20° 7:180° 


= — — 1,7 + j 1,288 = 2,14 ei 37°15 n:180 


Problema nr. 1.90. Circuitul de curent alternativ din figura 1.90, a este 
alimentat de două generatoare, ale căror tensiuni electromotoare au repre- 
zentările în complex simplificat: 


Ua = 12 V; Ua =] 12 V. 
Circuitul e format din următoarele impedantțe: 
1 


Z, =- = — j; %4 = jol, =j 4; Z' = jol =j 
joc; 
Z =—= —j2; Z, = jol =j2; Z =— = —j2 
J&oC J&C 


a. Să se calculeze curenții în toate laturile circuitului și să se verifice bilan- 
tul puterilor. 
b. Să se verifice Ipo folosind teorema lui Thévenin. 


Soluția întâi : 
Problema se poate rezolva aplicînd metoda tensiunilor la noduri dig. 1.90, b). 
Alegînd nodul C ca nod de referință (V, = 0) ecuaţiile respective sînt: 


unde U4 și Up sînt tensiunile necunoscute dintre celelalte două noduri şi 
nodul de referință. 


Rezultă: 
U, =16+j8 
Us = 16 —j4 
Pentru a afla curenții din laturi se aplică teorema a Il-a a lui Kirchhoff, 
unor ochiuri formate din latura care inter:sează și tensiunea cunoscută U% 


sau Up. Rezultă: 
Teco al legaj 
—j 


112 —16+j4 
a pl ia a E R 


16+j8—16+j4 
Tes a ci A at ni A eh A A, 
j2 


RERE a EE f 


1 : 
— + jol 
joC 
Soluția a doua: 
Problema se poate rezolva și cu ajutorul metodei curenților ciclici. Alegînd 


sensuri arbitrare pentru curenţii ciclici Zi, I, I4 din cele trei ochiuri funda- 
mentale ale circuitului din figura 1.90, c, ecuaţiile care se pot scrie sint: 


(Z, = Za) Îi E ZI ZE Ua 


Ba ZI; H (Z3 az Za E3 Zap) I; EE 


— Zl; =0 
— Zale + (Za + Za) I; = —U 2 
Rezultă: 
= 8—j4 
LI» = 6 
Is=—8-+]8 
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Fig. 1.90, c, d 


Se obțin aceleași valori ale curenților Z; . 


b. Curentul I, se poate exprima cu ajutorul teoremei lui Thevenin: 


unde Zgco este impedanţa de mers în gol a rețelei pasivizate (fig. 1.90, d): 


Z.Z as 1 4 
Far + Zan) 2 Fi DGD 
Z E a E e ee e a =s == 
2 BCO aa 


Tensiunea de mers în gol este: 


—j + j4 


Z Z 
-== + Zas + Za —j2+j2+ 


U bco =U e — Z Zola, 


unde [> este curentul ciclic în rețeaua din figura 1.90, d, care provine din 


reţeaua inițială în absența impedanței Z Za: 
Rezultă: 


44 


Se obține aceeaşi valoare ca la punctul a), 
dar cu semn schimbat. 


Problema nr. 1.91. Un condensator elec- 
tric este conectat în paralel cu rezisten- 
ţa R, pe una din laturile punţii Wheatsto- 
ne Rp Ra Ra, La: 

La echilibrul punţii rezistențele sînt egale: 

R, = Ra = Ra=R 


Să se determine în această situație ca- 


pacitatea condensatorului C. 


Răspuns : 
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Problema nr. 1.92. Două surse de curent alternativ, de tensiuni electro- 
motoare U„ = 100; Usa =] 100, de impedanţe interioare neglijabile, ali- 
mentează un circuit format din patru impedanțe conectate ca în figura 1.92. 

Să se calculeze valorile instantanee ale curenților în toate laturile circuitului 
Și să se efectueze bilanțul puterilor. Se cunosc: R = 200; ol, = ol, = 
Indicații și răspunsuri : 


Problema se poate rezolva prin mai multe metode: prin aplicarea teore- 
melor lui Kirchhoff direct și matricial, prin aplicarea metodei curenților 
ciclici direct și matricial. 


Solutia I: 
Aplicînd teoremele lui Kirchhoff se obține sistemul: 
(R + jol) L + joLsla + joLisls + JoLali — jolal: = Ua 
joLsIs + JoLasli — joLala — joLasla + JoLala = Ue 


ÎL + da = 13 
Rezultă: 
= —)]5 
I, = 5(2 + j) 
13 = 10 


Forma matricială a teoremelor lui Kirchhoff: 


I [NJ(1]=0 


II (C(ZILII = [CI [U] 


ian tie i e îi 101 în A 
Pa A stie MII ra 7i liij) Ua 


Í; 


Jo Las — joLas jo Ls 
Se obţin rezultate identice. 


Soluția II: 


Aplicînd metoda curenților ciclici se 
obțin ecuațiile: 
(R + joLs + joLa + 2joLi) Dn + 
+ (jols + joLas — jLa)12 = Ua 
(joLa + joLis — joLa) La + 
+ (joLa + joLa — 2 jolas) = Ua 
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Forma matricială este: 
[ZI[1)=(U.)] 
R + joL, 0 Jo Las 1 0 
Jo La “joka | 
JoLa3 — o Las Jos 


1 
[ZICI ZI IC] F 1 | 


|“ + joli + joLas+ joli + jols —joLa + JoL3 + jols | A 2 Pal 
Jo La — JO Las — jo Las + jols JoLa — JoLas — JoL + Jo La I, U a 


bu 119) [5109 
jio  j10]l7] lj100 


zm =4i0|) -] a HA 
=- A (=j 24+j3] 2061+) |—-j 2+j3 


A. 10 j j Halk =a 
[L] = [ZTH E] = 200 (212 j) În Zj | oo| „| A ai ii 
— 5] — 5] În 

|- E +)) a 
) Is 


5(2 +j 10 
Problema nr. 1.93. Un circuit electric monofazat este format din trei 
bobine identice, avînd rezistența R și inductivitatea proprie L. Două dintre 
aceste bobine sînt legate în paralel și ansamblul astfel format este legat în 
serie cu a treia bobină. Între bobina 7 şi 2 există cuplaj magnetic, inductivi- 
tatea mutuală dintre aceste bobine fiind M. Sistemul fiind alimentat sub 
tensiunea la borne, 


1 0 
atare | 
1 1 


Se obțin aceleași valori. 


u, = 2U, sin ot, 


se cere. 


a. Să se calculeze valorile instantanee ale curenților prin cele trei bobine 
și să se efectueze bilanțul puterilor. 


A o— îi ORS N b. Să se calculeze impedanța echi- 
valentă dintre bornele de alimentare 
U, 4, ale circuitului. 
e Aplicație numerică: 
R= 1009 
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Răspuns : 


a. Curenţii din cele trei laturi sînt: 
1, = 6,21 -e7170 n:18% — 6,17 — 30,77 
Ta == 2,8 e—j + 33°30 n:180* — 2,34 E j 1,54 


FE — 3,9 ei: 11°20 m:180 — 3 83 + j 0,77 
Bilantul puterilor : 


S = U: Ii = (617 + j77) VA 
P = R(R + R + 12) = 615,5 W 
Q = olL(R +E + 13) — 2 oL, cos (ei — p) = 307,75 — 230 = 77,715 VAR 


b. Impedanța echivalentă între bornele de alimentare ale circuitului este 
prin definiție cîtul dintre tensiunea la borne și curentul de alimentare: 


ARE = = 16,1 ei:710m:180 — 15,95 + j 2,01 
=1 


Capitolul 2 


REȚELE ELECTRICE TRIFAZATE 
ÎN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL 


2.1. BREVIAR DE ANALIZA REȚELELOR ELECTRICE 
TRIFAZATE ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC 


2.1.1. REŢELE TRIFAZATE ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC 


2.1.4.1. Sisteme polifazate. Un sistem format din circuite monofazate 
parcurse de curenţi alternativi de aceeași perioadă și defazați între ei, sau 
avînd tensiuni electromotoare sau la borne de aceeași perioadă și defazate 
între ele, se numește szstem pohfazat. Fiecare din circuitele monofazate com- 
ponente se numeşte o fază a sistemului. 


Un sistem polifazat cu m faze se numeşte szmetric dacă tensiunile la borne, 
tensiunile electromotoare și curenții fazelor au aceleași amplitudini și dacă 
defazajele dintre tensiunile sau curenții oricăror două faze consecutive sînt 


egale și egale cu 21. Sistemele polifazate în care nu sînt satisfăcute toate 
m 


condițiile de mai sus se numesc sisteme nesimetrice. 

Nesimetria unui sistem polifazat se numeşte parțială, respectiv totală, 
după cum prezintă nesimetrie numai tensiunile sau numai curenții, respectiv 
ambele specii de mărimi. 


Un sistem polifazat se numeşte necatenat dacă are circuitele monofazate 
izolate galvanic unul de altul. Un astfel de sistem cu m faze are 2 m conducte. 
Un sistem polifazat se numește catenat dacă are legături galvanice între faze. 

2.1.1.2. Sisteme trifazate. Un sistem polifazat se numește trifazat dacă 
numărul său de faze e egal cu trei (m = 3). 

Regulile de asociație a sensurilor de referință ale tensiunilor la borne și 
ale curenților, în cuplajul stea și în cuplajul triunghi, se bazează pe regulile 
de asociație cunoscute de la generatoare și de la receptoare, și sînt specificate 
în figura 2.1.1. şi în figura 2.1.2. 
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În figuri au fost folosite următoarele notații, considerate în reprezentarea 
în complex simplificată: 
Lis Zar Za impedanțele fazelor receptorului în stea ; 
Zau,  impedanţa firului neutru; 

Zi? Zə» Za,  impedanțele fazelor receptorului în triunghi; 

Us Us Uy tensiunile de fază la bornele generatorului; 

Uin, Un, Usw, tensiunile de fază la bornele receptorului în stea; 

Uiz} U, Us, tensiunile de linie la bornele generatorului în conexiunea 
în stea și în conexiunea în triunghi; 

APR APR A curenții de linie în conexiune în stea și în conexiunea în 
triunghi ; 

Ios Tardy curenții de fază în receptorul cu conexiunea în triunghi; 


Us, tensiunea la bornele firului neutru sau, în cazul sistemului 
fără fir neutru, tensiunea dintre punctul neutru N al recep- 
torului și punctul neutru Ô al generatorului; 


Iv, curentul prin firul neutru. 


Reprezentările polare ale tensiunilor la borne în conexiunea în stea și a 
curenților în conexiunea în :riunghi sînt cele din figura 2.1.3 și figura 2.1.4. 
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Fig. 2.1.4 


Fig. 2.1.3 


Între reprezentările în complex simplificat ale tensiunilor de linie și de 
fază pe de o parte și între cele ale curenților de linie și de fază, pe de altă 


parte, există următoarele relații: 


Uin — Uon = U S U., — Uz, li — Ia = l, 
Uz — Us = Uz = Us — Us, Ia — l = Í, 
Izi — 12 = I3, 


Us — Uin = Us = Us— Us, 
Uin = Uz — Uan = Us — Us 

Un sistem trifazat simetric de mărimi se numeşte de succesiune directă, 
respectiv de succesiune tnversä, dacă mărimile asociate fazelor 7, 2, 3 se pot 


exprima în complex simplificat, succesiv, sub forma: 
Gi =G, Ga = °G, Ga = 4G, 


respectiv sub forma :. 
Gi =G, G = 4G, G; = a, 


unde a este un operator complex care satisface următoarele relații: 


pan A su 

4e Aaen e 

4re 2re 
2 ge. FIG 
a? = e e i 
a= N 
at = a, 

ȘI 

a+-a+i=0. 


Un sistem trifazat de mărimi este de succesiune omopolară (sau nulă) dacă 
Gi =G, G =G, Ga =G. 
Un receptor trifazat este echilibrat dacă impedanțele tuturor fazelor 


lui sînt egale. 
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2.1.1.3. Receptorul trifazat echilibrat sub tensiuni la borne simetrice. 
În acest caz 


U, = AU, ȘI Un = aU, 
U, = aU, i Usi = aU 2 


Fie U, și U, valorile efective ale tensiunii de linje și respectiv de fază, 
la bornele. receptorului, iar I, Și Z, valorile efective ale curenților de linie, 
şi respectiv de fază. 


a. Pentru conexiunea în stea: 
| U| = | Ual > | U| == |V] == | Uax | = | Uszy | = Ų 
|U] = | Uz] = | Uz | = U 


Expresia în complex a puterii aparente a unui receptor este: 
S = UI + UI, + Usl = V3U e}? ; 
puterea activă absorbită de receptor este: 
P = Re {S} = V 3U,1, cos ọ, 
iar puterea reactivă absorbită de el: 


Q = Jm {S} = V3 U, sin e, 


în care ọ este defazajul dintre tensiunea la bornele unei faze carecare a recep-— 
torului și curentul din faza considerată. 


b. Pentru conexiunea în triunghi: 
Uz] = | Uz | = | Uz | = U, = U;; 
Zi: = Zs = În = Z = Ze ; 
1] === 
|Z| = |3| = | Iz | = I; 
AEA 


U U U ; U Ş 
I —12 — 12 — j [ — 23 = T. adi, 5 NENE IE 


Expresia în complex a puterii aparente a unui receptor este: 
S = Usalia + Usl + Uslu = V3 U, ei; 


puterea activă absorbită de receptor este: 
P = Re {S} = V3 UI, cos ọ, 
iar puterea reactivă absorbită de el: 
Q = Jm {S = V3U/, sin e, 


în care ọ este defazajul dintre tensiunea la bornele unei faze oarecare a recep- 
torului (egală cu tensiunea de linie corespunzătoare) și curentul din faza 
considerată. 

2.1.1.4. Receptoare trifazate dezechilibrate. În cazul receptoarelor deze- 
chilibrate cu fir neutru (receptor şi generator în stea), fiind date tensiunile de 
fază la bornele de alimentare U,, Uz, Uz, tensiunea punctului neutru al 
consumatorului față de punctul neutru al generatorului se calculează în 
funcție de admitanțele Y,, Y2, Y, ale fazelor receptorului și de admitanța 
Y, a firului neutru cu formula: 


UY, + UY + UY, , 
Y +Y +Y, +Yvn 


Uys 


Curentii ], din cele trei faze au expresiile: 


U= U 
Ty = D > k= l, PAR 3, 
<k 
În cazul receptoarelor dezechilibrate fără fir neutru, cu receptorul în 
stea (fig. 2.1.5), fiind date tensiunile Um — Uym dintre bornele 7,2,3 ale recep- 
toruiui și un punct arbitrar de referință M, tensiunile Uz, pe fazele recepto- 


rului sint date de relațiile: 
Uin = Uim — Unu» 


Uan = Um RS Unum: 


Uy Za Uzm E Unm- 


Fig. 2.1.5 
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Tensiunea dintre punctul neutru N al receptorului și acest punct arbitrar 
M este: 


Y Uim + Xa Uam + X3Usm i 
YFF 
Dacă se dau tensiunile de linie Uz, Ua, Uz. (în general nesimetrice), se 
poate alege drept punct de referință M, oricare dintre bornele fazelor. Alegînd 


Unm = 


faza 1 ca fază de referință, punînd M = 1, rezultă Uim™= 0, Usm = — U2 
Usm = Us; tensiunea de deplasare Uy, a punctului neutru este: 
U Yaa UY 
U = — U, = SAN D= 
Up U IN 
IrL 
iar curenții Î, au expresiile: 
I = eee NE, a ae CNE a Cate NA, | OR E tă 
zl 2. 22 EA FA 13 Z, 


În cazul receptoarelor dezechilibrate fără fir neutru, cu receptor în 
triunghi, dacă transfigurarea din triunghi în stea e dificilă (dacă există cuplaj 
magnetic între faze), curenții se pot calcula prin una din metodele cunoscute 
din teoria generală a rețelelor electrice în regim armonic permanent. 


2.1.2. COMPONENTELE SIMETRICE ALE UNUI SISTEM TRIFAZAT 


Studiul rețelelor trifazate dezechilibrate cu ajutorul teoriei componentelor 
simetrice se reduce la studiul a trei reţele trifazate echilibrate și sub tensiuni 
simetrice. 

2.1.2.1. Teorema lui Fortescue. Un sistem de trei fazori U,, Uz, Uz poate 
fi descompus în următoarele trei sisteme: un sistem omopolar sau de succesiune 
zero S, un sistem de succesiune directă S și un sistem de succesiune inversă 
S, cu următoarele expresii matematice ale fazorilor acestor sisteme: 

în sistemul omopolar: 


Uoi = Uo. 
So U oa = Uo» În care Uo = Ua eiYo i 
Us = Uo» 
în sistemul direct: 
Uz E Ua, 
Sa| Ua = PU a în care U, = U; etè; 
Ug = aUi; 
în sistemul invers: 
Un Ui 
Si | U = aU; în care U, = U, ei 
Us == aU, 
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Fazorii U}, Uz, Uz se exprimă în funcție de fazorii componentelor simetrice 
U „ Ua Ua prin relaţiile: 


Ui = Un + Uat Ua = Ua +t Uit U, 
U = Uz + Ur + Uo = dU, + aUi tH Uv 
Us = Uas t Un + Uos = aUa + aUi +U, 


Fazorii componentelor simetrice U,, Ua, U; se exprimă în funcție de fazorii 
U, Uz, Us prin relaţiile: 


U, = (U, + Us + Us), 
Ua == (U, + aU, + Us), 


U, = = (Uı + a’U, + 4Us) 


2.1.2.2. Rețele trifazate cu receptoare statice 


a. Rejea echilibrată, sub un sistem de tensiuni nesimetrice. Curenții și ten- 
siunile nesimetrice dintr-o rețea trifazată echilibrată (R) se obțin prin su- 
perpoziția curenților și a tensiunilor simetrice din cele trei rețele componente: 
rețeaua directă (R,), reţeaua inversă (R,) și reţeaua omopolară (R,) (fig. 2.1.7). 

Aplicînd teorema a doua a lui Kirchhoff diferitelor ochiuri ale rețelelor 
Ra Rs, Ro, se obţin următoarele relaţii:: 


Ua T ZI , 
U,= Zile 


U, ca (Z z5 3Zy) Li 
sau, notînd 


ca S a N 
l 
N | 
LI 


=) 
| 
© 
l 
9 


4, 


Fig. 2.1.7 
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Ld 


u| | Zg 


u 
|] 
IN 
IT 
„O 
| 
IN 


Fig. 2.18 


Aceste relaţii corespund schemelor echivalente monofazate directă, inversă şt 


omopolară (fig. 2.1.8). 


Componentele simetrice ale curenților se determină deci pe baza schemelor 
din ~ 1% iar curenții di li; Tə, n I rezultă: 


„dă s a L- Lti 41 = = L = +=, 
i i E = 
—— 2 a = a? =4 A =i =° 
B I, = alı + i7 F1 L Z; a Z, + Z, ? 
rS i TA u v 
eE Ie = ala + arhi af Fa += 
; a - Zi Zo 


bi Retea ‘echilibrată alimentată: sub mai multe sisteme de tensiune nesi- 
metiice, ‘Pentru o rețea echilibrată complexă cu mai multe sisteme de ten- 


siuni nesimetrice, U,, Uz, Us, 
Ui, U», Us, Ie Us Us 
(fig. 2.1.9), calculul curenților se 
face determinînd componentele 
lor simetrice, Z, I» I, L, 
I>, I} I”, Ie, I}, care satisfac 
sistemul de nouă ecuații cu no- 
uă necunoscute, care se obține 
aplicînd teoremele lui Kirchhoff 
schemelor monofazate echiva- 
lente directă, inversă și omopo- 
lară (fig. 2.1.10, æ, b, c). 

c. Rejea dezechilibrată sub 
un sistem de tensiuni nesi- 


metrice. Într-o primă soluție 


Zi 


Jo Z KE Ze 


Fig. 2.1.10 
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Fig. 2.1.11 


se aplică metoda tensiunilor auxiliare: fiind dată rețeaua din figura 2.1.11, a, 
în care se cunosc 


U, Uz, Us; Zi, Ze, Za, Zy,» 


pentru determinarea componentelor simetrice ale curenților din rețea se 
foloseşte rețeaua din figura 2.1.11, b, în care în locul impedanțelor Z4, Za, Z, 
se introduc tensiunile la bornele acestora, Ui, Uz, Us. Această rețea se 
studiază cum s-a procedat în cazul rețelei echilibrate alimentată cu mai 
multe sisteme de tensiuni nesimetrice (§ 2.1.2.2, b). Pe baza schemelor echi- 
valente directă, inversă și omopolară (fig. 2.1.12), cu ajutorul teoremei a 
doua a lui Kirchhoff, se obțin următoarele relații: 


U4 — U, = 0, 
U; — U; =0, 
Us + 3Zyl, — U, = 0. 
Acestea împreună cu relațiile: 
Ust Urt U= +la+1), 
U, + @Ua + aU; = Za(lo + ala + al), 
U, + aUa + œU; = Z (L, + ala + aL), 
deduse din legea lui Ohm, Ui = Zl, U: = Zlo, 


ld ~ 
Uy Us = Zala, formează un sistem de șase ecuații cu 
ua îi șase necunoscute, U4 U;, Us, la, Ia» I, Tensiunile 
auxiliare și vu.enții prin elementele rețelei se calcu- 
lează cu relaţiile între aceste mărimi și componen- 
li N tele lor simetrice. 
y, ( Ui Într-o a doua soluție se folosesc impedanțele de 
= calcul: 
1 
Z, = — (Za + Za + Za) 
Jo o 3 Z1 £2 £23)? 
Vo i 
“o ( Za = za (Z, + aZ, + 4243), 
zi ie CAZ ai E 
= — a aZ), 
Fig. 2.1.12 2 = 7 (A t Pi + a2) 
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cu ajutorul cărora se formează următorul 
sistem de ecuații: 
(Z, + 3Zu)le, + Zda + Zal; = U» 

Zalo + Zola + Zli = Ui 

Zils + Zala + Zoli = U, 
în care I, Iz L; sînt necunoscute, iar Z, 
Za Zi Za U„ Ua U, sînt mărimile 
cunoscute. 

d. Rejea dezechilibrată formată din recep- 
toare trifazate dezechilibrate, alimentată sub 
tensiuni la borne nesimetrice. Pentru calculul . 
curenților prin metoda componentelor sime- 
trice, se introduc tensiunile auxiliare, alcătuind sistemul de ecuații al com- 
ponentelor simetrice corespunzător schemelor echivalente directă, inversă şi 
omopolară. De exemplu, pentru reţeaua din figura 2.1.13, schemele echivalente 


sînt cele din figura 2.1.14. 
Notînd componentele simetrice ale tensiunilor și curenților cu: 


i n 1r. , n 2”, r: i Pr, 
Uù Ui 3 Ua > U;, U; > U; > Uz U; „Uo 3 
, "o. 7 n. , a 
I [i I [i la [i L, I;, L; 0 I; Io, L , 


sistemul de ecuații este următorul: 


Fig. 2.1.13 


Us + Ua — Ua = 0, U;:” +U; — U, =0, 
Ua— U4 = 0, U; — U; = 0, 
I;—Lla— a = V, L; ig I; BE I; = 0, 


Us + Us +3271 + SZulo — U, =0, 
U, + 3Zule — 3Zul, — U, = 0, 

T lo — 1, =0, 

U = Zl, [Wish (U=Zl 
U, = Zala, |U2= Zale, |U: =I, 
Us = Zal,  LUs = Zis LU; = Zass. 


În ultimele nouă ecuații se descompun tensiunile și curenții în componentele 
simetrice. 


Fig. 2.1.14 
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Fig. 2.1.15 


2.1.2.3. Reţele trifazate cu elemente dinamice (cu mașini rotative). Pentru 
mașinile electrice echilibrate se definesc următoarele mărimi: 


— impedanța directă 


U 
Z=, 
} 


egală cu raportul dintre componentele directe de tensiune U, și curent I}, 
obținut atunci cînd se aplică mașinii un sistem direct de tensiuni, fiind inde- 
pendentă de tensiunea aplicată în regim nesaturat ; 


— impedanţa inversă 


egală cu raportul dintre componentele inverse de tensiune U, și curent 1;, 
fiind independentă de tensiunea aplicată în regim nesaturat; 
— impedanța omopolară 


U 
Z = =, 


—9 


egală cu raportul dintre componentele omopolare de tensiune U, și curent I, 
fiind independentă de tensiunea aplicată în regim nesaturat, 


a. Rețele cu elemente dinamice, echilibrate, alimentate sub tensiuni la 
borne nesimetrice. Pentru calculul curenților unui receptor dinamic sub 
tensiuni la borne nesimetrice, se utilizează schemele echivalente directă, 
inversă și omopolară în care intervin impedanțele Z,, Z, Z, (fig. 2.1.15), 

În acest fel, calculul curenților din rețeaua dinamică se reduce la calculul 
E E simetrice I4, Î,, 1, din schemele directă, inversă și omopolară 
(fig. 2.1.16). 


Jo lo Jo Za d, Z, 
u( | u | A ( | 
Fig. 2.1.16 


2.1.2.4. Reţele trifazate în regim de 
avarii. Avariile de întrerupere și cele de 
scurtcircuitare în fazele rețelelor trifazate 
se reprezintă prin impedanţe longitudinale 
și, respectiv, transversale (figura 2.1.17 
prezintă un exemplu de avarie de scurt- 
circuit, în care conductele liniei trifazate 
sînt puse la pămînt prin impedanțe de 
valori diferite). 

Pentru calculul componentelor sime- 
trice ale curenților, se aplică metoda 
tensiunilor auxiliare și se întocmesc 
schemele echivalente directă, inversă și 
omopolară reprezentate în figura 2.1.18. În acestea se ține seamă de faptul că, 
dacă tensiunile electromotoare E}, £», E, ale generatorului sînt simetrice, 
componentele inversă E, și omopolară E, sînt nule. 

Aplicînd celor trei scheme a doua teoremă a lui Kirchhoff, se obțin rela- 
tiile: 


Fig. 2.1.17 


E= Zalı F Ui 
0 = ZL T U;, 
0 = ZL + U; 


Pe baza acestor ecuații și a ecuațiilor care exprimă în componente sime- 
trice tipul de avarie, de la caz la caz, se formează sistemul de ecuații care 
determină componentele simetrice ale curenților. 

2.1.2.5. Expresia în complex a puterii aparente a celor trei faze ale unui 
receptor dezechilibrat în funcție de componentele simetrice este: 


S = Uli + Uzia + Usl; = 3(Uslo + Vala + Uii). 


2.2. REŢELE TRIFAZATE ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC. 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 2.1. Un receptor trifazat echilibrat este alimentat cu un sistem 
trifazat simetric de tensiuni electrice. Bobina de curent a unui wattmetru 
este montată în serie cu una din conductele liniei de alimentare. Bobina de 
tensiune a wattmetrului este legată cu una din extremități la conducta pe 
care este înseriată bobina de curent, cealaltă extremitate a ei legîndu-se 
succesiv la celelalte două conducte ale liniei de alimentare. Se citesc la watt- 
metru, în cele două situații, indicațiile 838 W și respectiv 224,5 W, cele două 
indicaţii fiind de același sens. Se cere să se calculeze factorul de putere al 
receptorului. 

Wattmetrul utilizat are impedanța bobinei de curent și admitanța bobinei 
de tensiune neglijabile. 


Za Za L Zi Zo Zo 


Eg Ug | Vi | a) 


Fig. 2.1.18 
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Fig. 2.1 


Solutie : 

Fie Uis, U, Us tensiunile de linie la bornele de alimentare. Deoarece 
puterea indicată de un wattmetru monofazat este totdeauna egală cu pro- 
dusul valorii efective a curentului în bobina de curent cu valoarea efectivă 
a tensiunii la bornele bobinei de tensiune și  cosinusul defazajului dintre 
aceste două mărimi, raportate la bornele polarizate, puterile P, și P, in- 
dicate succesiv de wattmetru atunci cînd comutatorul este închis în pozi- 
tia (a), respectiv (b), au expresiile: 


A N 
P = Usli COS (Us, L) = Uili COS (p -= 30°) == Uli COS (a => 30°), 


N 
P, = Uil cos (Uz2, T1) = Uil, cos (pp + 30°) = UI, cos (ẹ + 30°), 


în care defazajele dintre U, și U} pe de o parte și I; pe de altă parte, re- 
zultă din diagrama tensiunilor de alimentare, pe care s-a desenat și fazorul Z}, 
iar valorile efective ale tensiunilor și curenților de linie sînt notate cu U,, 
respectiv ʻ,. 


Avem deci: 
Pa — P DA oy __ o 
a b __ COS (9 30°) Sos na E E tg p = +E? 
Pa + Py cos (ẹọ — 30°) + cos (p + 30°) V3 
sau 
= PrP 3 838 — 224,5 l 
ọ = arctg Eo = arctg (13 —— | zarctg 1, 
Pa + P, 838 + 224,5 
adică 
p x 45. 
Observaţie. Deoarece 
3 1 
Pa = Ul E cos Ọ + 5 sin 2) 


EA 1. 
P, = vin [i cosg — 7 Sne)» 


cu montajul din figura 2.1, a se pot măsura puterile activă (Pa + Py) și reactivă [3(Pa — P»)) 
absorbite de un receptor trifazat echilibrat. 
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T 
AN 


= (2 HDN 


Fig. 2.2 


Problema nr. 2.2. Un generator electric trifazat de tensiuni simetrice ali- 
mentează două receptoare trifazate echilibrate: primul este în triunghi şi 
are impedanța fazei (2 + j3) Q, iar al doilea este în stea și are impedanța 
fazei (3 + j2) Q . Să se determine curenții totali de linie și puterile activă, 
reactivă, și aparentă debitate de generator, știind că tensiunea de linie a 
generatorului este 380 V. 

Se neglijează impedanța liniei de alimentare. 

Solutie : 

Se transfigurează steaua într-un triunghi echivalent ale cărui faze au im- 

pedanta 


Za = 3Za = 3(3 + j2) Q. 


Cele două triunghiuri au laturile în paralel, astfel încît prin compunere, 
se ajunge la un receptor în triunghi unic echivalent, avînd impedanța fazei 
„egală cu 


t 
ZiZa _ 32 +j3(3 + j2) __ 139 
Za + Za 11 + j9. 11+ j9 


modulul și argumentul căreia fiind, respectiv: 
11 
Z= 2,74 Q, ọ = arctg ri 


Curentții în laturile triunghiului echivalent vor fi egali cu 


Pe e BESA 
Z 2,74 


iar curenții debitați de generator vor fi: 


I, =V3 I, = 240 A 


Puterile aparentă, activă și reactivă debitate sînt, respectiv: 
S = V3 U,Z, = V3 - 380: 240 = 158 000 VA = 158 kVA, 
P = V3 U,I, cos p = V3 - 380-240 - 0,633 = 100 000 W = 100 kW, 
Q = Ẹ\3 U,I, sin e = V3 -+ 380- 240- 0,774 = 122 600 var = 122,6 kVAR 
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© 


Fig. 2.3 


Observație. Se poate proceda și prin transfigurarea triunghiului primului receptor într-o 
stea echivalentă, compunindu-se apoi cele două stele cu fazele în paralel. 3 


Manaa nr. 2.3. O sarcină trifazată este compusă din trei impedanţe egale 
= (4 + j3) Q și este alimentată de la o rețea electrică cu tensiuni sime- 
F 3 x 380 V (între faze) în două moduri: în stea (ca în figura 2.3,4) 
și în triunghi (ca în figura 2.3, b). 
Se cer curenții și puterile absorbite de la rețea în cele două cazuri. 
Soluție : 
n primul caz se obține: 


P' = V3U,1; cos q = V3- 380: 44-0,8 = 23230 W, 
cu 
Z= EF 3=59, cos ọ = > = 0,8. 


1 
1 


În al doilea caz se obține: 


rapi = pa = V3. = S 132 A, 


P"'=)3U,I* cos e = V3- 380-132 :0,8 = 69 700 W 


Prin urmare, curenții și puterile absorbite de la rețea, în primul caz, sînt 
mai mici de trei ori decît în cazul al doilea. 


Observație. Trecerea de la conexiunea în stea la conexiunea în triunghi se utilizează 
uneori la pornirea motoarelor asincrone pentru micşorarea șocurilor de curent şi putere 
absorbite de la rețea în primele momente ale pornirii. 


Problema nr. 2.4. Un generator electric trifazat de tensiuni simetrice, avînd 
tensiunea de linie U, = 1 000 V, alimentează un sistem de bare de impedanțe 
neglijabile la care sînt racordate patru receptoare diferite dar echilibrate, 
notate cu I, II, III, IV. Se cunosc: 
pentru receptorul I — curentul de linie absorbit I, = 500 A și factorul de 
putere cos ọ = 0,8; 
pentru receptorul II — puterea activă consumată P = 70 kW și factorul 


de putere cos ọ = ng = 0,866; 
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pentru receptorul JJI — impedanțţa fazei Z = 9 O și reactanţa fazei X = 7 Q; 
pentru receptorul IV — impedanța fazei Z = 6 Q și rezistența fazei R = 1 Q. 
Receptoarele 7, II, III sînt conectate în triunghi, iar receptorul IV este 
conectat în stea. 
Se cer curenții de linie absorbiți, factorii de putere, puterile active, reactive 
și aparente absorbite de către cele patru receptoare, curenţii de linie debitați 
de generator și verificarea bilanţului puterilor. 


Puterea generatorului electric este mult mai mare decît puterea recep- 
toarelor. 


Solutre : 
Curenţii de linie absorbiți de către cele patru receptoare vor fi: 
1, = 50 A, 
BA at at ii atacat Pai 0005 „re SE 
y 3 Ur cos e È 3 
V 3-1000: -7 


lus hija = V3 = = n= = 192,4 A, 


Ui 1000 
Iv = == 
7 V3Z V3-6 
Factorii de putere ai celor patru receptoare sînt: 


= 96,4 A 


cos ọ; = 0,8, 
COS 9 = 1 2 0,866, 


Ri PRE y92 — 72 _ 565 — 0 623 
ZII pna 9 9 


DCI aci e zi) 067 
ZIV 6 


Puterile active absorbite de cele pâtru receptoare vor fi: 


COS Pi = 


COS Piy = 


á = V3 Un cos e, = 3.1 000- 50- 0,8 = 69]200 W = 69,2 kW, 
Pu = 70 kW, 
Pica ei V3 Ura: COS pr = y3- 1 000- 192,4: 0,628 = 209 000 W = 209 kW, 
Piy = 3 Rivylvy = 3. I 96.42 — 27 800 W = 27,8 kW 


Suma puterilor active absorbite de cele patru receptoare este: 
Z P = 376,0 kW 
Puterile reactive absorbite de cele patru receptoare vor fi: 
Qı = V3 U.I sin e. = V3- 1000- 50: 0,6 = 52 000 VAR = 52 KVAR, 
Qir = Pr tg erp =70 000 i = 40 400 VAR = 40,4 KVAR, 
Qin = 3 Xil in = 3*7-+ 111,12 = 259 000 VAR = 259 KVAR, 
Ov = 3X lv = 3: |62— 12 - 96,42 = 165 000 VAR = 165 kVAR 
Suma puterilor reactive absorbite de cele patru receptoare este: 
E Q; = 516,4 KVAR 
Puterile aparente absorbite de receptoare vor fi: 
Sı = V3- UL, = V3- 1 000- 50 = 86 600 VA = 86,6 kVA, 
Pir 70 000 
cos pir E Va 
2 


SI = 80 800 VA = 80,8 kYA, 


Si = 3 Zar fin = 3:9. 111,12 = 334 000 VA = 334 KVA, 
Siv = 3 Zivliv = 3:6:96,42 = 167 400 VA = 167,4 KVA 
Suma puterilor aparente absorbite de cele patru receptoare este: 
X Sa = 668,8 KVA 


Pentru determinarea curenților de linie debitați de generator se ține seama 
că sistemul dat este echilibrat, și deci cei trei curenți de linie formează un 
sistem simetric de curenți cu aceeași ordine de succesiune a fazelor, ca aceea 


a sistemului de tensiuni de la bornele generatòrului. 
Se poate proceda în două feluri: analitic sau grafic. 


Metoda analitică : utilizînd teorema întîi a lui Kirchhoff, se obține relația: 


l = lı + In + lu + Înv, 


în care toți termenii se referă la una și aceeași fază. Proiectînd această ecuație 
pe direcția tensiunii de fază, a fazei pentru care este scrisă ecuația și pe di- 


recția perpendiculară pe aceasta, rezultă: 
Is, = În COS pr + În COS Pr + Irm COS Pra + Irv COS prv = 
= 50: 0,8 + 46,7- 0,866 + 192,4: 0,628 + 96,4.0,1667 = 217,5 A, 
care se mai numește și „curentul wattat“ debitat de generator și 
Isa = Îi Sin pr + În Sin Pur + Irn Sin Pra + Jiv Sin Qrv = 
= 50 -0,6 + 46,7: 0,5 + 192,4- 0,778 + 96,4: 0,985 = 298 A, 


care se mai numește și „curentul dewattat“ debitat de generator. 
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Prin urmare, curenţii delinie debitaţi 
de generator vor fi egali cu 


directia tensiunii de fază 


1, = VI re = V 217,52 298 = 


Za 3 PIA 


= 136 100 = 369 A 


Factorul de putere la care functio- 
nează generatorul în situația conside- 
rată este 


gw _ 217,5 — 0,59 


COS 9, = 
Pg Ig 369 Fig. 2.4, b 


Metoda grafică: Se efectuează grafic, la scară, suma geometrică din ecuația 
întîi a lui Kirchhoff, scrisă mai sus. 


Defazajele pentru cei patru curenţi sînt: 
PI pas 3r. Dir RI 30°, ỌIII 2 3 Ory x 80°. 


Adoptînd scara 1 cm = 50 A, se obține graficul din figura 2.4, b. 
Prin urmare, 


I, % 370 A, 

cos 9, 2 0,59 
În continuare se utilizează rezultatele obținute prin metoda analitică. 
Puterea activă debitată de generator rezultă: 

P, = V3 U,I, cos e, = 3: 1 000- 217,5 = 376 000 W = 376 kW 
Verificarea bilanţului puterilor active: 
E Pe = P, > 376 kW = 376 kW 
Puterea reactivă debitată de generator este: 
Q, = V3 U,I, sin e, = V3- 1 000-298 = 516 100VAR = 516 kVAR 
Verificarea bilanţului puterilor reactive: 
X Q, = Q, > 516,4 KVAR x516 KVAR 


Problema nr. 2.5. Un generator electric trifazat de putere foarte mare ali- 
mentează printr-o linie electrică trifazată un receptor trifazat echilibrat în 
triunghi. Generatorul este de tensiuni simetrice cu tensiunea de linie Up = 
= 380 V și frecvența f = 50 Hz. Linia de alimentare are rezistență și induc- 
tivitate în serviciu, avînd pe fiecare conductor 3 = r +4- j x = (2 + j 5) Q. 
Impedanța fazei receptorului este 


Z = (30 + j 12) Q. 


Se cere să se calculeze curenții debitați de generator, factorul de putere 
la care funcționează generatorul, căderea de tensiune pe linie și randamentul 
transmisiunii în trei situații: 

4) în situaţia indicată mai sus; 
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Fig. 2.5, a 


b) în situaţia în care:şe montează, în paralel cu receptorul, o baterie de 
condensatoare trifazate în triunghi, de capacitate corespunzătoare com- 
pensării integrale a puterii reactive a receptorului; 

c) în situaţia în care, funcționîndu-se cu ansamblul receptor-baterie de 
condensatoare, randamentul transmisiunii este maxim. 

Care este capacitatea pe fază a bateriei de condensatoare în situaţiile b) 
ȘI Cc). 

Solutie : 

Se .transfigurează triunghiul într-o stea echivalentă. 

Se obține: 


Z = R' + jX = E = (10+ j4) Q 


Receptorul fiind echilibrat, curenții de linie formează un sistem simetric, 
deci este suficient să se determine curentul pe o fază, de exemplu pe faza 7. 
a. Impedanţa totală pe fiecare fază va fi: 


Z,=(12+j9) Q 
Valoarea efectivă a curentului de linie debitat de generator rezultă: 


U, 380 


la = Vaz y3 yiz F > 14,67 A 


Factorul de putere la care funcționează generatorul este: 


R, 12 


COS SR 
Pg Zi V 12 4- 9% 


= 0,8 


Căderea de tensiune pe linie este egală cu diferența modulelor tensiunilor 
de linie la bornele generatorului și la bornele receptorului. În figura 2.5, b 
este reprezentată diagrama tensiunilor pe fază. 


Prin urmare, căderea de tensiune pe linie 
va fi: 


SU = U a => U, = Usi sa V3Z'I, = 380 =s 


— V3- 102342. 14,67 = 380 — 274 = 106 V, 
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iar procentual, față de tensiunea de linie a generatorului, 


LUE 2 <, 100 = 27,9% 


Ug! 
Randamentul transmisiunii este: 


R']2 R’ 10 
y= Pe 0839-2033 
RI R 12 


b. Se transfigurează și triunghiul bateriei de condensatoare în steaua echi- 
valentă. Se obține : 


Pentru compensarea integrală a puterii reactive a receptorului, este necesar 
ca impedanța echivalentă a ansamblului receptor — baterie de condensa- 
toare să se reducă la o rezistență. Prin urmare, admitanța echivalentă va fi: 


1 1 : 10 — j4 a 10 
VIE e a ea C'o = =—— C'o = —, 
= Zr Z +] 116 t] 116 
de unde se obține: 
i 4 4 


= i =—ĦŻ = 109,5: 106F = 109,5 uF 
116 &% 116 - 2750 


Rezultă capacitatea pe fază a bateriei de condensatoare în triunghi: 


C° 109,5 


Valoarea efectivă a curentului de linie este: 


Pec e eA 


V3. YR FFE VS V 13,6? + 5 
Factorul de putere la care funcționează generatorul este: 


R” +r _ 13,6 


r =E M = 0,937 
V (R” + rÈ + x V13,6? + 52 


COS pp = 


Căderea de tensiune pe linie 'va fi: 
èU = Un — V3 Z"I, = 380 — V3 11,6- 15,1 =,380 — 303 ='77 V, 


iar procentual 


ŝU 77 
— 100 = — 100 = 20,20 
380 2% 
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În figura 2.5, c este reprezentată diagrama 
tensiunilor pe fază în această situație. 


Randamentul transmisiunii este: 


R“' 12 R” 11,6 


N) = ——— E= = 
(R” =+ r) R”+r 13,6 


= 0,852 = 85,2%, 


c. Expresia randamentului în cazul general 
Fig. 2.5, c este: 
Rr 
R, +r 
unde R, este rezistența echivalentă pe o fază a stelei echivalente a grupului 
receptor-baterie de condensatoare. 
Impedanța echivalentă totală pe o fază (v. fig. 2.5, a) este egală cu: 


n = 


e aio- ) 
> Că) 
ZIS = 24 15 
Zr — 10 + j4 — — 
C'uw C'w 
Prin urmare, 
1o ( — Fa l )- a (- : 10 : 
C'u C’ C'o C'2092 
R, i ga 
1 X 1 1 
100 + [4 - P= + 116 
C'u C'2092 C% 


și deci randamentul se exprimă sub forma: 
3 10 
1 12 — 16C% + 23202? 


Pentru determinarea condiției de maxim a randamentului, se anulează 
derivata numitorului și se obține: 


ETE Î = 109,5: a = 109,5 uF 
464w  1li6w  116:27 50 


Rezultă capacitatea pe fază a bateriei de condensatoare în triunghi: 


egală cu aceea din situaţia b. 


Observaţie: Se vede că în situația cînd factorul de putere al receptorului este 
egal cu unitatea, căderea de tensiune pe linie este mai mică, iar randameniul transmisiunii 


este mai mare. 


Problema nr. 2.6. Un receptor trifazat în stea, avînd cele trei faze constituite 
respectiv din %4, Ng, ng lămpi cu incandescenţă legate în paralel, este alimentat 
printr-o linie electrică trifazată cu un sistem de tensiuni trifazat simetric 
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cu tensiunea de linie de valoare efectivă U, 
Rezistenţa electrică a fiecărui conductor al liniei 
de alimentare este 7 (inductivitatea fiind neglija- 
bilă), iar puterea nominală și tensiunea nominală 


E nai tal să . i U 
a fiecărei lămpi sînt P, și, respectiv, U, ==: 


Se cere să se calculeze tensiunile de fază aplicate 
lămpilor în două ipoteze: 

a) conductorul neutru lipsește; 

b) sistemul are conductor neutru de rezistență 
electrică ry (inductivitatea fiind neglijabilă). 

Aplicație numerică : 


U, = 220 V; n, = 350; ng= 40; m=20; 
Ps = 100 W; r=0,25 00 7; =05 0. 
Solutie : 


Puterile P,, Pa, P} și rezistențele Ri, R, Rs ale grupurilor de n4, na, na 
lămpi în paralel se calculează din: 


, U? 2202 
P, = mP = 50: 100 = 5000W; Ri = 2 = = 3,22 Q; 
P, 3-5000 


, U2 2202 
P, 3-4000 


, U2 2202 
P, = mP, = 20- 100 = 2000 W; R= # = = 8,06 Q 
P, 3-2000 


S-a considerat că lampa cu incandescență este un receptor pur rezistiv.. 


Rezistenţele R}, Rə, R ale fazelor consumatorului legat la bornele genera- 
torului se obțin adăugîndu-se rezistențelor Ri, Rz, Rs, rezistențele conduc- 
toarelor liniei de alimentare: 


R, = R} +r = 3,22 + 0,25 = 3,47 Q, 
R, = R} + r = 4,03 + 0,25 = 4,28 Q, 
R, = R} + r = 8,06 + 0,25 = 8,31 Q 


Admitanțele complexe ale celor trei faze, care în cazul particular tratat: 
n-au decît parte reală, egală cu conductanța respectivă, sînt: 


A E = = 0,288 S, 


R, 3 
SP a Ce ete iat ca aces) 094 S, 

R, 4,28 
Yes e- 40) 120S 
413 — Y3 Pa aa VA 

Ra A 


Luîndu-se faza întîi ca fază de referință pentru reprezentarea în complex 


simplificată a sistemului de tensiuni de fază de alimentare, acestea se ex- 
primă sub forma: 


U 


—) 1 a 
U, = 127 e = 27| i8) (— 63,5 — j 110) V, 


yam i /ă 
sbe a 27| + j T) (— 63,5 -+ j 110) V 
a. Tensiunea punctului neutru al receptorului față de punctul neutru al 
generatorului se calculează conform relației: 
UY, + UY, + UY, 
AES PESE a 


Schema echivalentă pe o fază (£) a rețelei este desenată în figura 2.6, b. 
Tensiunile de fază aplicate lămpilor vor fi: 


AA 


— (22,0 — 1 19,5) V 


pi R; 
Uin = Usa (1— $) = (Us — Us) E, k=l, 2 3, 


k k 
astfel încît valorile lor efective rezultă: 


Uin = |U — Uy pi = V TOSTE 19,5 = 99 V, 


3, 


Un = | Us — Ux | a = 85,52 + 90,52 AnA 117,5 V, 
2 4,28 


? 


Uin = |U; — Un | Fă = | 85,5? + 129,5? I 150 V 


3 


Supratensiunea maximă e care apare în acest caz este: 


150 — 127 
s, = ——————— 100 2 18%. 
3 127 fo 


7 Ur V; 

Urn 
k e a n 
(4 r Rk Z 


Fig. 2.6, b, c 
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b. Admitanța complexă a conductorului neutru are valoarea 


Ya = e= >= =2 5; 


IN 0, 
astfel încît, cu aceeași notație ca mai sus, 


Uy = UY, + UY, + UY, = 
î Lie a bg CN 
127 - 0,288 — 65,5 — j 110) 0,234 — 63,5 + j 110)-0,120 ; 
sa F J 110) + (—63,5 + j 110) = (5,35 — j 4,73) V 
0,288 + 0,234 + 0,120 + 2 


Tensiunile de fază aplicate lămpilor se obțin ca și în cazul a.: 


in 


Uin =|U,— Ul 2 = V 121,657 4,732 E = 113 V, 


1 , 


AE PREA A ARI = — | 68,852 105,773 A = 118,5 V, 


Ra — V 68,857 + 114,733 205 = 129,7 V 
3 


Us =|U}— U 
sy =| U3 — Uy 331 


Supratensiunea maximă procentuală care apare în acest caz este numai 


129,7 — 127 
Sp = o 100 z 2,12% < Sa 


Se observă că în lipsa conductorului neutru, lămpile de pe faza 3, 
mai descărcată (cu rezistență mai mare și curent mai mic), sînt supratensi- 
onate inadmisibil (x 18%). Acest exemplu ilustrează necesitatea utilizării 
conductorului neutru în rețelele trifazate de distribuție, pentru reducerea 
variațiilor de tensiune la bornele consumatorilor dezechilibrați montați în 
stea. 

Problema nr. 2.7. Un generator electric trifazat de tensiuni simetrice, cu 
tensiunea de linie U, = 380 V, alimentează printr-o linie trifazată de impe- 
danță neglijabilă cinci receptoare montate ca în figura 2.7, a. Primele trei 
receptoare sînt pur rezistive și au puterile Pr = 9 500 W, Pu = 3800 W, 
Piu = 5 700 W. Receptorul al patrulea este un motor electric care absoarbe 
11,4 kW, la un factor de putere 


3, 
inductiv cos ọ = LE jar recepto- 


rul al cincilea este un cuptor elec- 
tric cu puterea aparentă 15000 VA 


și factorul de putere cos ọ = Ii 

Se cer curenții absorbiți de re- 
ceptoare și curenții debitați de gv 
nerator. Să se verifice bilanțuu 
puterilor. 
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Solutie : 


Curenţii absorbiți de cele cinci receptoare vor fi: 


n aste ea OO E A 
U, 380 
Iu = ian = 10 A, 
U, 380 
Ii E PIII — 5700 = 15 A, 
U, 380 
RR 9 E AN OP mu, > 204, 
3. 380.15 
V 3 + 380- -> 
15 000 
PA = lyg l= V3- 380. = 22,8 À 
Puterile active absorbite de cele cinci receptoare sînt: 
Pı = 9 500 W, 
Pir = 3 800 W 


Pin = 5 700 W, 
Pr = 11 400 W, 
P= 1 000 - 12 = 10 600 W 
Suma puterilor active absorbite de cele cinci receptoare este: 
È Pa = 41 000 W. 


„Puterile reactive absorbite de cele cinci receptoare vor fi: 
Qr = On = Qm = 0, 
Qn = Patgọo = 11 400 -== 6 580 VAR, 


Q, = P, = 10 600 VAR 
Suma puterilor reactive absorbite de receptoare este: 


50, = 17 180 VAR 


Pentru determinarea curenților de linie debitați de generator se face calcu- 
lul pe fiecare fază în parte. Se utilizează teorema întîi a lui Kirchhoff și se 
poate proceda prin două metode. 


1. Metoda grafică. Se efectuează grafic, la scară, suma geometrică a curenți- 
lor absorbiți pe fiecare fază în parte. 
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Defazajele curenților rezultă din figu- i 
ra 2.7,a, ţinîndu-se seamă de carac- K 
terul sarcinilor receptoarelor. 

Se lucrează la scara 1 cm = 20 A și 
se obține graficul din figura 2.7, ðb. 

Folosind rigla şi raportorul, rezultă: 


Iu” 72 A, Pig X Io: 
la, 72 A, Pog 280, 
I% 60 A, Pap Z 23 
2. Metoda analitică. Proiectînd fazorii 
curenților care intervin în prima teoremă 
a lui Kirchhoff, corespunzător fiecărei 
faze, pe direcția tensiunii de fază res- 
pective și pe direcția perpendiculară pe 
aceasta, se obține: 


Tig COS Pig = Zi Cos 30° + Irr cos 30° + I,m cos 30° + I cos 45° = 
= 25" ijs ERT HA + 22,8. LE = 68,14 A, 

I, Sin pg = — J Sin 30° + Ir sin 30° + Im sin 30° + Î, sin 45° = 
Sa po A 22,8: A 


Lag COS Pag = În cos 30° + Iir cos 30° + Iam cos 30° + Is, cos 45° = 


e id o o ER 22,8- V2 63,74 A, 


12g Sin Poy = Ii Sin 30° — Ir sin 30° + Iam sin 30° + Iz, sin 45° = 
> r 
=29 3 aA 2-4 20:22 + 228: = 33,64 A; 


sp COS Pag = În COS 30° — Jr cos 30° + Ia cos 30° + Ig, cos 45° = 


— 10- LEE oa 20 OL pă Y2 55,14 A, 


Tag Sin pa = Iu sin 30 — Irr sin 30° + Ia sin 30° + Iz, sin 45 = 


— 15. +20: 2 + 22,8. Fa = 23,64 A; 


ae 
d 


prin urmare, 
I = V 68,142 + 21,14? = 71,4 A, o ri cu 
Ia, = V 63,742 + 33,64? = 72,1 A, Pag = 2750, 
Is, = V 55,142 + 23,64? = 60,0 A, Pay = 23°15" 


În continuare se utilizează rezultatele obținute prin metoda analitică. 
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Puterea activă debitată de generator este: 
Ta = U RT cos Pig + Ulog COS Pag -+ Uday COS Pag = 
__ 380 


-7 


Verificarea bilanţului puterilor active: 
E P = P, > 41 000 W x 41 050 W 
Puterea reactivă debitată de generator este: 
Q, = Uulag Sin Pig H Ualog SIN Pog H Uslag SIN ag = 


___ 380 


Se 
Verificarea bilanţului puterilor reactive: 
X Q, = Q, —> 17 180 var x 17 200 VAR 


(68,14 + 63,74 + 55,14) = 41050 W 


— (21,14 + 33,64 + 23,64) = 17200 VAR 


Problema nr. 2.8. Trei receptoare trifazate (v. fig. 2.8, a) se leagă în paralel 
la o linie electrică de alimentare trifazată, fără pierderi, cu tensiuni de linie 
simetrice, de valoare efectivă U, și pulsație œ. 

Se cere: 

a) să se determine curenţii de linie absorbiți de sistemul celor trei recep- 
toare; 

b) să se determine curenții în cele trei faze ale receptorului în stea; 

c) să se efectueze bilanțul puterilor active și reactive ale consumatorului 
constituit din cele trei receptoare. 

Aphcahe numerică : 


R=10:; NI ETE O, 
oC 


= 250; U,= 200 V. 
Solujie : 

Ţinind seamă că impedanța 
conductoarelor de alimentare este 
neglijabilă, montajul alcătuit din 
cele trei receptoare se poate repre- 
zenta ca în figura 2.8, b. 

a. Transfigurînd receptorul în 
stea, ale cărui faze au impedantele 
complexe: 
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într-un receptor în triunghi echivalent, impedanțele complexe ale laturilor 
acestuia vor fi: 
Z Z Zaz 2-2 . i i j 
Zi, = ema t ooto T Eod = —j59, Z% =j5Q9, Zu=250. 
— 30 
Impedanţele echivalente între perechile de borne de alimentare ale siste- 
mului de receptoare rezultă: 


1 1 
i a a RSR i Ta SE —25 9, 
ră det o 
R joL Zie 25 j5 j5 
1 1 
Za = 3 F i j | = 259, 
=ke = Pete e 
R Za 25 5 "js 
1 1 
Zu = 1 iN Ca i = 259 
J ) 
JU Ga > si d- parea 


Receptorul în triunghi echivalent cu cele trei receptoare date este deci 


echilibrat și pur rezistiv, iar curenții de fază absorbiți de către acest receptor 
au valorile efective egale, 


U, 200 
12 23 31 Zi 25 


> 


constituind un sistem simetric de curenți, în fază cu tensiunile de linie corespun- 
zătoare. 


Curenţii de linie absorbiți de sistemul celor trei receptoare au valorile efective: 
I =I, = l = I Y3 = 8 V3 = 13,854, 


constituind și ei un sistem simetric de curenți, în fază cu tensiunile de fază 
corespunzătoare. 

b. Utilizînd transfigurarea de mai sus, curenții în fazele receptorului în 
stea se calculează determinînd mai întîi curenții în laturile receptorului în 
triunghi echivalent cu receptorul în stea. Considerînd originea de fază aceea 


corespunzătoare tensiunii stelate U,, U, = U, = 200/ | 3 V, se obţine: 


Va dl 
y. 20|3+iz | 
e e oa = (20411 34.64). A, 
L 12 zi, 5 Te ) 
ij i 
PER RE e 40 A, 
Zas j5 
3 
Va o (= +] 6,93 + j4) A 
D= = = (—6,93 + j 
£ 31 Zi, 25 ( t] ) 


Prin urmare, folosind notaţiile și sensurile obișnuite, curenții căutați sînt: 
Ii = Ta — D= (—13,07 + j 30,64) A, 
I, = Iss — Iia = (—20 — j 34,64) A, 
I; = Iz — Iz = (33,07 +j 4) A 


Se verifică faptul că suma curenților în fazele receptorului în stea fără con- 
ductor neutru este nulă. 

c. Puterile activă și reactivă absorbite pe la borne de către sistemul celor 
trei receptoare sînt: 


P = V3U,I, = V3: 200- 13,85 = 4 800 W, 
Q = 0, 


deoarece sistemul, în ansamblu, este echilibrat și pur rezistiv. 
Suma puterilor active consumate în rezistoarele celor trei receptoare este: 


SP, = 20 RI = 2.20% q 1. (202 + 34,642) = 4 800 W 
i R i 25 i 


Suma puterilor reactive consumate în bobinele și condensatoarele celor 
trei receptoare este: 


SO E RE, d, AT oa hole a 
wL WG 


= 5 (33,072 + 42) — 5(13,072 + 30,642) = 0 
Prin urmare, bilanțul puterilor active și reactive se verifică. 


Problema nr. 2.9. Un generator electric trifazat, de putere nominală mult 
mai mare decît puterea consumatorilor, alimentează două receptoare în stea, 
montate ca în figura 2.9, a. Se dau tensiunile electromotoare de fază ale genera- 
torului și impedanţele fazelor celor două receptoare. Punctele neutre ale celor 
două receptoare fiind legate printr-un element de impedanță dată, se cere să 
se calculeze intensitatea curentului prin acest element și tensiunea electrică 
dintre punctele neutre ale celor două receptoare. 


Soluție : 


Fie Y,, Y, Y, și Yu, Y, Y; admitanţele fazelor celor două receptoare 
în stea, Zu, impedanța introdusă între punctele neutre ale celor două recep- 
toare și U,, Ua, Uz tensiunile electromotoare de fază ale generatorului, care 
se pot considera egale cu tensiunile de fază la bornele lui (deoarece puterea 
generatorului fiind mare față de puterile receptoarelor, se pot neglija impe- 
danțele interioare ale generatorului). 

Notîndu-se cu U y și U y tensiunile dintre cele două puncte neutre și punctul 
neutru al generatorului, în cazul în care latura NN’ este întreruptă, și cu Zyw'o 
impedanța echivalentă a rețelei pasivizate, între nodurile N și N’, curentul 
prin latura NN’ se exprimă utilizînd teorema lui Thévenin: 


Un T U y 


Î NN! = 
= Zow + ZNN'0 


Ux Și Uy au expresiile: 


URE Ai i = ra l 
Li tT aT As 
Uee U,Yi + UY, + UY; 
Yit Y+ X3 


Impedanța Zyyo se determină utilizînd schema din figura 2.9, b şi are 
expresia: 
7 1 1 
NNO T y Y Y Y 4Y 
Lp Data 6 (ta pie (a aie 
Prin urmare, curentul căutat rezultă: 


UY, + UY, + UY, XI U Yi + UY + UY; 


fisa ca ue Yi + Y; +Y; 

ANN 1 1 
Zone pt a 
Pr rr 


Tensiunea electrică dintre punctele neutre ale celor două receptoare va fi: 
Un = În lyy 


Problema nr. 2.10. O linie electrică trifazată cu capacitatea în serviciu C 
(față de pămînt) a fiecărei faze, avînd impedanța proprie neglijabilă, funcți- 
onează în gol fiind alimen- 
tată de la un generator de 


1 
U, 
tensiuni simetrice avînd co- PA 7 ju | 
0 LANN ; 


: R Sie 2 
nexiunea în stea. Linia : 
are o punere la pămînt de ANI 3 | 
, > eS > 3 
emana Pee ud PE belea 
` ° | , ae Aaa == = 
Să se calculeze inducti- | N 
vitatea L a bobinei care 
trebuie conectată între Fig. 2.10, a 
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punctul neutru al generatorului și pămint, pentru ca curentul de punere la 
pămînt I să fie minim. Să se determine în această situație valoarea cu- 
rentului J, prin bobină. 

Aplicatie numerică : 


U, = 30 kV, = 1000 Q, f= 50 Hz. 
Q) 


Soluția 1: | 
Pămîntul este punctul neutru N al receptorului constituit din capaci- 

tățile în serviciu ale liniei și din rezistența de punere-la pămînt. Rezultă 

1 y 


(U +.U, + U.) joC + U, R 


UY, + UY, + UGY, 


Uy a O a 
= Y Y Y Y 
R JoL 
VU joL 
— RO — 302LC)+ joL 
ȘI prin urmare, 
Us U 1 — 3u2LC 
Ip = SN = U 
R — R — 3% LO) + joL 
Acest curent se anulează (valoarea sa minimă fiind ‘deci nulă) pentru 
1 a tau 
oL = —s adică pentru 
3C 
1 
3w2C 
În acest caz însă, 
Un = Us 
și deci, 
1 — Un _ Ve 
JoL JoL 
Aplicație numerică : 
1 000 
= a 1,06 H 
3-* 2 7r 50 
Și 
U 30 000 DOR 
IL, = = = 30 V3Az52A 


V3oL  V3-3414- 1,06 


Solujia a 2-a: ; 

Se poate aplica dirèct teorema lui Thévenin 
schemei din figura 2.10, b, 'echivalentă, schemei 
din figura 2.10, a: MR 


E UAB, 
. AR Go oaa 2 
Fig. 2.10, b ZaB + ZABo 
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unde 
Uas, = Us, Za =R, 


1 joL 
Zag, E Ey Ie M z 
i 1 1 — 3%?’ LC 
jol 
rezultînd 
B 1 — 302LC 
Ir = Us 


R (1 — 3%?L0) + joL 

Cazuri particulare: 

a) L = 0; punctul neutru al generatorului este pus direct la pămînt. În 
acest caz, pentru R = 10 Q, de exemplu, rezultă: 


Ip% 1730 A. 


b) L = œ; punctul neutru al generatorului este izolat. În acest caz, 
pentru aceeaşi valoare R = 10 Q, rezultă: 


Ip X 52 A. 


Problema nr. 2.11. Un receptor trifazat cu conexiunea în stea este alimentat 
cu un sistem de tensiuni trifazat simetric, tensiunile de fază fiind U,, Uz, 
Us. Fazele receptorului sînt constituite din elemente reactive avînd reac- 
tanțele: 4, = X, X, = X, X, = — 2X. 

Se cer curenții de linie absorbiți de către receptor. Să se reprezinte grafic 
tensiunile și curenții și să se efectueze bilanțul puterilor reactive. 

Soluţie : 

Tensiunea punctului neutru N al receptorului, față de neutrul genera- 
torului, se calculează cu relația: 

UY, + U,Y, + UY, 
IEL 
in care admitanțele fazelor receptorului sînt: 


Uy 


1 1 
Y., = Y, = —, Y,= — 
E y e j2X 


În cazul rețelelor trifazate fără conductor neutru, pentru determinarea 
potențialului punctului neutru N al receptorului, se poate alege drept 
potențial de referință potențialul oricărui 
punct din rețea. 

Fie, de exemplu, potențialul punctu- 
lui O’ (v. fig. 2,11, a) drept potential de 
referință, Prin urmàre, tensiunea dintre 
punctul N și punctul O’ va fi:. 


Uy = Uo Y, E Uso’ iA F Us Yy 
j PASATA 


U U 2 : Ea N 
= Sa = (Us +F Uz) = — 2U; 0* 


2 Fig. 2.11, a 
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Curenţii de linie absorbiți de către receptor 
nt: 


Ii = UinYa E (Uio ai Un) Y,= (Us +2U) Y, A 


SR 1 Us iF 

osii + 2U3) Ya = (Uz + Us) e i 

, _ _2U; U, iz 

Is = UsnYs = (Us — Un) Y; = (0 + 2U3) Y; = Ija x 


care au fost exprimați în funcție de tensiunea stelată Us. 

După cum se observă, sistemul curenților de linie absorbiți de către receptor 
este un sistem simetric, avînd însă ordinea de succesiune a fazelor inversă 
aceleia a sistemului de tensiuni de alimentare. În figura 2.11, b este repre- 
zentată diagrama corespunzătoare a tensiunilor și a curenților. 

Puterea reactivă absorbită pe la bornele de alimentare este: 


> Eu Us „18 
Q=9mţUl, + al, + Usli)= Im fU, = e e za a e! s4 


U’ -jĒ aj 2 PR ad 
+U i e El = = Jmf (Use 9 + Ue + Use 3) 
Suma puterilor reactive dezvoltate în elementele receptorului este: 


3 
EQ: = DX = XI + XD — 2XR =Z (X + X — 2X) =0 
k=l1 


Prin urmare bilanțul puterilor reactive se verifică. 


Problema nr. 2.12. Un receptor trifazat în stea fără conductor neutru este 
alimentat cu un sistem de tensiuni trifazat simetric, cu tensiunile de linie 
Uiz Uz, Uz. 

Ce relație trebuie să existe între cele trei impedanțe Z,, Zə, Z, ale fazelor 
receptorului, pentru ca sistemul de curenți absorbiți de la rețeaua de ali- 
mentare să fie simetric? 


Soluţia 1: 


Curenții absorbiți au expresiile generale (care rezultă prin permutări ale 
indicilor 1, 2, 


I = U aYaY i = UYY, ; Í 


ses Aae 
Si Poe Va e a pi 


unde Y, = ok = 1, 2, 3 sînt admitanţele fazelor receptorului. 
=k 
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Dacă tensiunile sînt simetrice, Uz = 42U, Uz = aUo, iar curenţii Z, 
ȘI l, se scriu: 


Ii = U Mi > a l = a°U no Ze Ca až) , 
Fe ba pla de cd 
în care 
Pica 
a=e 5 
a. Deoarece 13 = — 1, — L și l+a-+a2=—0, pentru ca sistemul de 


curenți să fie simetric și invers, este necesar și suficient ca I, = al,, adică 
aYa( Y; — aYı) = Y (Y: — aY;) 


YY: + Y-Y; + YY, = 0, 
condiție echivalentă cu: 
Zıt Z:+% =0 


Această condiție nu poate fi satisfăcută decît dacă toate impedanțele sînt 
pur reactive, partea lor reală neputînd fi negativă (v. problema nr. 2.11). 


b. Pentru ca sistemul de curenți să fie simetric și direct, este necesar și su- 
icient ca 12 = a21,, adică 


Y(Y; — aY,) = Yu(Ya — aY;) 


YY; + aY,3Y, + a°Y, Y, = 0, 
condiție echivalentă cu: 
Za + aZ + 4/3 = 0 


Această condiție este evident satisfăcută dacă Z, = Za = Z, ceea ce re- 
prezintă cazul banal al sarcinii echilibrate. Dar ea poate fi satisfăcută şi pentru 


Za F Za F Ze 
Soluția 2: 
Din figura 2.12 rezultă: 
Usa = Zdi — Zale, 
Uz = Zala — Zal, 


a treia ecuaţie de acest fel nefiind independentă de 
primele două, dacă se ține seama de relația 


Usa + Uma + Ua = 0. 
Dacă tensiunile alcătuiesc un sistem simetric și 
direct, U 23 = a°U z. 
a. Pentru ca sistemul de curenți să fie simetric și 
invers, trebuie ca I, =al, l = a21,. 
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nlocuindu-se aceste expresii în relaţiile de mai sus, se obține: 


a2Z, — aa) = ala — 43 
sau, deoarece 
&=1 şi l+a+a2=0, 


Zi + Za + Za=0 


b. Pentru ca sistemu. ie curenți să fie. simetric și direct, trebuie ca 
la = æl, ds = la, Obit du-se în acest caz: zii 


da — Za = ali — 4 
adică 
i i AA + A = 0 


Problema nr. 2.13. Un sisteii ie trei impedanțe Ziz, Zə, Za, montate în 
triunghi, este alimentat cu un sistein au vensiuni tuiiazat simetric, cu tensi- 
unile de linie U2, Uz, Usi. 

Ce relație trebuie să existe între ccie trei impedanțe, pentru ca sistemul 
de curenți de linie absorbiți n la rețeaua de alimentare să fie simetric ? 


Soluţie : 
Din figura 2.13 rezultă: 


În ci UY; g UaU 31» 
l, = UnY 2 iai UY 


a treia ecuație de acest fel nefiind independentă de primele două dacă se 
ține seama de relația I, + I + I = 0; admitanțele fazelor receptorului 
au fost notate cu 


1 Y 1 Y. 1 
ZE ā =æ e -e č am È aaa Eni aaa E A 
212 — 223 — 23I ~ 
Za’ Za’ Za 


Dacă sistemul de tensiuni este simetric și direct, 


Uz = alu, Un =aUnp ase? 


a. Pentru ca sistemul de curenţi de linie să 
fie simetric şi invers, este necesar și suficient 
ca I, = alı, adică 


aY — Yis = 4Y n — Yo 
sau 
Y + Ys + Yu = 0, 
condiție echivalentă cu 


ZiZa + Zas + 31 = O, 
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care nu poate fi satisfăcută decît dacă cele trei impedanțe sînt pur reactive. 
b. Pentru ca sistemul de curenţi de linie să fie simetric și direct, este ne- 
cesar și suficient ca J, = 42J,, adică 


a° Yn — Yn = Yp — eY a 
sau 
Yiz + aYa + a° Yy = 0, 
condiție echivalentă cu 
ZiZa + aas + a’ZgZi = 0 


Condiţia aceasta este evident satisfăcută pentru Zia = Z3 = Zz care este 
cazul banal al receptorului echilibrat, dar ea poate fi satisfăcută și pentru 


Ža + Za $ Zu: 
Problema nr. 2.14. Un indicator de succesiune a fazelor este constituit din- 


tr-un element reactiv de susceptanță B și două lămpi cu incandescență de 
conductanțe egale G, montate în stea (v. fig. 2.14). 
Se cere relația dintre B și G pentru ca raportul tensiunilor la bornele celor 
două lămpi cu incandescență să fie maxim, adică pentru ca indicatorul să 
ezinte o diferență de luminozitate maximă între cele două lămpi cu incan- 
escență. Care este valoarea maximă a acestui raport? Se presupune că in- 
dicatorul este alimentat cu un sistem de tensiuni trifazat simetric. 


Solutie : 
Tensiunea între punctul neutru N al indicatorului şi neutrul rețelei de 
alimentare este: 
_ U= jb) + U +U9G G +jB 
Uy Cc IC IE a U i 
z — jB + 26 =} 2G-jB 
în care U,, Us, Us sînt tensiunile de fază simetrice, de alimentare. 
Tensiunile la bornele lămpilor cu incandescență sînt: 


| 1 y3 G+jB 
Uw = Us U =u -4- i)n 
— — y, V3B+iQV36 —38) 
a Gj 
i i i .V3 G+iB 
Uaw = Us = Uy= Uz + i15)+ U 2025 


-U V3 B + j (2V3G + 3B) 
= 2(2G — jB) 


Se observă. că- pentru B > 0, Usa > U;y, pătratul rapor- 
tului celor două tensiuni fiind: 


Uiy _ _B? + (2G + V3 B} G? + B? + V 3GB 
Uîv B? + (2G — V3Bk G2+ B? — V3GB 
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Punînd condiția de maximum 


se obține: 
B? =G? sau B= +G, 


Pi pe RE 293,19 


Cazul B = G corespunde realizării elementului reactiv cu o bobină ideală 
(fără rezistență); cazul B = — G corespunde realizării ag luai reactiv 
cu ajutorul unui condensator ideal (fără pierderi). 

Prin urmare, de exemplu în cazul realizării i iicato alu cu un conden- 
sator, conectîndu-se dispozitivul la cele trei borne neidentificate ale rețelei, 
fazele se vor succeda în ordinea: condensatorul, lampa aprinsă puternic, 
lampa aprinsă slab. 


pentru care 


Problema nr. 2.15. Pentru determinarea ordinii de succesiune a fazelor unei 
rețele trifazate, este suficient să se determine succesiunea în timp a două 
faze oarecare. În cazul unei rețele cu conductor neutru se poate utiliza mon- 
tajul din figura 2.15. 

Să se determine relaţiile care trebuie să existe între parametrii R,, Rə, C, 
astfel încît punctul N să fie la același potenţial cu punctul neutru O al ge- 
neratorului, pentru o anumită ordine de succesiune a fazelor, iar pentru 
ordinea de succesiune inversă acesteia potențialul punctului A să fie diferit 
de cel al punctului O. 

Aplicație numerică: 


R, = 400, f= 50 Hz. 
Solutie : 


Tensiunea e N față de punctul neutru O al generatorului este: 


1 l 
— +U (a ip jac) | 
ai Ra 2 UR + UR + Jo RAC) f 
R, + R + jo R, RC 


Uy 
s Lpa — + joC 
R, Ra 
în care U, Us Uz sînt tensiunile de fază simetrice ale sistemului a cărui 
ordine de succesiune a fazelor se determină și în care s-a neglijat admitanța 


voltmetrului. 
Pentru succesiunea directă a fazelor, 
ui 1 
N ie ei: 
u, Up = a2U,, cu = = = + 


+F LE și condiția Uy — 0 devine: 


K, + æR,(1 + joR,C) =0, 
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sau 


1 
| Ri — >R, + LÈ oR, RC = 


| m A L PER 30, 
adică 
R, = 2R, 
* f oRC+yV3=0 
Ultima relație nu poate fi satisfăcută, deoarece 


o > 0, R >0 si C >00. 


Pentru succesiunea inversă a fazelor, U, = = aU ı Și condiția U y = 0 devine: 


R, + aR, (1 + joR,C) = 0, 


sau 
|z: i i i RC =0, 
E RC + VER, =0, 
adică 
Ra 2R,, 
wR,C — /3= 0, 


care sint relațiile căutate. 

Cînd sînt îndeplinite aceste condiții pentru montajul din figura 2.15, de- 
viația voltmetrului indică succesiunea directă (7, 2, 3) a fazelor, iar lipsa de 
deviație a voltmetrului indică succesiunea inversă a fazelor. 

Aplicație numerică : 


E Ee EE 
C = a m0: z0 ~ 69 uP 


Problema nr. 2.16. Fie o linie electrică trifazată simetrică, sufiçient de scurtă 
pentru a i se putea neglija impedanţa proprie și capacitățile în serviciu. Re- 
zistențele de izolație față de clima ale fazelor (măsurate cu ohmmetrul) 
sînt 74, 72 7a (fig. 2.16). zi: 

Se cere să se calculeze ioana efectivă a intensității curentului care 
trece printr-un obiect pus, Ja la pămînt, de rezistență electrică R, care ar atinge 
faza a treia. 
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Soluţie : 
Notîndu-se 


1 i i i 
Say 4 bu 5 G=7° 


tensiunea de deplasare a punctului N 
(pămîntul) în raport cu neutriil gene- 
ratorului este: 


U __ Ut + Vaga + Us(9s + G) 
a g++ + 


Tensiunea aplicată pe obiectul de rezistență R este: 


=U, — U, = o Wht (a 2 Va 


U - 
eN D, + ga + ĝa + G 


Alegînd originea de fază aceea corespunzătoare tensiunii primei faze, se 
poate scrie: 


VU, gue e E u=u[-3 +5). 


Curentul căutat este: 
3 {1 
LE +] (Fa + n) 


I = U,,G = V3 UG 
i À | 9: tÅ +9 +C 


de valoare efectivă 


3 2 1 2 2 
= |: di + 9i 992 + 92 T Vo F g, să _ 
Taye óA t = vc hat 
d +I +9 +G 9 +I +8 +G 


= J3 U Ta Vr? + Tir + ră 
Pirog + R(T + Tag + Ta) 


Problema nr. 2.17. O bobină trifazată simetrică în stea, avînd pe fază inducti- 
vitatea L și rezistența R, este alimentată cu un sistem de tensiuni de linie 
simetric Uiz U ag, Usa. 

Se cer curenții absorbiți de bobină, cunoscîndu-se că fazele ei sînt cuplate 
inductiv două cîte două, inductivitățile mutuale între faze fiind egale în 
modul cu M (v. fig. 2.17, a). 

Solutie : 

În cazul în care există impedanţe mutuale între fazele receptorului, meto- 
dele specifice reţelelor electrice trifazate nu sînt în general aplicabile. În 
acest caz se poate găsi o.schemă echivalentă în stea fără cuplaje între faze 
(v. fig. 2.17, b) și problema se reduce la una obișnuită. Pentru a găsi această 
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Fig. 2.17 


schemă echivalentă, se scriu ecuaţiile lui Kirchhoff pe cele două ochiuri 
independente din figura 2.17, a: 


Usa = (R + jol) L + joMIa — (R + joL) I — joMI, = 
=[R + jo(L — M)) Zn — [R + jo(L — M) L, 
= (R + jol) I + joMI, — (R + joL) Ie — joM I, = 
= [R + jo(L — M)] I, — [R + jo(L — M)] Is 


Se observă că s-au obținut ecuațiile scrise pentru ochiurile independente 
ale schemei echivalente din figura 2.17, b, dacă inductivitățile echivalente 
ale fazelor necuplate, legate în stea, sînt: 


L,=L—M 
Rezultă curenții absorbiți de bobina trifazată: 


— j — 


Ï: sută U, ac, au Usa e j ; 
ăi R + jo(L — M) V 3[R + jo(L—M)] 
„ år . 2r 


L=1e>?, Isle 3, 
unde U, este tensiunea stelată a fazei 7. 


Problema nr. 2.18. O bobină trifazată simetrică, în triunghi, avînd pe fază 
inductivitatea L și rezistența R este alimentată cu un sistem de tensiuni 
de linie simetrice Up, Uz, Uzr 

Se cer curenţii de linie absorbiți de bobină, cunoscîndu-se că fazele ei sînt 
cuplate inductiv două cîte două, inductivitățile mutuale între faze fiind egale 
în modul cu M (v. fig. 2.18, a). 


Soluţie : 

Ca și în cazul problemei nr. 2.17 se caută o schemă echivalentă fără cu- 
plaje inductive între faze pentru receptorul în triunghi considerat (fig. 2.18,b). 
Ecuațiile lui Kirchhoff scrise pe ochiurile independente care se închid printr-o 
linie a tensiunii la bornele de alimentare din figura 2.18, a, sînt: 


Ur = (R + joL) L + JoM(la + Iz). 
= (R + jol) Ia + jo M/ Iz + a»), (1) 
Usa = (R + jol) Isa + joM(L + Iz). | 
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Fig. 2.18 


Aduniîndu-se aceste.ecuaţii și ţinîndu-se seama că suma tensiunilor de linie 
este nulă, se obține: 


[R + jo(L + 2M)) (Z2 + In + In) =0 (2) 


Deoarece primul factor nu poate fi nul, din cauza rezistențelor totdeauna 
pozitive ale fazelor, rezultă că cei trei curenți de fază ai receptorului satisfac 
relația: 


Li Sy 123 F Ii = 0 (3) 


Înlocuindu-se cu (3) suma a cîte doi curenți în (1), rezultă: 
Ui: = [R + jo(L — M)] Iz 


U» = [R + jo(L — M)] Iz» 
Ua = [R + jo(L — M)] lxv 


adică induċtivitățile receptorului în triunghi echivalent fără cuplaje induc- 
tive sînt: 
L, =L —M 


Rezultă curenții de linie absorbiți de bobina trifazată: 


U s= U, 
În = În — ia = 
R + jo(L — M) 
pn eud 
la = le °’, l= he ? 


Problema nr. 2:19. O bobină trifazată nesimetrică în stea, avînd pe fază 
rezistența neglijabilă și inductivitatea L, este alimentată cu un sistem de 
tensiuni de linie simetric U12, Us Uzr 

Se cer curenții absorbiți de bobină, cunoscîndu-se 
că fazele ei sînt cuplate inductiv, iar inductivită- 
tile mutuale între faze sînt: Mis = Mas = 2M = 

L 


geg 
—.p — Pi 


2 
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Soluhe : 
Ecuațiile lui Kirchhoff pentru rețeaua din figura 2.19 se scriu astfel: 


It at o =0, 

joLI, + joMaala + joMsls — joLIz — joMsla — 
— joMals — U = 0, 

joLIa + JoMaala + JoMasls — JoLIs— joMala — 
— JoM ala — Uz = 0, 


aE 


sau în cazul particular al problemei date, 


é v- za 24 a 


C++ L=, 
joMI, — joM I, — je I = Uz, 


Jo Z da + JoMIa — joM I; = Uz, 


adică: 

L + l + l= 0, 

f i 
Teno | ERE a — SU 
1 da pda joM 
1 U 
— OE DE P la = EE 
ga F da oM 


e . s -e . A S r r Ei 
oo acestui sistem de ecuații, tinîndu-se seama că Uia + Uz + Uz = 
= 0, este: 


I= 2 4U + Us ; I —2 2U, + Us 

= 15 è joaM = 5 joM 
E T Sa > 
= 15 joM 


Se poate observa că valorile efective ale curenților Z, și 13 sînt egale. 


Problema nr. 2.20. Un transformator trifazat, avînd cele două înfăşurări 
conectate în stea (v. fig. 2.20), alimentează un receptor trifazat echilibrat în stea 
cu impedanța Z pe fază. Tensiunile electromotoare de fază secundare ale trans- 
formatorului sînt simetrice Yes 
și cunoscute, Uau, Ueo Ues, dar j 
înfășurarea fazei a treia a secun- . 
darului a fost legată invers. ə 

Să se determine curenții în. 
fazele receptorului știind că se 7? 
pot neglija căderile de tensiune 
în fazele transformatorului. Fig. 2.20 
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Soluhie : 


Deoarece se pot neglija căderile de tensiune în fazele transformatorului, 
potențialele bornelor secundare 7, 2, 3 față de punctul O, comun, al înfășu- 
rării secundare, vor fi: 


Uio = Ua; U= Ue; Uz = — Us 


Tensiunea punctului neutru N al receptorului față de punctul O rezultă: 


UY gUn Yoa UY 1 
U — 101 —20—2 =30 —3 = U + U + U =s 
=N Y, T Y, + Y, 3 (Uio 20 Uzo) 


unde 


sînt admitanțele fazelor receptorului și unde s-a ținut seama că 
Ue T Us a Ue =0 


Prin urmare, curenții căutați sînt: 


2 
Ue, + — Us 
1 i 3 Us, — 2Ue 
== Y = — — = == erect 
Ia Uinka (Uio Uy) Z Z 3Z 
2 
Ue, E aid Ues 
1 E 3 Ue, — 2Ue, 
Ia = Uan, = (Uz — Un) z= Z == 3Z 2 
2 
— Va pe, 
y 1 3 Ue 
15 = UsnYs = (Us — Un) ṣ = 7 A 3z 


Se observă că sistemul de curenți în fazele receptorului este nesimetric și că 
valoarea efectivă a curentului Z, este de trei ori mai mică decît aceea din 
situaţia în care secundarul transformatorului ar fi fost legat corect. 


Problema nr. 2.21. Un receptor trifazat echilibrat în stea fără conductor 
neutru, avînd impedanța fazei egală cu Z, este alimentat cu un sistem de ten- 
siuni de linie nesimetrice, Us, Uz, Usa. 

Să se calculeze curenții în fazele receptorului. 


Aplicație numerică : 


U 2 = 220 V, U za m 185 V, Us = 200 V, Z === (16 + j 12) Q. 
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Fig. 2.21 


Solutie : 


Pentru determinarea tensiunii dintre punctul neutru N al receptorului și 
una din bornele 7, 2, 3, se alege ca potențial de referință potenţialul uneia din 
aceste borne, de exemplu acela al bornei 3. Se obţine: 

U 3Y, + aste en Usa — Uz 
Y +Y +Y; 3 


Uy 


1 
unde Y, = Y, = Y, = 7 sînt admitanțele fazelor receptorului. 
Curenții în fazele receptorului vor fi: 


7 1 
In = Una = (Un — Ux) z= (- Ua M -== 


1 r 
Is = UanYa = (Um — Us) z= |Uns __ 23 TD 31 


Fie originea de fază aceea corespunzătoare tensiunii Uz, Uxa = Uz = 185 V. 
Din figura 2.21, b rezultă: 


U2, — (U2 + U23) E 2002 — (2002 + 1852) az: 
2U,2Uz3 2. 220: 185 
sin « = 0,852. 
Prin urmare: 
U2 = Uz (cos a + j sin a) = 185 (— 0,523 + j 0,852) = 


COS & = — 0,523, 


= (— 96,7 + j 157,6) V. 
Deoarece Uis + Us + Uau = 0, rezultă și 
Us = —(Ua2 + Us) = (—88,3 — j 157,6 )V. 
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Utilizîndu-se relațiile de mai sus, se obţine: 
Us, Z 126 V, Uan Z 118 V, Us 106 V, 
I 7z 6,3 A, I, %3 5,9 A, I 3 5,3 A. 


Curenții Z, 12, 1 sînt defazați cu același unghi e = arc tg i = arc tg 0,75 
în urma tensiunilor corespunzătoare Us, Uz, Us (v. fig. 2.21, b). 


Observaţie. Independent de datele numerice ale acestei probleme, punctul neutru N 
al receptorului (v. fig. 2.11 b) coincide cu centrul de greutate al triunghiului 1, 2, 3 al 
tensiunilor de linie. 


Problema nr. 2.22. Un receptor trifazat echilibrat cu corexiunea în stea, 
avînd pe fiecare fază două elemente identice, de impedanţă Z, în serie, este 
alimentat cu un sistem de tensiuni de linie simetrice și cunoscute U42, Uz, U31 

Se cer curenții care circulă în laturile rețelei în situaţia în care se închide 


întreruptorul K (v. fig. 2.22). 
Solutie : 

Pentru reţeaua electrică care se formează prin închiderea întreruptorului A 
(v. fig. 2.22), se pot scrie ecuaţiile lui Kirchhoff: 


Ii +13 4 —15=0, 

Ia + IL, + 1s=0, 

ZI, — ZI; =0, 

Zli — ZÍ; + Un = 0, 

ZI, — 2Zla + ZI, — Un =0 


Se rezolvă sistemul de ecuații și se obţine: 


TU + 5 Un _ 2 Ug — 5Ua 
ly = A 


= 122 12 Z 


e — Ua + Uz 
IL, = 
d 5 Z l NE 


_ —5 Um — 7U» _ — 2U +5 Uz.. 
În n M 


12 Z 12 Z 
U, — U 
— >22 ——23 
7 Jı Z Z 44 I, = I; 112Z 


câ ` 
Se observă că sistemul de curenți 
este nesimetric şi că valorile efective ale 
curentilor satisfac relațiile: 


l = A > AN I, = I=2 
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Problema nr. 2.23. Un gene- 
rator trifazat avînd tensiuni 
de fază simetrice și cunos- 
cute, U,, Uz, Us, și neutrul pus 
la pămînt printr-oimpedanță Z, 
alimentează printr-o linie trifa- 
zată simetrică, de impedanţă Z 
pe fază, un receptor echilibrat 
în stea, de impedanță pe fază 
egală de asemenea cu Z, neutrul 
acestuia fiind pusla pămînt. 

Să se determine curenţii în Fig. 2.23 
rețea în situația în care se 
produce un scurtcircuit între borna fazei a treia a receptorului și pămînt. 

Se neglijează impedanţele interioare ale generatorului și se presupune că 
scurtcircuitul este net. 


Solutie : 
Fie Z, I» 13, I curenţii în laturile rețelei indicate în figura 2.23. 
Se observă că I, = 0, curentul de scurtcircuit fiind chiar I}. 
Tensiunea punctului neutru N al receptorului față de punctul neutru O 
al generatorului va fi: 


r Yt UY, + UY, Urari UV 
YNT aoa y y y 7 ga 
XX Ya +Y% + Yu 6 6 
unde, 
1 1 
‘C imita = 7 


sînt admitanţele fazelor între bornele generatorului și punctul neutru N al 
receptorului, iar Y, =- este admitanța conductorului neutru. S-a tinut 


seama că U, + Ua + U, = A 
Curenţii debitați de generator vor fi: 


Us 
1 6 6U-uU i PU e U 
I = U Y 2 U sU E E e oa L = = P 2 , 
A 
1 i 6 6U, — U, 7U,+U 
ls Uan Va (U= Uol a L 
22 L2 N-22 (Uz Uy) 2Z 2Z 12Z 122 ) 
AIR E 
1_ 6 _ 57 


Se observă că sistemul de curenţi este nesimetric, că valoarea efectivă a 
s 5 e . A e . . 
curentului Z este de y ori mai mare decît curentul de linie debitat de genera- 
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Fig. 2.24 


tor în situația normală și că între valorile efective ale curenților există 
legătura: 
Ji = I < I, 


Problema nr. 2.24. Se dă rețeaua electrică din figura 2.24, a, alimentată de 
la o sursă de tensiune electromotoare monofazată. 

Cunoscîndu-se rezistența R, aceeași pentru toate cele trei rezistoare, se 
cere să se determine inductivitatea L a bobinei și capacitatea C a condensa- 
torului, astfel încît tensiunile la bornele 7, 2, 3 să formeze un sistem de tensiuni 
trifazat simetric. 

Solutie : 

Fie U, tensiunea electromotoare a sursei monofazate, de pulsație w, a cărei 
impedanță interioară se presupune neglijabilă. 

Se observă că, dacă sistemul de tensiuni la bornele 7, 2, 3 formează un 
sistem trifazat simetric (v. fig. 2.24, b), potențialul punctului o comun al celor 
trei rezistoare se reprezintă chiar în centrul de greutate al triunghiului echi- 
lateral al tensiunilor de linie U12, Uz, Usa: 

Prin urmare, se pot scrie relațiile: 


RI, EE U, RI, =r U», RI; n Us, 
jol L, cani Uis ——1,= Uz Us => U; 
jJoC 


în care 1, La Lẹ Ll, Ic sînt curenții în laturile rețelei din figura 2.24, a, 
iar U, Uz, U, sînt tensiunile stelate ale sistemului trifazat simetric. 

Rezultă că triunghiul curenților I, 7,, Ic trebuie să fie un triunghi echi- 
lateral: 


Tei ea Alei CU 
= R 


V3R oL 
sau 
1 naa 
L = — = 
0) e V3R, 
adică 
_V3R, PRE. 
L = c c V3oR 
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2.3. RETELE TRIFAZATE ÎN REGIM PERMANENT ARMONIC 
PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 2.25. Un sistem trifazat receptor este compus din trei conden- 
satoare de aceeași capacitate C și din trei bobine de aceeași inductivitate L 
și aceeași rezistență R, montate ca în figura 2.25. El este alimentat cu un 
sistem trifazat simetric de tensiuni avînd tensiunea de linie U, și frecvența /- 

Se cer curenții din condensatoare (valorile lor efective și defazajele). 


Fig. 2.25 


Indicație : Se transtigurează triunghiul condensatoarelor în steaua echiva- 
lentă și se face calculul pentru o singură fază. 
Se obține valoarea efectivă a curenților din condensatoare, 


U 
IL = —n 


si defazajul curenților din condensatoare față de tensiunile de linie corespun- 
zătoare, 


1 
oL — —— 


E 3%wC 
9, = arctg p 


Problema nr. 2.26. Să se calculeze intensitatea curentului în fiecare fază a 
receptorului trifazat constituit prin legarea în stea a unui condensator de 
reactanță Xo = 25 Q, a unui rezistor de rezistență R = 25 Q și a unei 
bobine de reactanță X, = 25 Q (v. fig. 2.26), alimentat 
de la o rețea electrică trifazată cu tensiuni simetrice, 1 
avînd tensiunea de linie de valoare efectivă U, = 380 V. 
Indicaţie : Se alege ca origine de fază tensiunea de 
fază corespunzătoare fazei a doua a rețelei de ali- 
mentare. 

Se obțin intensitățile curenților (în complex sim- 
plificat) : 


li =(—76+i2)4A, LEA, 


l, = (— 7,6 — 32) A Fig. 2.26 
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Problema nr. 2.27. Un generator trifazat de tensiuni simetrice alimentează 
două receptoare; primul receptor este echilibrat, în triunghi, cu impedanța 
fazei Z; al doilea receptor este dezechilibrat, în stea, cu impedanțele fazelor 


Să se determine curenţii debitați de generator și puterile activă, reactivă 

Și aparentă debitate de generator, fiind cunoscute tensiunea de fază a genera- 
gi l 3 

torului U = 121 V și impedanța Z = Z e, cu Z = 42 Q și cos ọ = Ia, 
ind activ. 
Inaicajie : Se tansfigurează steaua celui de-al doilea receptor în triunghiul 
echivalent ei, se calculează curenții în laturile triunghiului echivalent ambelor 
receptoare, iar apoi se exprimă în funcţie de aceștia curenții de linie debitați 
de generator. 

Se obține (alegînd ca origine de fază tensiunea stelată a primei faze): 


P = 3450W, Q = 1990 var, S = 3 980 VA. 


2.4. COMPONENTELE SIMETRICE ALE UNUI SISTEM TRIFAZAT 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 2.28. Să se calculeze componentele simetrice ale sistemului 
de curenți trifazat nesimetnc: 


L=(5—j4)A, I=(—6—j5)A, L=(4+j6)A. 
Solutie : 


Fazorii fundamentali ai sistemelor de componente simetrice ale sistemului 
de curenţi dat sînt: 


1, = at da +L) = 2510 + (6-5) +4 +i6)= (UA, 


ae 
3 
1 1 . V3 ; 
La = (L + al + el) = 4h -j4 +-+ + j2) (—6 — 5) + 
+ (2-a i6] = (5.17 — j4,39) A, 
1 = (at eL + al) =| -i9 +[-4- i2) 6—i5)+ 
+ (-4+i uri] orar +j 139A 
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Problema nr. 2.29. Fie sistemul de tensiuni trifazat de succesiune directă 
avind valorile efective ale tensiunilor stelate: U, = U, = 120 V, U, = 100 V. 
Unghiurile dintre fazorii respectivi sînt: 


Xi = 90°, Xog = 150°, X3; = 120°. 
Să se determine componentele simetrice ale acestui sistem de tensiuni. 
Solupie : 


Alegînd faza întîi ca fază de referință pentru reprezentarea în complex 
simplificată, rezultă: 


U, = 120 e"! = 120 V, 
U, = 120 e71 — — j 120 V, 
U., — 100 ei? 12018 = a 100 V 


Fazorii fundamentali ai sistemelor de componente simetrice sînt deci: 


Us =3 (U: +U: + Us) = |120 — j 120 + (-4+ 2) 100| = 
= (23,33 PRE j 11,11) V = 26,7 ein 25°5:180° V, 


U, =3 (U: + aU, + @U;) =4 [120 +(-4+ ALEI (— 120) + 100] = 


= (108 + j 20) V = 110 e7-10%25":180 V, 
U, = 3 (Ui + eU: + aU) = 3 120 + -4 2; soe 
= (— 11,33 — j 8,89) V == 14,4 e7 }7:142°:180° (7 


Problema nr. 2.30. Să se determine componentele simetrice ale sistemului 
trifazat de curenți care circulă printr-o rețea trifazată în stea fără fir neutru, 
dacă una din faze este întreruptă. 


Soluhie : 
Dacă faza întîi este întreruptă, curenţii pe cele trei faze sînt: 
Îi =0, la=1, lk=-—I 


Componentele lor simetrice rezultă: 


L=3 (L+ +L)=0, 
AE E dal) A a E Pele 3 
=d 3 =1 = 23 a E y3- 
aa ET lei E E E E ta 
i 3 2&1 =2 =3 3 = /3= /3 E 
Cînd faza a doua este întreruptă, curenții pe cele trei faze sînt: 


Ia a P Ia = 0, I, = sal, 
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iar componentele lor simetrice rezultă: 


1 
Le = (Lat eL + al) = 
Froblema nr. 2.31. Să se determine sistemul de tensiuni trifazat nesimetric 
căruia îi corespund următorii fazori ai componentelor simetrice: 
U, = 10e'5V, U, = 100eh V,L,=15e 15 V. 
Soluție : 
Fazorii componentelor simetrice se scriu: 
U= 10 [cos = + j sin =) = (5V3 + j 5) V, 
Ua = (100 +j0) y 
U,= 15 [cos 7 — j sin 2] = (7,5 — j 7,5 V3) V 
Tensiunile pe cele trei faze rezultă: 
U, = U, + U, + U, = (116,16 — j 7,98) V = 116,43 6717330: y, 
U, = U, + a° U, + a U, = (— 33,84 — j 68,62) V = 76,5 ein 245180 Yy 
U, = U, + aU; + æU, = (— 56,34 + j 91,6) V = 107,54 e1213% y 


Problema nr. 2.32. Să se determine relațiile dintre componentele simetrice 
ale unui sistem de trei fazori concurenți și acelea ale sistemului de fazori care 
unesc virfurile fazorilor primului sistem. 


Soluție : 


Fie V,, Va, Vs sistemul celor trei fazori concurenți și U, = Vi — V,, 
U» = Va — Va, Uz = Va — V sistemul de fazori care unesc virfurile fazo- 
rilor V, Va, Vs (v. fig. 2.32). Alegînd ca fazor 
fundamental T sistemului al doilea pe Us, com- 
ponentele omopolară, directă şi inversă ale acestui 
sistem sînt: 


Lo 
U= 3 (Uas TUF U2) = 
1 1 - 
Uu = a (Ua + aUa + 42° Ui) = P (F — 
Fig. 2.32 — Vs) +a (Va — Vi) + aVL Vai = 
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1 1 
= LA a aa A (Para aV, + e V) = 


= 2 ay 1 + aV, + as) — = a(Y i + aV, + a2V,) = 


= (a — a) V; = — jV3V, == /3V, e 2? 
1 i Rp 
Uu = 7 (Ua + a° Us + aUi) = S (F: — Vs) + a2(Va — V) + 


+a V, — Ka]= 2 (Va + aV, + aV) — 2 (Va + aV, + aV) = 


=a (Va aV, + aV) — a? È (V, + aV, + Va) = 


T 


= (a — æ) V, = j 3V; = V3 Ve 


Observaţie. De obicei se alege ca fazor fundamental fazorul Up, aşa cum s-a făcut 
mai sus, întrucît se obțin relații mai simple decît dacă s-ar alege ca fazor fundamentai 
de exemplu, U2 


Problema nr. 2.33. Să se arate că două sisteme trifazate de fazori concurenți 
care au vîrfuri comune și origini diferite, au aceleași componente simetrice: 
directă și inversă, iar componentele lor omopolare diferă prin fazorul care: 
unește cele două origini. 


Solupie : 
Fie (V, Va, Va) și (Vi, Va, Vs) cele donă sisteme de fazori (fig. 2.33). Compo- 
nentele lor simetrice sînt: 


Pe (Va Vata, Vo= + Y + Po), 


Va =L (V, H aVat Vs), Va Viral ay), 


1 , , r , 
Vi = (E, + aV + aa), o V= (Ki + aY ai) 
Calculînd diferența componentelor omopolare ale celor două sisteme, se- 
obține: 
? 1 ? F- Li ? 
V, — V; = Va — K) + (a — Ki) + Va — 79) 


Însă V> 
Vi— Vi = Vy, Vo—Va=Vu, Vs—Vs=Vh, 


unde s-a notat cu V y fazorul care unește origi- v, 
nile celor două sisteme de fazori. 


Deci: 


Va 


Diferenţele componentelor simetrice directe și inverse ale celor două sisteme 
rezultă: 


Va — Va = Z (K, — Ki) + aa — Vi) + Vs — Vii= 


=2(1 +a +a) Vy = 0 


și analog, 
V- V; = 0 
Deci: | 


Problema nr. 2.34. Se consideră astmul de fazori concurenti (V,, Va , V3) 


Să se arate că fazorul OG care uneşte originea fazorilor cu centrul de greutate al 
triunghiului format din vîrfurile fazorilor sistemului dat reprezintă chiar com- 
ponenta omopolară a sistemului. Se va deduce de aici o metodă grafică de 
determinare a componentei omopolare. 

Soluție : 

Cu originea în centrul de greutate al triunghiului A BC (v. fig. 2.34), se con- 
struiesc fazorii concurenți Vi, V3, Vs avînd aceleași extrerhităţi ca și cele ale 
fazorilor omologi ai sistemului dat. 

Ţinînd seamă de rezultatul problemei nr. 2.33, rezultă că: 


y, a V, = 0G. 
Dar 
V, => (Vi +V; + Vi) =0, 


deoarece originea G a fazorilor Vi, Vs, V, este în centrul de greutate al tri- 
unghiului ABC. 


Rezultă: 


V, = 0G. 


Concluzie. Pentru determinarea grafică a com- 
ponentei omopolare a unui sistem de fazori concu- 
renți (Vi Va, Va), se construiește triunghiul cu vîrfu- 
rile în extremitățile fazorilor sistemului. Se unește 
apoi originea O a fazorilor cu centrul de greutate al 
acestui triunghi și se obține fazorul V.. 


Problema nr. 2.35. Fie sistemul trifazat de ten- 
siuni stelate U, = 100 e? V, U, = 120 e i V, U; = 


‘T. 
=105e "3 V. Să se determine componentele lui 
| simetrice pe cale grafică. Să se verifice prin calcul 
Fig. 2.34 rezultatul obținut. 
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Soluție grafică : 

Din diagrama polară construită 
grafic în figura 2.35 la scara 1 cm = 
= 50 V, rezultă pentru componen- 
tele simetrice următoarele valori efec- 
tive și defazaje: 


U, = 86 V, Qo z= — 6°50’; 
Us = 41,4. Pa = = 151°; 
US = cd 7 V “pe = = 2210050! 


Solujie. un aibică:* OET 
Sistemul: nesimetric de tsnsiuni, se scrie: în complex simplificat : 


i a 3 190 el = 100V, 
Up 1206 p= (os + jen v. 


a U, = 105 e ? = (52,5 — j 90,8) V, 


iar țomponentele lui simetrice rezultă: ; 


U= (U, + U + U») = Z [100 + (103,8 + j 60) + (52,5 a, j 90,8)] == 
Sio ioo = (85,43 — j 10,27) V = 86,05 ecou, 


be 
3 m 
= 


a re 


Ua = $ U + aU, + dU) = (100 +a 120 oT + a? 105e 3 


=e un 


=% (100 + 120 sia di 105 e) = (— 36,26 + j 20) V = 41,41 e7 51% V; 


uit, Fa + d) = 7 (10 4 a? 120 06-a 105 e 13) — 


LR s T 
= - (100 -+ 100 e°? +;105e 3) = (50,83 — j 9,73) V = 


A e 51,75 e7#10507:180° y 


Observație. . Diterenţele tinne reztitatele obținute pe cele două căi se datoresc impretiziei 
calculului grafic. n aaa Ti 


>~ 
- 


Problema nr. 2.36. "Să. -se exprime i pierderile de putere prin efect Joule 
care au loc într-o rețea trifazată echilibrată, pur rezistivă, în funcţie de com- 
ponentele simetrice ale sistemului trifazat nesimetric de curenți care o străbat. 
Rezistența pe fază a reţelei este R. 
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Solutre: 
Fie (1,,12,13) sistemul de curenți nesimetrici care străbat rețeaua și L; Lu 
I, fazorii fundamentali ai sistemelor de componente simetrice ale acestuia. 
Puterea disipată în rețea prin efect Joule este: 
P = RĀ + R + R = RU + lA + 1313) 


în care 
ID = Ut lat (++, 
zale iai ape QD 0) E 
Ial; = (I, + ala + ali) (I + ali + aI) = 
DEPL + 103 E 213) + 
+ aldi + al), 
LI = (I + ali + L) (B + èR + ali) = 
E E O bat EE 
+ aI dI; + aI) 
Prin urmare, 
P = 3R(LI, + Ial; + LI) = 3R + B+ B) 


Problema nr. 2.37. Să se calculeze curenții din rețeaua echilibrată din 
figura 2.37, a, dacă această rețea este alimentată cu sistemul nesimetric 
de tensiuni: U, = 300 V, U, = j 100 V, U = — j 100 V. Impedanțele din 
circuit au valorile: Z' = j 20 Q, Z” = 30 Q, Z" = 10 Q. 


Să se calculeze apoi puterile absorbite de rețea. 
Solutie : 


Fazorii componentelor simetrice ale sistemului de tensiuni se obțin cu 
relațiile: 


U, =+ (U, + U; + Ua) = 100 V, 
Ua => = (U: T aU, z a2U 5) = 42,3 V, 


U, = 2 (U, + aU, + aU) = 157,7 V 


În figura 2.37, b sînt arătate cele trei sis- 
teme de componente simetrice de tensiuni 
aplicate de rețelei trifazate echilibrate, iar 
Fig. 2.37, a * în figura 2.37, c. sînt prezentate schemele 
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Asa „. i 


Fig. 2.37,.b 
rețelelor monofazate corespunzătoare. fazei întîi. leoremele lui Kirchhoff 
scrise pentru aceste rețele monofazate. dau următoarele sisteme de ecuații: 
L=B+, L+, 
U,=Zla=ZU, U=Zl=ZI; 
LRH, 
U, = Z' l = (Z" + 32y) Lo., 


din care se obține: 


U, 423 f U, 423 
Pa DA a m ij 212A, [1 = Si HM 1, A, 
Ia Zz 320. J za = gn D 
I, = (1,41 —j 2,12) A; 
U e n U 9 
„ARE A PE an N A - 09 NY E a Lua 
z Z è j2 7 Z” 30 
I, = (5,25 — j 7,88) A; 
U 100 * .:; U 
I = = = — = — 54,5; = —= = 
Zr j2 ) De EA 
SERI aN OA 
30 + 3-10 


I, = (1,66 — j 5) A 
Curenții reali în rețeaua dată sînt deci: 
LL +L = (8,32.—j 154 > 
I, = I, + aI; + al, = (3,32 + j 3,32)A, 
Is =L, + al + aLr = (— 6,65 — j 3,32) A; 
Peji, Fasi, 
I = 4,98 A, I; = (—1,66 + j 3,32) A, 


[= —49 A; I; = (—1,66 — j. 3,32) A; Fig. 2.37, c 
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In =l+lh+le=—)j 15A, 
In = +L +i =SA, 
In =li+la+l=Iv+ln=(5—) 15) A 
Puterea complexă absorbită de rețea este: 
S = 3Uols + Usli + UL) = 
= 3[100(1,66 + 35) + 42,3(1,41 + j 2,12) + 157,7(5,25 + j 7,88)] = 
= (3170 + j 5500) VA; 
deci puterile activă și reactivă absorbite sînt: 
P = 3170 W şi Q = 5500 VAR. 


Problema nr. 2.38. Un receptor trifazat este format din trei impedanţe 
Zi, Za, Za legate în stea. Să se determine circulația curenților în rețeaua tri- 
fazată prin metoda componentelor simetrice. Se vor analiza cazurile rețelei 
fără și cu fir neutru (fig. 2.38). 

Soluție : 

Fie Uí, Uz, U; tensiunile nesimetrice pe fazele receptorului și I, Ia 13 

curenții corespunzători. Există următoarele relaţii: 


Ui = Zu 
U: = Za I 
U; i Zs Íz, 


sau exprimînd curenții prin componentele lor simetrice, 
Ui E Z(le + lat), 
U; = Zall, + ala + al), 


Us = Zll, + ala + elI) 


Cu aceste expresii, componentele simetrice ale tensiunilor pe fazele recepto- 
rului se scriu: 


U; = LU + U; + U) = $ Zill + La + L) + Zall + atla + aL) + 
+ Zll, + ala + aL), 
U; = Ż (Ui + aU; + AU) = 
= Z (L, + Ia + L) + aZ(l + 
+ ali + al) t eZl, + ala + aL), 
U; = À (U; + aU; + aU;) = 
= > Z(I, + Ia + 1) + eZl, + 
+ ala + ali) + aZ(l + ala + aL); 
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sau ordonînd după componentele simetrice ale curenților: 
RI 
U, zi z UZ F Z> T Za) Ie T (Z T aZ, afe aZ) La ZI (Z, T aZ, ag 
+ AZ], 


U 


Dă 


a = UZ + aZ; + 0) D + (Z + Z + 2) la + (Z + 
+ aZa + a23) L], 


U; = (Zu + aZ, + af) Lo + (Z1 + aZ + 012) Ia + 
+ (Z + Z + Z) L 


Utilizînd impedanțele de calcul: 
1 
Ze = p (Zi + Z2 + 2), 


1 
Za = 3 (Z, + aZa + 443), 


1 
Z, = 3 (Za + a°Za + 4Za), 


rezultă: | 
Us = Zol, + Zila + Zalo 
Us = Zale + Zola + Zi 
U, = Zilo + Zala + Zoli 
a. Cazul rețelei fără fir neutru. Conform primei teoreme a lui Kirchhoff, 


L + I, + I; = 0, 
adică, 
l= 0; 


=0 


În această situaţie, se obţine: 
U, = Zila + Zil 


Ua = Zala + Zl; 
U; == Za Ia + Za; 


Adoptînd ca fazor fundamental al sistemului de tensiuni de linie pe Uz, 
componentele simetrice ale acestui sistem sînt (v. problema nr. 2.32): 


Uu = —jV3Ua, U„ = iV3U;. 


Rezultă prin urmare, 
Ura Pa ae: j V3 (ZL TE Zil), 


Un = j V3 (Zala + Z1) 
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Rezolvînd acest sistem de ecuaţii se obține: 


la =— Ă - 
y3 Zo — ZaZi 
i pă ERE ln UaZa + UuZo 
$ —a e] apamu 
V3 Ze — Z,Z; 


de unde se determină apoi curenții pe faze: 
În = da+ di 
Ia = alı + al, 
Is = ala + dl, 


b. Cazul rețelei cu fir neutru. Ținînd seamă de rezultatul problemei nr. 2.33 
cu privire la componentele simetrice ale sistemelor de fazori care au aceleași 
extremități, componentele simetrice ale sistemului de tensiuni de fază de 
alimentare (U,, Uz, U3) se exprimă sub forma: 


Us = Ua 
U, = U; 
U, = Us + Uy, 


unde Uy reprezintá tensiunea punctului neutru al consumatorului față de 
punctul neutru al generatorului. Zy fiind impedanța firului neutru și Iy 
curentul care-l străbate, avem: 


Uy = lu 


Dar, 
Iy = di + l + i = 3l,; 
deci: 
Un = Sula, 
iar 


U, = U5 + 3Zal, 
Ținînd seama de relațiile de mai sus, rezultă: 
U, = U, + Uyn = (Z, + 32y) Lo + Zila + Zal, 
Ua = Ua = Zalo + Zola + Zila 
U; = U; = Zd, + Zala + Zoli 


Cunoscînd tensiunile de fază de alimentare U,, Uz, Uz, deci și cornponentele 
lor simetrice U,, Us, U+, acest sistem detreiecuații permite determinarea 
componentelor simetrice 1,, Ia I; ale curenților, prin urmare și ale curenților 
L, 12, I prin fazele receptorului. 

n cazul sistemelor de tensiuni de alimentare simetrice și directe, compo- 
nentele simetrice corespunzătoare sînt: U, = U, = 0, Ug = UL 
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Problema nr. 2.39. O linie electrică 
trifazată avînd parametrii pe fază 
R=1Q şi X =—0,50 alimentează 
receptorul trifazat dezechilibrat repre- 
zentat în figura 2.39. Parametrii recep- 
torului sînt: Ri = Ra = R = 49, 
X, = — 30, X, = Ž, = 30. la borne- 
le liniei se aplică un sistem simetric 
direct de tensiuni între faze: Uis = 
= Uz = U = 380 V. Să se determine 
valorile efective ale curenților pe fazele Fig. 2.39 
receptorului. 


Solutie : 
Impedanțele pe fază sînt: 


Z = (R + R) +j% +%)=(5—j 2,5) Q, 
Z, = Za = (R + BR) + į(X + X) = (5 + j 35) 2 


[mpedanțele de calcul omopolară, directă și inversă sînt: 


Z = (Za + Za +Z)=(5+i15)0 


Z = Za + (2 + 2)Z] = (—i2 9 


Alegînd ca origine de fază tensiunea fazei întîi, componentele simetrice 
ale sistemului de tensiuni de linie aplicate sînt: 


Usa = — jU, V3 = — j 380 V; Un = Up= 0 
Componentele simetrice ale curenților rezultă (v. problema nr. 2.38): 
l, = 0, 
p=} Zu% i (306 tiL L (36,55 — j 8,16) A, 
V3 Zĝ— ZZ; V3 ©+j15¥-(-j2? 
—j UZ ai i — 
să an e E ae (7,02 + j 12,51) A, 
iar curenții pe cele trei faze: 
L =I, + L, + L = (43,57 + j 4,36) A 
I, = I, + a% Ila + al; = (—39,71 — j 27,15 À, 
I; = L, + al; + 021, = (— 3,86 + j 23,39) A 


Valorile efective ale curenților sînt deci: 


l = 43,75 A, 
I, = 48,50 A, 
IA = 23,75 A 
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Problema nr. 2.40. Un receptor trifazat în triunghi are impedanţele Z}, == 
= (10 + j 6)Q, Za = (20 — 110) Q, Za = (5 + j 20) Q și este alimentat cu un 
sistem trifazat simetric direct de tensiuni între faze Uz = Uz =U ga = 380 V. 
Să se determine puterile aparente directă $,, inversă S, şi totală $,. Să se 
verifice apoi calculind direct puterea totală aparentă absorbită de receptor. 


Soluhe: 


Se transfigurează triunghiul impedanţelor receptorului într-o stea echi- 
valentă: 


Zi, Z (10 + j 6)(5 + j 20) 

Dec ae E SL ani i net e a acnee 0 O 
= Za+ Za Za (0 +j6)+(20— j10)+ (5+ j20) (o, 101191-8; 
Z aZ (10 + j 6) (20 — i 10) : 

Ji E E SE A a A E A 2.3410 
e Za Zi Za 35 + 16 (6, j 2,34) Q, 

Za Z (20 — j 10) (5 + j 20) i 

= — Ssa lOe T] M (10.87 503) Q 
== Za + Za + Za 35 + j16 N i t] i ) 


Impedanțele de calcul omopolară, directă și inversă sînt: 


Z, = © (Z, + Z: + Za) = (6,02 + j 2,96) Q, 
Za => (Z, + aZa + Za) = (— 0,47 + j 0,32) Q, 
Z; == (Z, + Za + aZ) = (— 0,47 + j2,91) Q 


Puterea reţelei la care este racordat receptorul fiind practic infinită, iar 
receptorul fără fir neutru, componentele simetrice ale sistemului de curenţi 
absorbiți vor fi: 


le =0, 
EI OA U 42o ai „oală 
la oa y3 Za — ZZ = (27,4 J 15,6) A, 
EI ari Uula = 
di 7 aa RI aa ue 


unde, considerînd ca origine de fază tensiunea primei faze, componentele 
simetrice ale tensiunilor de linie s-au luat: 


Usa = —]U y3 = — j 380 V, Un = Up =0. 
Putenle complexe, directă și inversă, pe fază sînt: 


380 
( 


Sa = Uila = 


27,4 + j 15,6) = (6 040 + j 3430) VA, 


S, = U; =0, 
iar puterea complexă totală: 


S, = 3 (S, + Su) = (18 120 + j 10 290) VA 
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Verificarea calculului se poate face determinînd pe cale directă puterea 
complexă absorbită de receptor: 


y” 
S, = Unli + Ual + Usla = Un Ë + Ul, + Ua = 
<a 
Uis , Ui ,_ Vi of 1 1 1 
=z tz tZ = | JERI 
Zi: Zis Za ' Zi: Z% Zu 
1 1 1 l 
pazei aa a aaa) (18 + j 10 290) VA 


Problema nr. 2.41. Se dau sistemele trifazate de tensiuni și de curenți 
pe fază: 


U, =j 120 V, 1, = (6+j6)A 
U, = (120 — j t20) V, 1, = —j6A, 
U,= —120V; Il, =(—6—j6)A 


Să se calculeze puterile activă, reactivă și aparentă, folosindu-se compo- 
nentele simetrice ale acestor sisteme. Se va verifica apoi rezultatul printr-un 
calcul direct. Determinarea componentelor simetrice se va face grafic, ele- 
mentele necesare calculului luîndu-se direct din diagramele fazoriale. 


Solutie: 
În figurile 2.41, a şi 2.41, b sînt arătate diagramele fazoriale pentru calculul 
grafic. Din aceste diagrame rezultă: 


U,=0V IL, = dei A, 
Us Dey; I; = 6,46 ei62 A, 
U, = 36e-il& y; I; = 3,74 e-i3% A 


Defazajele între componentele simetrice ale sistemului de curenți și cele 
omologe ale sistemului de tensiuni sînt: 


pa = 75° — 62° = 13°, p, = —166° —36° = — 202° sau: p; = 158°, 
Puterea activă absorbită rezultă: 
P = 3(U Io COS Po + Uala COS pa + Ul, cos ep) = 
— 3(134-6,46 cos 13° + 36-:3,74 cos 158°) = 2 160 W, 


iar puterea reactivă: 


= 3 (134.6,46 sin 13° + 36.3,74 sin 158%) = 720 VAR; 
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Fig. 2.41 


puterea complexă va fi: 


S = P +j Q = (2 160 +j 720) VA 
sau, în modul: 
S = 2 277 VA 


Calculînd direct puterea complexă a sistemului, rezultă aceeași valoare: 
S = Uli + Ual + Usls = j 120(6 — j 6) + (120 — j 120) (+ j 6) + 
+ 120(—6 + j 6) = (2 160 + j 720) VA. 


Problema nr. 2.42. Un motor asincron, cu înfășurările conectate în stea, 
avînd impedanţele directă și inversă pe fază Z7 = (40 + j 25) Q şi Z? = 
= (5 +j 8) Q, este alimentat printr-o linie echilibrată fără fir neutru cu 
impedanța pe fază Z, = (0,2 + j 0,4) Q. Sistemul de tensiuni la bornele 
de alimentare ale liniei este: 

Up = 1250 V, Ua = 1 600 V, Uz, = 1600 V. Să se determine: 

a) valorile efective ale curenților pe linie; 

b) valorile efective ale tensiunilor la bornele motorului; 


c) puterea absorbită de motor. 
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Solutie : | Uon 
Fazorii tensiunilor între faze la bornele de alimentare ale 

liniei formează un triunghi isoscel (v. fig. 2.42). Luînd pe Ua 

ca origine de fază se găsește: 


1 
"12 
COS & = E E c ta 0,391, de unde a = 67°. 
Uz: 2 - 1 600 
deci Uz A 
ȘI, deci Uz 
Ug = 1 250 e1018 — 1 250 V, Fig. 2.42 


Uz = 1 60061 = (—625 — j 1475) V, 
Usa = 1 600 eus — (— 625 + j 1475) V 
Componentele simetrice ale sistemului de tensiuni de linie sînt: 


1 
Uio = ` (Usa + Un + Uz) = 0, 


Ura = Z (Us + aUn + aU) = 1 475 V = 1 475 ema V, 


Uu = 1 (Usa + Un + aUn) = — 225 V = 225 emiw V 


Componentele simetrice directă și inversă ale sistemului de tensiuni de 
fază vor fi: 


Da a 
Un =j =j 2 =j 850 V = 850 07» V, 
V 3 V3 
U ea i ii 
Up= -jÆ = j = j 130 V = 120 ewa y 
Æ V3 


Linia fiind echilibrată, impedanțele ei de calcul rezultă: 
Ze = 2-32, = Zu = (0,2 + j 0,4) O, 
Z =Z => (14a + a)Z, = 0 


a. Pentru calculul componentelor simetrice directă și inversă ale curenților, 
se utilizează ecuațiile generale: 


U a = (Z, + ZI) Ia + Z, l, 
Uji = Za Lla + (Zo + Z”) L 
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Ţinînd seamă de valorile impedanțelor, aceste ecuaţi: devin: 
U a = (Zi + Zt’) Ia 


Up = (Z, + Zi) L, 
de unde se obține: 


U j ; 
La = e a i = (9,53 + j 15,10) A, 
Z, + Z% (0,2 + 0,4) + (40 + j25) 
P= Ua j 130 


| Se = (11,20 + j 6,93) A 
Z + Z” 02+i040)+(5+i8) dă dă ine Au 


Deoarece sistemul este fără fir neutru, componenta omopolară a curenților 
este nulă: 


lo =0 
Curenţii de linie vor fi: 
IL = I, + L + L= (20,73 + j 22,03) A = 30,3 e1510 A, 
Ip = I, + 021, + al, = (— 3,29 — j 9,57) A = 10,12 e—im-108%0v:1800 A 
Is = I, + ala + al, = (— 17,45 — j 12,47) A = 21,44 ẹ717144°15:180 A 


b. Componentele simetrice directă și inversă ale tensiunilor pe fază la 
bornele motorului sînt: 


Us = Ușa — Zola = ZI Ia = (40 + j 25) (9,53 + j 15,10) = 
= (3,2 + j 842) V, i 
Ur; = Up — ZL; = ZPL, = (5 + j 8) (11,20 + j 6,93) = 
= (0,56 + į 124,25) V 


Componentele simetrice ale sistemului de tensiuni de linie la bornele moto- 
rului vor fi: 


Ur = 0, 
Ula = — j V3 Ua = — j V3 (3,2 + j 842) = (1 458 — j 5,54) V, 
Ui; = j V3 Uy = j V3 (0,56 + j 124,25) = ( — 215,3 + j 0,97) V 
Tensiunile . e linie la bornele motorului rezultă: ! 
Ui: = Us + Ula + Ui; = (1 242,70 — j 4,57) V = 1 242,7 e71m:012:1% V, 
Uis = Uj, + a?Uja + aU}; = (—626,99 — j 1 448,22) V = 1 576,5 e7im13°%:180° y 
Ui = U!, + aU; + @U4, = (—615,71 + j 1452,78) V = 1 578 etmis y, 
c. Puterea complexă absorbită de motor este: 
S = 3(U jala + UnL) = (40,831 + j 27,636) kVA 
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Problema nr. 2.43. Un generator trifazat simetric, avînd tensiunea de 
linie de 10 kV, puterea de 20 MW, factorul de putere cos e = 0,8 și reactan- 
țele de scurtcircuit: e, = 25% şi e; = 50%, alimentează un receptor dezechi- 
librat în stea, format din impedanţele Z, = (8 +j 6) Q, Z, = 0 și %3 = 
(6 — j 8) Q. Să se determine curenţii debitaţi de generator. 


Solutie : 
Valoarea absolută a reactanțelor pe fază se calculează cu relaţia: 
e U? 
=£. (0), 
100 SS ( ) 


unde U este tensiunea între faze (în kV) și S este puterea totală (în MVA). 
Avem: 


Copa on ae 20. e 9 5 VA 


cosp 0,8 


și deci reactanţele directă și inversă ale mașinii sînt : 


m__ 25 10 _ 
100 25 : 

m 50 10° _ 

j 100 25 


Impedanțele de calcul ale receptorului sînt: 


Ze => (Z, Za +2) = (14 +j 2) Q 


Za > 2 (Za + aZa + aZ) = (—0,64 +j 1,6) Q, 


Z, =È (Z, + èZ, + aZ,) = (3,98 + j 5,67) Q 


Sistemul de ecuații care permite calculul componentelor simetrice ale 


curenților este: 5 
f TAa (Ze + Zi) Ia + Zile 
U p = Zala + (Z, + Z7) 1I 
Dar , 
„Ua x 
Up=] ȘIUn=0; 
deci 
„Ua 
j =% Zo + Z) Ia + ZL 
y3 = E 
0 = Zala + (Zo + Z”)L 
Din a doua ecuație, 


a AER 
£i T Zd 
Zo + Ze 
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și înlocuind în prima ecuație, se obţine: 


ipes) Ua, Ze + ZP 
za — 
V3 (Zo + Z%) (Zo + Z?) — Zai 
iar 
IL =j a ARERRIDRERNE (la care se adaugă, evident, Zo = 0) 
zi V3 Ze + ZP) Z, + Zp)— Zaži = 0 


Neglijînd rezistenţele înfășurărilor generatorului, impedanțele lui directă 
Și inversă sînt: l 
Za =jXř =j19, 
Zn = jX” =j2Q 
Numeric se obține: 
I, = (— 298 + j 368) A, 
L = (42,7 + j 21,2) A, 
iar curenții pe fazele rețelei: 
L = L; + L = (— 255,3 + j 407,2) A, 
I, = 021, + al; = (443,7 + j 91,4) A, 
I, = alı + æI, = (— 188,3 — j 498,6) A 


Observație. Aceşti curenți s-au obținut luînd ca origine de fază tensiunea Ug = U 
Luind ca origine de fază tensiunea fazei întîi, avem Ug = — j 380 V și curenții pe fază vor fi: 


I, = (— 498,6 + j 188,3) A 


Problema nr. 2.44. Pentru măsurarea componentelor simetrice directă și 
inversă de curent, se folosește montajul din figura 2.44, a, în care A, și Áz 
sînt ampermetre care măsoară direct aceste componente. Dacă Z' este impe- 
danța aparatelor de măsură (presupuse identice), să se găsească relația între 
R și Z, astfel ca ampermetrul A, să măsoare componenta directă I4, iar 4, 
să măsoare componenta inversă ],. 


Soluhe : 


Se scriu expresiile curenților prin cele două ampermetre, utilizînd teorema 
superpoziției. Se consideră că se obțin curenții în rețeaua dată prin supra- 
punerea a două sisteme de curenți, ca în figura 2.44, b. Rezultă: 


ZIAR Z + Z' 
(2) e F n IC N N, 
Di = Lzy Shb aR 

Z4 Z Z’ + R 
D) = -= IR = 15 
li = bzoza” ehizi a 
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a i b 
Fig. 2.44 


Deci: 
12 (Z+ R) + 142Z + Z”) 
Z+2Z+R 


IAZ +Z’) + IZ + R) 
EPE AB 


| 
a 
N 

| 
lei 
afo 
+ 
= 
A 
Dor 


Dar ampermetrele trebuie să indice componentele directă și respectiv inversă 
de curent, adică: 


La = => (L + al + al) = la — 1M; + (æ — 1) 13], 


1 1 
Ina = d: = a (Lı + a'I + al) = A [(a? — 1)Z2 + (a — 1)Z] 
Relaţiile între curenţii primari şi secundari ai transformatoarelor de curent 
fiind: 
l =F —Í, 12 SR —l,, Í; E 13, 
rezultă: 


IAZ + R) +iZ+Z) 1 2 
ae a z [(a — 1) Ia + (a — 1) 13], 


1 


ZAZ PR iya 
-IELE aED s iie i) + (a i) L) 


Cum aceste identități trebuie să fie satisfăcute oricare ar fi curenții Z, și Z}, 
rezultă prin identificarea coeficienţilor: 


Z'+R 
TZ}2 4R 


Z + Z' 


= a — a2 — 1 
Z}2Z +R CĂ 


Z (a— 1) şi — 
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Prin împărțirea acestor relaţii se obține: 
Z+Z' _a2-—1 
Z4+4R a-i 


de unde rezultă relația căutată între Z și R: 
Z = aZ' —a2R 


Problema nr. 2.45. Pentru măsurarea componentei directe a sistemului de 
tensiuni de fază se folosește montajul din figura 2.45. Dacă Z, este impedanţa 
aparatului de măsură, să se determine Z și R astfel ca acesta să măsoare această 
componentă. Cum trebuie modificat montajul, pentru ca acesta să măsoare 
componenta inversă a sistemului tensiunilor de fază ? 


Soluţie : 
Se scriu teoremele lui Kirchhoff pentru circuitul din figură: 
U —Us=Zl+Zala, 
Us — U, = RL: + Z1, La 
L + da = La, 
de unde, eliminînd pe Z, și 12, se obține: 
__ RU, — Us) + ZU, — VU.) 
RZA + Z(R+ Za) 
În funcție de componentele lor simetrice, 
U, — Us = (U, + œU; + 4U,) — (U, + aU; + œU) = aţa — 1) (Ua — Uà, 
Us — U, = (U, + aU, + œU) — (U, + Ua +U) = (a — 1) (Ua — eU) 
şi deci expresia lui Z} devine: 
aR+ Z aR — &Z 
=) az: F aT Za) Va- RZ4 a Za) u 
Pentru ca aparatul să măsoare numai componenta directă a tensiunilor, 
trebuie ca coeficientul lui U, să fie nul, adică 
aR+ a2Z = 0, 


Ia 


de unde 


JR = RE, 
care reprezintă relația căutată pe care trebuie să 
o satisfacă R și Z. 
Pentru ca aparatul să indice componenta inversă 
a tensiunilor, se anulează coeficientul lui U, în 
expresia lui I} : 


aR + Z=0, 
de unde rezultă relația: 


Z = —aR = Re- ir: 80*:1802 
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adică Z, de această dată, este de natură capacitivă. Se observă că același efect 
se obţine prin schimbarea impedanței Z și rezistenței R între ele în schema 
dată și se păstrează Z= Re™ 60:180. 


Problema nr. 2.46. Pentru măsurarea componentei directe a tensiunilor de 
linie se efectuează montajul din figura 2.46, în care V este un voltmetru avînd 
rezistența interioară Rg. Să se determine relaţiile care trebuie să existe între 
rezistența R, inductanța L și capacitatea C. 


Solutie : 
Teoremele lui Kirchhoff pentru circuitul considerat se scriu sub forma 
următoare, notînd cu Z,, Za, Za, impedanţele fazelor: 
Usa = — Zola + Zl, 
Us = — Zals + Zale 
Ii +la+la=0 
Eliminînd între aceste ecuaţii pe I, și I}, rezultă: 
La Za t ZU 
j Z Za + ZZ; + ZZ, 
Se alege Uz ca fazor principal și se exprimă tensiunile în funcție de compo- 
nentele lor simetrice: 
Uz = Ua + Un Ui = aUa + 22Uu, (deoarece U, = 0) 
Rezultă: 


Iz= — aZ; + Z, Urt -@ Za + Z, Și 
îi ZZ + Z; + Za, ZiZa + ZZ + Z7 


Pentru ca aparatul să măsoare numai componenta directă de tensiune, 
se anulează coeficientul lui U, și se obține relația: 


aZ — Z, =0 sau Za = "Za 


Însă: 
Z=-j> = jXo Z= R+joLl=R+jX, 
și, înlocuind în relația de mai sus, se obține: fe 
x _(R_V3X (R, ži: 2o 
iX =(5- = -i[ > +2) 


de unde, prin identificare: 


jar 


Problema nr. 2.47. Un generator trifazat simetric cu neutrul pus direct la 
pămînt are tensiunea electromotoare pe fază U,, iar impedanţele de scurt- 
circuit omopolară, directă și inversă, respectiv, Z5, Z? și Z7. Să se calculeze 
intensitatea! curentului de scurtcircuit care ia naștere în reţea și tensiunile de 
fază şi cele de linie, la locul defectului, în cazul unui scurtcircuit net (fără 
arc electric) al fazei întîi la pămînt. 


Soluție : 
Ecuațiile la locul defectului sînt (v. fig. 2.47, a): 


L= =0, U=0 
În funcție de componentele lor simetrice, aceste ecuaţii devin: 
Io + ala + al; = L, + ala + al; =0, 


U, +U +U; =0, 


L, = Is = L, U, +U +U; =0 
Sistemul tensiunilor electromotoare al generatorului fiind simetric și direct, 
rezultă: 
Uea — Lai iar Ueo = Uau = 0. 


Pe baza schemei omopolare și a schemelor monofazate de succesiune directă 
și inversă (v. fig. 2.47, b), se obține următorul sistem de ecuații: 


0 = ZI, + Us, 


Ua = Zala + Ua, 


0 = Z”; + U! 


Ecuațiile în componente simetrice scrise mai sus alcătuiesc un sistem de 
6 ecuaţii cu 6 necunoscute: componentele simetrice ale curenților și tensiunilor 
la locul defectului. Rezolvînd acest sistem, se obține: 


U 


D= LDS 
Zo + Za + Z?” 
ZhU 
U, = — ZO = — — =, 


Zo + Za + Z 


Za ZU 
Us = Ua Zil ia, 
Zo + Za + Zi 


ZNU 


U = -ZL = -Al 
Ze ++% 
Rezultă deci: 
— curenţii prin fazele rețelei: 
3U 
I! e. J T T SR —€1l 
iai aaa. zm z% Zn 
Il» =1s=0; 


— tensiunile de fază la locul defectului: 
Ui = U, + U4 +U; =0, 
OE S E g ,_ aa DZ? —aZ) y 
U, = Us +t aUa +H aUi Zm ZĘ 4. Zn Uel 


, p: (a — 1) (Z5 — azi") 
Dita + ei ai pazei 


— tensiunile de linie la locul defectului: 


2E Ze 

Un = Uj — U; = Se Def =) vu, 
ii Z% 4 Zi +Z 

__ ala1) (225 + Zo) 
E Ze + Za + Zi 


= 
| 

z 
| 
SS 
| 


Usi 


a — 1) (Zo — aZ;)) 
Um = U; — U; = Oe IEO Ua 
Zo + ZI + ZP 


Ler ZI Ze Z 


Observații. 1° Pe baza ecuațiilor la locul defectu- 
lui, cele trei scheme monofazate din figura 2:47, b se 
pot conecta în serie, obținindu-se schema echiwa- 
lentă de scurtcircuit care caracterizează defeetul 
dat (fig. 2.47, c). Din această schemă se deduc 
relaţiile scrise mai sus și care dau Eăpresiule com- 
ponentelor simetrice ale curenților (l6, I4, 14) 
şi ale tensiunilor (U6, Ug, U;) la locul defectului. 
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2° Problema se poate rezolva altfel, notind cu AU, AU,, AU,, căderile de tensiune pe fazele 
generatorului în cazul scurtcircuitului. Conform celei de-a doua teoreme a lui Kirchhoff, pentru 


prima fază se obţine: = 
U, = Ui Ei AU, = 
În funcție de componentele simetrice corespunzătoare, 
AU, = AU, + AU; + AU; = ZI, + ZrI, + ZPL 
şi prin urmare, 
Uea = Zolo + Zis + Zrii 


de unde, ţinind seama de egalitatea componentelor simetrice ale curentului la locul defectului: 


I= == Uan 


-d4 T >i — 
A i 


Tensiunile la locul defectului se obțin apoi fără a mai utiliza componentele lor simetrice, 
folosind relațiile: 


U =U = AU =0, 
a (a — 1) (Z? — aZm) 
s a T a Doza Uan» 
ZI + ZI + Zp 
(a — 1) (Ze — aZr) 
Dn 7m . 7m Ua: 
z” + Zn + Zy 


U; = U ea a AU, = @?U a — (ZRI + aZrla + aZnI;) = 


i 
Us = Ue —AUs = aUa — (Zolo + aZ@la + aZrI;) 


Problema nr. 2.48. Se consideră generatorul trifazat simetric din problema 
precedentă. Să se calculeze curenții care iau naștere în rețea și tensiunile de 
fază și cele de linie la locul defectului, în cazul unui scurtcircuit bifazat net 
(fără arc) între faza a doua și a treia (fig. 2.48, a). 


Soluție : 
Ecuațiile la locul defectului sînt: 
Îi =0, I2+1s=0, Uz=Us 
În funcţie de componentele lor simetrice, rezultă: 
Itla +L =0, 2I, + (a + a) (I4 + L)= 0, 
U, + aUa +aU; = U, + aUa + aU; 


Za” 4 


Fig. 2.48, a, b 
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sau 
le =0, Ia+1; =0, USU; 


Pe baza schemelor monofazate omopolară, directă și inversă (v. fig. 2.48, b) 
și ținînd seamă că sistemul tensiunilor electromotoare este simetric și direct, 
se obține următorul sistem de ecuații: 


ds ZU, 
Ua = Z Li + Ui, 
0 = ZI, + U;. 


Rezolvînd sistemul alcătuit din cele 6 ecuații scrise mai sus, rezultă: 


U 
’ — E e 
1» = 0, li = L; Zm + Zm? 
, ZnU 
U, =0, Ua=U; = Uau — Sil =: 
—? 
Curenţii pe fazele rețelei sînt deci: 
I =0, 
?—a)U j V3U 
Leslae dat doi ea e a) Zei el o 
22 23 20 Ed Łi Zm E Zn Zm m Zm 
Tensiunile pe fază la locul defectului rezultă: 
2Zn U 
U; = U; + U; + U; = L, 
sl 0 2 Rudi Zm Fs Zm 
, , ; 279 
U: SU U U U a 
— — 


iar tensiunile din linie: 


3ZnU 
Un = U; — U, = — A 
g tă Bla: Zn + 4m 


Observaţii: 1° Pe baza ecuaţiilor la locul defectului, 
schemele monofazate din figura 2.48, b se pot conecta în 
paralel, obţinindu-se astfel schema echivalentă de scurtcircuit 
care caracterizează defectul dat (fig. 2.48, c), (schema de 
secvență omopolară de fapt nu există, căci nu există 14). 

2° Rezolvarea problemei se poate face altfel, scriind 


pentru circuitul închis al fazelor a doua și a treia teorema a Za Iz=0 
doua a lui Kirchhoff: 


Ue — Ia = AU, — AU, Fig. 2.48, c 
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unde AU, și AU, sint căderile de tensiune interne ale generatorului, pe fazele a doua și a treia, 
în cazul scurtcircuitului respectiv, care pot fi exprimate prin componentele lor simetrice; se 
obţine: 
aU, — aUa, = (AUo + a2AUa + aAU;) — (AUo + aAUa + AU), 
sau 
Ua = AU; — AU; = ZI — ZPL = (9 + Zr) 


dacă se ţine seama și de relaţia: 14 + 1; = 0. De aici se deduc expresiile componentelor sime- 
trice ale curenților (l6, 14, 1) și cele ale tensiunilor (Us, U4, U;) obţinute și prin prima 
metodă. 

Calculul tensiunilor se face cu relaţiile: 
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Uj = Un — AU, = Ua — (Zlo + Zala + ZPL) = 
Lr TE 


Xr > Lei Zi 24 etc. 


Problema nr. 2.49. Se consideră generatorul trifazat simetric din problema 
nr. 2.47. Să se calculeze curenții de scurtcircuit și tensiunile de fază și cele de 
linie la locul defectului, în cazul unui scurtcircuit bifazat între fazele a doua și 
a treia cu punere la pămînt prin arc electric, impedanța arcului fiind Z4. 
Să se studieze cazul cînd Z4 = 0 (punere la pămînt netă — fără arc electric). 


Sophie : 
Ecuațiile la locul defectului sînt (fig. 2.49, a): 


Ii =0, Us = Us = Za (I + I), 


care, în funcție de componentele lor simetrice, devin: 
I+ la+ =0, 
U, + @U; + aU; = U, + aUa + a2U; = 


= Za( e + ala + aL) + (L + ala + eL), 
sau 
lo + I4 +I; =0, U4=U,, U, —Ua = 3Zale 


Pe baza schemelor monofazate omopolară, directă și inversă (v. fig. 2.49, b) 
și ținînd seamă că sistemul tensiunilor electromotoare este simetric și direct, 
se obține următorul sistem de ecuaţii: 


0 = ZI, + Us 
Ua = ZLI + Ua, 
0 = ZPL +U; 
Rezolvînd sistemul de ecuații obținut mai sus și utilizînd notația: 


N = ZPP + (Za + Zi) (Zr + 3Z,), 
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Fig. 2.49, a, b 


rezultă: 


Zn(2m 4 3Z, U 
U; U; i (Za + Za) —el j 


dU; — N 

I; ERA U% zm Uau 

a Ze + 3Za N 
I, ne Uau = U% c (Zn + Zn + 3ZaA) Ua A 
Săi Zn N 

1 __ Va _ _ (29+ 3Za)Ua 

= Zm N i 
d Pustai 


Us =U; + 32,1 se EET 


Curenţii pe fazele reţelei vor fi: 

IL =0, 
ala — 1) (Za — aZ + 3Za) Ua 
EEE RER IEEE IE a e a EGEE RA 

N 


In = Lo + ala +al; = 


_ 1(Zn — a(Z 
T; 2 I; afi al, RE a2I! 2 (a 1) [4; a(ZP + 3Za)] Uá 5 


N 
ZnU 
I= +B =3 = Mica ; 


iar tensiunile la locul defectului: 
Li 7 t ? Zn Zm Z U 
U! = U! 4 U5 p U; = Ei (Se t 204) a, 


N 
32ZmZ,U 
Ure Us = Up Aa al i 
3Zn(Zm _ 327m) U 
Un = — Us = U; — Up = Sala, 


Fig. 2.49, c, d 


Observații: 1* Pe baza ecuaţiilor la locul defectului, schemele monofazate din figura 2.49, b 
se pot cupla, legîndu-se în paralel; se obţine astfel schema echivalentă de scurtcircuit care carac- 
terizează defectul dat (fig. 2.49, c). 

2° Cazul scurtcircuitului net (fără arc) se poate studia direct, urmind aceeași cale ca mai sus, 
sau particularizind rezultatele de mai sus pentru Z4 = 0. Ecuațiile la locul defectului sint în, 
acest caz: 


Ņ=0, U; 


2 U; =0, 


sau în componente simetrice 
I+ +14 =0, =U si 
Schemele monofazate rămîn aceleași (fig. 2.49, b), deci şi ecuaţiile corespunzătoare, schema 


echivalentă caracteristică defectului devenind cea din figura 2.49, d. Rezolvind sistemul de 
ecuaţii în componente simetrice, se obţine: 


U, =U, =U; oi Va 
— = —3 N’ 
I’ a pe ZMU a I’ — (Z7 + Zn) Ua 
=0 N ? a, } N’ 2 
Ka ZMU a 
—3 N’ 


de unde rezultă: 


— 1) (Zn — aZ™ U 
Ii = 0, E — a(a ) (Za a4; ) “a j 
N’ 

ia (a — 1) (Z? = aZ™) Ue S: ze tai 3Z Ua A ` 
=3 N’ 3 -A N’ ? 

U; Z ar Ea ; U’ = U=0; 

F s 3ZnZnU A 

U; = — Uau = e ai eri DE Ua = 0, 


N’ 
în care s-a utilizat notația: 
N' = ZZP + (Zm + Zn) Zn 
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Problema nr. 2.50. Pentru măsurarea im- 
pedanței omopolare a unui generator se 
scurtcircuitează fazele a doua și a treia și se 
montează un ampermetru între fazele scurt- 
circuitate și punctul neutru și un voltmetru 
la bornele fazei libere (v. fig. 2.50). 

Să se arate că impedanța omopolară a 


generatorului este dată de relația: J 
U 
Zn = o 
In Fig. 2.50 


unde U, și I, sînt indicațiile celor două aparate. Se neglijează impedanțele 
proprii ale aparatelor de măsură. 


Solutie : 

Montajul realizat este echivalent cu un scurtcircuit bifazat între fazele a 
doua și a treia cu punere netă la pămînt, care are schema echivalentă reprezen- 
tată în figura 2.49, d. (v. problema nr. 2.49). În acest circuit: 


Io + la+ 1; =0, 
U, = U4 = U; 


Curentul indicat de ampermetru se scrie sub forma: 
In = La + L = (L + ala + ali) + (L + ala + 4214) = 
= 21, + (@ + a) (Ia + Li) = 3L, 


deoarece, din prima ecuație: 
lt =L, 
Tensiunea indicată de voltmetru este, ținînd seamă de cea de-a doua ecuație: 
U, = U, + Ua + U; = 3U, 
Deci 
U 3U, U’ 


L sL L = 


—0 
este chiar impedanța omopolară a generatorului și, prin urmare, 


U 


—l 


În 


a 


a7 


Problema nr. 2.51. Un generator trifazat simetric cu tensiunea electro- 
motoare pe fază U, are impedanța omopolară nulă, iar impedanțele directă 
și inversă Z7 şi, respectiv, Z7. Să se calculeze intensitățile curenților de 
scurtcircuit atunci cînd între fazele întîi și a doua se află un consumator de 


239 


Fig. 2.51, a,b 


impedanţă Z, iar între fazele a doua și a treia există un scurtcircuit net 
(fără arc electric) (v. fig. 2.51, a). 


Solutie : 
Notînd tensiunile de fază la bornele receptorului trifazat considerat 
(locul defectului) cu Ui, Uz, Us, se poate stabili următorul sistem de ecuații: 


I+: + Is =0, Uz=Us, U,— Ui =- Zl, 


care, exprimate prin componentele simetrice ale curenților și tensiunilor, 
devin: | 
1 =0, Us =U;, 3U: = Z(L + i) 


a Sistemul de tensiuni electromotoare al generatorului este simetric și direct, 
eci: 
Ua Uau ȘI Uei = Ur =0 
Din schemele monofazate din figura 2.51, b, rezultă următoarele ecuații: 
0= ZI, + Uj, 
Ua = Zila + Ui, 
0 = Z?I; + Ui 


Rezolvînd sistemele de ecuații în componente simetrice, scrise mai sus 
se obține: 


ZZn U 
U,=0, U, =U; =s, 
eaa Vam Ua CEP ct Z) Cai 
2a Zm M 
N R 
ooo Z M 


în care s-a notat: 
M = 3ZiZi + Z(Za + Zi) 
Curenţii de scurtcircuit vor fi deci: 
M 


În = da + Îi = 


[3a2ZP + a(a — 1)Z] Ve, 
Sai RI Mat Goi 2 Ea 
M 


[3aZ? — a(a — DZIUa . 
M Fig. 2.51, c 


13 = a2la + al; = 


ÎI» = ala Hal; = 


Observaţii: 1° Pe baza ecuaţiilor de la locul defectului, schemele monofazate din 
figura 2.51, b se pot combina legindu-se în paralel ca în figura 2.51, c; se obține astfel schema 
de calcul corespunzătoare scurtcircuitului considerat. 

2° Soluţia acestei probleme permite studiul curenților de scurtcircuit în cazul unui scurt- 
circuit trifazat nesimetric la bornele generatorului constituit dintr-un scurtcircuit net (fără 
arc electric) între fazele a doua și a treia și un scurtcircuit cu arc electric de impedanţă Z între 
prima și a doua fază. 


Problema nr. 2.52. Un receptor trifazat în stea, avînd pe faza întîi induc- 
tanța L, pe faza a doua rezistența R și pe faza a treia impedanța Z (v. fig. 2.52), 
este alimentat cu un sistem simetric de tensiuni la borne de valoare efectivă U 
(puterea sistemului energetic de alimentare se consideră infinit de mare). 
Să se calculeze curenții în cele trei faze în cazul scurtcircuitării impedanţei Z, 
utilizînd: 

1° metoda componentelor simetrice, fără a introduce însă impedanțele de 
calcul Z,, Za, Z: ale receptorului ; 

2° metoda componentelor simetrice cu introducerea irnpedanţelor de calcul 
Za Za Za; 

35 metoda directă aplicînd teorema potenţialului punctului neutru; 

4° metoda directă aplicînd teoremele lui Kirchhoff. 


Solutie : 
1° Cu notaţiile din figură, se pot scrie ecuaţiile: 
Ia tla+la=0, Us —Us=joLlu, U— U; = RI, 
sau, în funcție de componentele lor simetrice: 
Io =0, (1— a) U, = joL(I;, + L), (a — 1) U, = R(al, + L) 
Din acest sistem de ecuații rezultă : 


1 1 1 
La = (ara) = (7 Un Io = 0 


și, deci, curenții de scurtcircuit din rețea sînt: 


ARIE A A IE e ei 
OL 
U 
Í, = I, + ala + al, = pd 
(a) 
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1 L4- ML 2° Notînd cu Z,, Za, Za impedantele fazelor 


receptorului, impedanțele de calcul omopolară, 
Y 7 p directă și inversă ale sistemului trifazat de 
| îi = | N impedanţe se exprimă sub forma: 
k | 1 Ly 
TE stia 2 E Ze = = (Zi + Za + Za) = 5 (jol + R), 


Za => (Z, + aZ, + @Z,) = 2 (joL + aR), 


1 
3 
Z, = 2 (Z, + Za + aZ) = 2 Gol + a?R) 


Alegînd pe U' ca fazor fundamental al sistemului simetric de tensiuni de 
linie, componentele simetrice ale acestui sistem sînt: 


Ura = Un = (a — a) U, = '— j3 U, Un =n 
Componentele simetrice ale curenților rezultă: 


0 3 
J UaZa R + JoL U 
y3 Z— ZaZ  joLR 7 
Îi at, poata Uue _ _ aR+joLl 
E V3 Z3 — ZaZi joLR TU 


din care se obțin apoi curenții de scurtcircuit în fazele receptorului. 
3° Notînd cu Y}, Ya, Y, admitanţele fazelor receptorului, tensiunea de depla- 
sare a neutrului receptorului va fi: 
r 
i N PER 
Uy = lim E. lg at 
2N Ya 3 Y, LY Y, + Y. ; =3 Ad | 


Curenţii pe fazele receptorului rezultă: 


PeU cm AIBE E 


joL oL 
| 2 — a)U > V3U 
Ia => (U; — Un) Y= =) sai 


L=-L-l,=|1+i(3+ 2L) 


2wL 


4° Aplicînd teoremele lui Kirchhoff circuitului dat, se obține sistemul de 


ecuații rezultat și în prima rezolvare a cărui soluționare directă conduce la 
curenții căutați. 
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Problema nr. 2.53. Să se determine curenții de lime în cazul unui scurt- 
circuit net (fără arc electric) la bornele fazelor întîi și a doua a receptorului 
din figura 2.53, a, alimentat de la o rețea electrică trifazată simetrică, avînd 
tensiunea de fază de valoarea efectivă U, = 10 kV. Receptorul este echili- 
brat și în triunghi, de impedanță pe faza Z’ = (60 + j 30) Q, iar linia de ali- 
mentare are impedanța pe fază Z = (10 + j 10) Q. De cîte ori, curentul 
de scurtcircuit prin prima fază depășește curentul în regim nominal? 


Solutie 
Se transfigurează triunghiul într-o stea echivalentă, avind impedanța pe 
fază: 


1 : 
= =— = — Z’ = (20 + j 10) Q 
£L 37 3f ( j 10) 


Ecuațiile la locul defectului (la bornele receptorului) sînt: 
I+ I: + 13 =0, Ui =U, = U; — 1,5 Z'ls, 
care in componente simetrice devin: 
1, =0, U= aU, 2U, = ZU, + aL) 


Din schemele monofazate omopolară, directă și inversă (v. fig. 2.53, b), 
rezultă următoarele ecuații: 


0 = ZI, + Uo 
U, = ZI; + Ua 
0 = Z1, + U; 
Rezolvind sistemele de ecuații scrise mai sus se obține: 
jei. „__ ZU, AZ, , 
Sa Sa a az425i 
2 — QZ+Z)U, => e PR 
10, Ia = oZ(Z + Zn? = Rai 1Z(Z - 2») 


Fig. 2.53. 
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Curenţii reali de linie sînt deci: 


E _2Z4+(1—a)Z" r, 
E 07 ca 


DZ + (a — 1) 2” 


aerae 2 aei o E 
Ie =I, + al, + ali = 


bad E 


L; = L; a alı F al, m Za U, 


În valori numerice, cu U, = U} e”? — 10 kV, se găsește: 
I, = (0,582 — j 0,297) kA, 
12 = (— 0,6 + j 0,02) kA, 
I, = (0,018 + j 0,277) kA 


În funcţionare normală, curentul în prima fază este: 


e e a - = (0,231 — j 0,154) kA, 
valoarea lui efectivă fiind : 
Lia m= 0218 KA 
Valoarea efectivă a curentului de scurtcircuit pe faza întîi este: 
I, = 0,654 kA, 


Şi deci curentul din faza întîi a crescut de 


di ae SD E 2,36 ori 
Im 0,278 

Problema nr. 2.54. Un generator trifazat simetric, de tensiune electro- 
motoare pe fază U, = 220 V (sistem direct) și de impedanțe omopolară 
Zn = 509, directă Zi = (8 + 76) Q și inversă Zn — = — j 4 Q, alimentează 
un receptor echilibrat în stea avînd impedanța fazei Z = (2 + j 2)Q. Să se 
calculeze intensitatea curentului de scurtcircuit si tensiunile de fază la locul 
defectului care apare prin punerea primei faze la pămînt, printr-un arc 
electric de impedanță Z, = 10Q (fig. 2.54, a). 

Solutie : 

Fie Z, Is, 13 curenții și U1, 
U, Us tensiunile la locul de- 
fectului. Ecuațiile la locul de- 
fectului sînt: 


Li Li ? ? 
Ia = l; = 0, Ui = Zali 
care, în funcție de componente- 


le simetrice ale curenților și ten- 
siunilor respective, devin: 


| //17. Ie Si a Li, 
Fig. 2.54, a U, + Ui + Ui = 3Zala 


244 


Fig. 2.54, b, c 


Schemele monofazate directă, inversă și omopolară prezentate în figu- 
ra 2.54, b se pot transfigura ca în figura 2.54, c, conform teoremei generato- 
rului echivalent de tensiune (teorema Helmholtz-Thevenin), în care: 


U 


T da a Ta —el = , . 
O ZZ _ | O ZZ 
Zae = Zm $ Z Ea (1,61 FJ 1,51) Q, Zie m Zm ra Z Ea 4 Q, 
ZZ . 
Li = Za + 2 -~F (1,695 + j 0,945) Q 


Din aceste trei scheme monofazate echivalente, aplicînd a doua teoremă 
a lui Kirchhoff, se obține: 


0 = Zoe Io = Us, 
U se m Zae La + Us, 
AESi 


Rezolvînd sistemele de ecuații scrise mai sus rezultă: 


I = lL = 1; = EPEE A = (1,3 + j 0,0585) A; 
Uo = -Zol = ( — 2,045 — j 1,33) V, 
Ua = Uae — Zae La = (46,24 + j 3,32) V, 
U; = — Zu! = (— 5,2 — j 0,234) V 


Curenții de scurtcircuit sînt: 
În = 3I, = 3(1,3 + j 0,0585) = (3,9 + j 0,1755) A, I, = I; = 0. 
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iar tensiunile la locul defectului: 
Ui = U, + Ua + Ui = (39 + 
T j 1,755) V= Za Iv 
U, = U, + Us + aU; = 
= (— 19,48 — j 47,37) V, 
Us = U, + 4U; + œU; = 
= (— 25,65 + ] 41,63) V 


Observaţie: Pe baza ecuațiilor la locul defectului, rețelele monofazate echivalente din fi- 
gura 2.54, c se pot cupla, legindu-se în serie ca în figura 2.54, d. 


Problema nr. 2.55. Un receptor trifazat echilibrat în stea fără fir neutru, 
cu impedanţele pe fază Z’, este alimentat, printr-o linie echilibrată de impe- 
danță pe conductor Z,, cu un sistem simetric de tensiuni stelate, avînd 
valoarea efectivă U,. Rupîndu-se conductorul fazei întîi, apare un defect 
longitudinal reprezentat în figura 2.55, a. Se cunosc capacitatea G și frecvența 
rețelei f. Să se calculeze tensiunile pe fazele receptorului în această situaţie. 


Solutie: 


Se consideră, la locul defectului, un sistem trifazat longitudinal de tensiuni 
nesimetrice (Ui , Us , Us ) (v. fig. 2.55, a). Ecuațiile la locul defectului sînt: 


U = Z'l, U; =U; =0, L+ l+ =0, 
unde s-a notat 


Z = = 
— jol 2rfC 


În funcţie de componentele simetrice corespunzătoare, ecuațiile de mai sus 
devin: 


1,=0, U? =U% =U}, 3U;=Z' (L+ L) 
Din schemele monofazate din figura 2.55, b, rezultă următoarele ecuații: 
U= (Z+ 2) l +U, 
0 = (Z +Z) L + U; 


Fig. 2.55 
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Rezolvind sistemele de ecuații scrise mai sus, se obține: 
Us =U; =U, = Z" UJN; 
la = (32, + 32 + Z") UI NN, 


l, = — Z"U [N Na, 
în care s-au folosit notațiile: 


N, = 32 + Z’) + 22”, 
N =+ 
Curenții în fazele rețelei rezultă: 
La = dlith = 3U./Na 
Ia = a'la + al, = [Ba N; + (a? — a) Z'] UIN, Na, 
Is = al; + eL, = [3a Na + (a — a°) Z"] UN, Ne 
Tensiunile pe fazele receptorului sînt: 
Ui = ZI, = 3Z' UN, 
U, = Z' Ia = [BaN; + (a + a) Z") Z' UIN, No, 


Us = Z I; = [Ba N; + (a — a?) Z"] Z' UIN N: 


Capitolul 3 


CIRCUITE ŞI REȚELE ELECTRICE LINEARE 
ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL 


3.1. BREVIAR DE ANALIZA REȚELELOR ELECTRICE LINEARE 
ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL 


3.1.1. ANALIZA ARMONICĂ A FUNCȚIUNILOR PERIODICE DE TIMP 


Serii trigonometrice. O funcţiune periodică de timp f(t) = f(t + mT), n = 
= + 1, + 2, ..., în care T = 1/f = 2x|w e perioada, œw e pulsaţia (funda- 
mentală), iar f e frecvenţa (fundamentală), se poate dezvolta * în serie trigono- 
metrică sau Fourier, de forma: 


f(t) = Za +52 (A cos kot + B, sin kot) (3.1) 
h=l 
sau de forma 
f(t) =F, + d Fe V2 sin(kot + xp) = Fo + > f(t), (3.2) 
coeficienții dezvoltărilor fiind dați de relațiile: 
Aia 20 Pe Ce | “ta (3.3) 
T Jo 
2 fT 2 (T A 
4, =2 f f(t) cos kot di, B, = ( f(£) sin kot dt, k= 1,2, 3, «u, (3.4) 
0 0 
[AZ 4- B? = Ai, = 3 
F,= A i VLB, y,= arctg A k=1, 2, 3, (3.5) 


* Dacă funcțiunea periodică e netedă pe porțiuni în cuprinsul unei perioade, adică dacă e 
mărginită și are în acest interval un număr finit de discontinuități (de prima specie), intervalul 
se poate descompune într-un număr finit de subintervale, în care funcțiunea e monotonă (con- 
diţiile Dirichlet). | 
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în care: F, e valoarea medie sau componenta continuă a funcţiunii periodice 
A, cos kot și B, sin kat sînt armonicele de ordinul k în cosinus şi respectiv în 
Sinus; f(t) e armonica (în valori instantanee) de ordinul k, avînd valoarea 
efectivă F, şi faza inifjială yp, determinabilă univoc în (—7, 7) numai prin 
arcsin Yẹ și arccos y; fu(?) e armonica (în valori instantanee) de ordinul 
unu sau fundamentala. 

Determinarea coeficienţilor Fourier cu ajutorul metodei discontinmtăților. 
Metoda este avantajoasă pentru calculul coeficienţilor seriei Fourier a funcţi- 
unilor periodice cu variație poligonală. 

Notînd cu f(ż; +) valoarea funcţiunii în dreapta punctului de discontinui- 
tate de abscisă ź și cu f(ţ, —) valoarea funcțiunii în stînga punctului de dis- 
continuitate și notînd: 


Sy = f(t +) Ti f(ż —), 


Sp = (nt) — P —), 


unde f™(ż4 +) și f(”)(£, —) sînt derivatele de ordinul m în punctele conside- 
rate, rezultă pentru ji dezvoltării Fourier expresiile: 


A, = =D S{® sin ki, — — È S{™® cos kt, Tos -D SP sin kt, + .. 
T t 

B, = Î- SP coskt, — D SP sin kt — ŻY SP cos kt; +., 
rk 3 nk? 3 nk? 3 


bsr =a + 2 BSP — ar ASP +... 


În aceste expresii sumele 2 Sin) sin ki, şi respectiv 2. Sim) cos kt; se calcu- 


lează pentru toate punctele de abscisă é; în care funcțiunea prezintă salturi 
de ordonată de ordinul m (derivată de ordinul m). În calcul se consideră func- 
țiunea f(?) nulă la stînga originii (4 = 0) şi la dreapta punctului de abscisă 
i; — 27. 

Funcțiuni periodice particulare. Următoarele funcțiuni periodice particulare 
conduc la descompuneri spectrale particulare. 

I. O funcţiune periodică alternativă se dezvoltă în seria trigonometrică 
fără componentă continuă: 


( f(7) dż = 0: f(t) = 2 (A, cos kot + B, sin kowt) (3.7) 

II. O funcțiune periodică impară se dezvoltă în seria de armonice în sinus : 
f(t) = —i(T — t) : {(¢) = 2 B, sin k o, (3.8) 

D= = f i f(î) sin každé, k = 1, 2, 3, n, (3.9) 
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a. Dacă la translaţia cu 1/4 funcțiunea periodică mpară devine. pară, 
atunci seria e de armonice impare în Sinus: 


i(i) = —HT — 4) = ATD —0:E0) = FI Ban sin(2 + Dat, (3-10) 
Baa = f T i(t) sin(2k + 1) otdi, k=0, 1,2,3, .. (3.11) 
0 


b. Dacă la translaţia cu 7/4 funcțiunea periodică impară rămîne impară, 
atunci seria este de armonice pare în sinus: 


f(t) = —i(T — t) = —{(T |2 — ¢): i(i) = È Ba sin kot, (3.12) 
k=1 
Bu= = (o f(t) sin 2kot dt, k=1, 2, 3, .. (3.13) 
0 


III. O funcțiune periodică pară se dezvoltă în seria de armonice în cosinus : 
f) = ET — 5:15 = 24D A, cos kot, (3.14) 
k=1 
4 =2 FN O dt; A, =4( cos kotdr, k= 1, 2, 3,... (3.15) 
0 


a. Dacă la translația cu T/4 funcțiunea periodică pară devine imparã, 
atunci seria e de armonice impare în cosinus : 


H) = HD —0) = —E(T|2 — 5:16) = D Aa cos (2k41) ot (3.16) 
PRESE ( f(t) cos (2k + 1) otdi, k=0,1,2,... (3.17) 
l 


b. Dacă la translația cu 7/4 funcțiunea periodică pară rămîne pară, 
atunci seria e de armonice pare în cosinus (avînd și componentă continuă): 


(2) = I(T — t) = i(T]2 — 0:10) =^ 4Y An cos 2kof (3.18) 
Ao=7] f(£) dt; An=7| 0 cos 2kotdt, k= 1,2, 3,... (3.19) 
0 


IV. O funcțiune periodică alternativă simetrică se dezvoltă în seria de armo- 
nice (instantanee) impare : 


f(t) = —t( + T12): tt) = d Fami sin [(2k + 1) ot + Yazı) (3:20) 


e) cos (2k + 1)otdi, k=0,1,2,..., (3.21) 


A sua = 


sl» s= 


(” f(t) sin (2k +41) otdi, k= 0, 1, 2, u (3.22) 


Bary = 
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Descompunerile ae ale unor funcțiuni periodice particulare sînt 


reunite în tabelul 3.1 


Tabelul 3.1 


Descompunerea spectrală (analiza armonică) a unor funcțiuni periodice particulare 


Funcţia periodică în (0,T) 


5 S(t — 2kr) 


== 


> (— 1 (t — kr) 


k=- 


1; 0<t<TP, 


—1; T/2<t<T 


1; 0 < ot < Yo 
0; Yo < ol < 2r — Yo 
1; 2r — Yo < l < 27 


Olio 0 < ol < Yop 

1 ; Yo Sol < T — Yo 
(m —ot)/ Yo; T—Yo < t <T + Yo 
1 ; T + Yo < ot < 2T — Yo 


(at — 27)/Yo; 2T — Yo S wl<2r 


IT; 0<t<T 


2t/T; 0 <t < TP, 


Xt — DT; T2 <t< T. 
2AT; 0 <t < TB, 
AT =D] T2 ET 


Graficul funcției 
periodice 


Gt 
-2N = 0 2T 


Seria Fourier 


1 1 œ 
— + — Ñ cos kot 
2T T k=l 


1 œ 
— J cos(2k — 1)ot 


T k=l 

4 œ 

— 5 sin(2k — 1) ct 

T k=1 2k — 

Tae sin kYo cos kot 

T T k=1 k 

(e) j S aa 
4 sin(2k — 1) Yo sin(2k — 1) ot 
TYg k=l (2k — 1)? 


1 
—— 3 Z sin kot — 
T k=1 K 


00 a! 
A = — sin kot 
7T k=1 
4 œ 


1 
Z ——— cos (2k — 1) ot + — 
z? k=1 (2k — 1%} 2 


Tabelul 3.1 Continuare 


Graficul funcţiei 


periodice Seria Fourier 


Funcţia periodică în (0,T) 


— 


AT ; 0 < t< 7/4, 
PH 8 5 e iat, sin(2k — 1) ot 
= Hi 4 i 3 3 2 i 
2 — 4t/T; TI4 Si <3T| T? k=1 (2k — 1) 
4t/T — 4; 3TA4 sis T 
1 — 40 T; 0<I< TB, 
| S | 8 5 EENE E aice Goţe S, 


4t/T — 3; TRIST T? k=1 (2k — 1) 


2 co 
— sin(2k — î)uwl — 
A/T ;0<t< Th, Saal ( 
1— 247; T2 <t< IT. __ 2 cos(2k — 1) ot 
T 2k — 1 
| 
sin wt; 0 < ot < T, 1 1. 4 © cos? kot 
— -+ — sin ot — — $ ———— 
0 r Lol <2r T 2 T k=1 (2k — 1 
2 4 © 
| sin e&t | ut — —— {ý —— cos 2k ot 
2 =- X 3 T T k=1 (2k — 1 
3V3 ©  (=1%¥ 
cos (wt — 7/3); O Lut < 27/3- Rase Ati) NE, RISE IEEE e A -ot 
( 13); 0 < t < | 2 TRE 1 cos 3k o 


Seria Fourier în mărimi complexe. O funcțiune periodică reală f(7) care 
admite o dezvoltare în serie trigonometrică de forma (3.1), poate fi reprezen- 
tată ca sumă a unei serii cu termeni complecși, exponentțiali, de forma: 


f(A) = 25 Cei (3.23) 
k=- 
în care 
GEC K f F£) e- Hot di (3.24) 
0 


este amplitudinea spectrală. 

Relaţiile între amplitudinea spectrală C,, coeficienții dezvoltării în serie 
trigonometrică A, și Bẹ, respectiv valoarea efectivă F, și faza inițială 
Yg a armonicelor (instantanee) sînt: 


1 ADA == : 
Cp = 2 (4, — jB); V2C, = Fei nl2 (3.25) 
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Spectrul unui semnal. Mulțimea amplitudinilor |/2F, ale armonicelor unui 
semnal sau cu alte cuvinte mulțimea dublelor modulelor amplitudi- 
nilor spectrale 2 |C,| reprezintă spectrul semnalului. Spectrul semnalelor 
periodice e un spectru discret, care se reprezintă de obicei ca un şir discret 
de valori, funcțiuni de >. În șirul discret de valori, se calculează cu relaţiile 
echivalente: | 


V2F, = VAF B} = 2|Cy| = 2CuCi = 2C,C (3.26) 


Seria trigonometrică pentru intervalul (0,27). Pentru o funcțiune f(x) = 
= f(x + 2x) periodică, cu perioada 27, seria trigonometrică (3.1) se pune sub 
forma: 


f(x) = f +55 (4, cos kx + B, sin $x) (3.27) 
k=1 
În care 
A, = y f(x) cos kxdx; k=0,1,2,..., (3.28) 
T JO 
B; i N f(x) sin kx dx; k=1,2,3,... (3.29) 
T JO 


Schimbarea intervalului (0, T) cu (0, 2) este avantajoasă în unele aplicaţii. 


3.1.2. CARACTERISTICI ALE MĂRIMILOR PERIODICE NESINUSOIDALE 


Valoarea medie a produsului a două armonice. Dacă 
fe = F, V2 sin(kot + yp) și g, =G, V2 sin(lot + 5,) (3.30) 


sînt două armonice de ordinele k și Z, valoarea medie a produsului lor pe o 
perioadă T a fundamentalei e nulă dacă armonicele au ordine diferite k =£ 
și e egală cu produsul valorilor lor efective prin cosinusul decalajului între ele 
pentru armonice de același ordin: 


1 (7 0; kÆL 
71 Fg, a= E (3.31) 
0 


Valoarea medie se anulează la mărimi în cuadratură. 
Valoarea efectivă a unei mărimi periodice nesinusoidale. Valoarea efectivă 
a unei mărimi periodice, definită în cazul general de relația: 


F = J+ y fedt (3.32) 


e rădăcina pătrată a sumei pătratelor valorilor efective ale armonicelor şi a 
pătratului componentei continue din dezvoltarea în serie Fourier: 


F=} RFR.. F0 (3.33) 
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În cazul unui curent periodic dezvoltat în serie Fourier 


ilt) =I, + 2 V2I„,sin(kot + Y) = Io + 22 ilt) (3.34) 


valoarea efectivă este: 


I -|/z EA 3 r (3.35) 


În cazul unei tensiuni periodice dezvoltate în serie Fourier 


ult) =U + 2 U, |2 sin(kot -+ Bi), (3.36) 


valoarea efectivă este: 
v-a +a (3:37) 
k=l 


Coeficientul de distorsiune. Abaterea unei mărimi periodice (fie ea un curent 
periodic) de la forma sinusoidală se caracterizează (făcînd abstracție de compo- 
nenta continuă care nu afectează forma) prin coeficientul de distorsiune kz, 
definit ca raportul dintre valoarea efectivă 7, a tuturor armonicelor superioare 
(reziduul deformant) şi valoarea efectivă a componentei alternative a mărimii: 


k, = — a VREA (3.38) 
VP- BR VR+RB+B+.. 
Coeficientul de distorsiune e pozitiv și subunitar sau echiunitar: 0 [ k; S 1. 
Factorul de vârf şi factorul de formă. Pentru mărimi periodice alternative 
simetrice, de forma (3.20), se definește factorul de vîrf sau de creastă ca raportul 
între valoarea maximă și valoarea efectivă: 
F 
R, = Ea (3.39) 
și factorul de formă ca raportul între valoarea efectivă și valoarea medie a 
alternanței pozitive: 
— F i 
AI aa (3.40) 


f dt 
T Jt, 


unde ź e momentul în care f trece prin zero cu valori crescătoare. 


3.1.3. PUTERILE ÎN REGIM NESINUSOIDAL 


Puterea activă absorbită de un dipol receptor alimentat cu energie, astfel 
ca tensiunea la borne și curentul să fie nesinusoidale, de forma (3.36) și (3.34), 
în regim nesinusoidal, este media pe o perioadă a puterii instantanee absor- 
bite de el: 


-i(i ( u 
P=7$ pă=zţ id (3.41) 
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Ea este egală cu suma dintre produsul termenilor constanţi (puterea de curent 
continuu) și suma puterilor active corespunzătoare diferitelor armonice în 
parte: 


P=U a +9 Ul COS o; (3.42) 
k=1 
Pe = Pe — Yr (3.43) 


Puterea reactivă absorbită de un dipol receptor în regim nesinusoidal este 
suma puterilor reactive corespunzătoare diferitelor armonice: 


Q =} UI, sin p, (3.44) 
k=1 


Pentru o rețea electrică izolată și în regim periodic nesinusoidal, atît suma 
puterilor active, cît și suma puterilor reactive e nulă, dacă se calculează aceste 
puteri pentru toate laturile rețelei, cu u(Z) și i(£) avînd sensurile de referință 
asociate după regula de la receptoare. 

Puterea aparentă absorbită de el în regim nesinusoidal se poate defini în 
același mod ca în regim sinusoidal, prin produsul valorilor efective ale tensiunii 
și curentului: 


S=UI (3.45) 


Puterea deformantă*, specifică numai regimului nesinusoidal, este definită 
de relația: 


D? = S? — (P? + Q2) (3.46) 


şi are expresia: 


D = |] 2 2 [URR + UHR — 2U,U II costes — qi) (3.47) 
Factorul de putere, în regim nesinusoidal, e definit ca raportul dintre puterea 
activă și cea aparentă: 
Mei DEE e „MIERE (3.48) 
S V P? + Q? + D 
este subunitar chiar și dacă Q = 0, deoarece în general D Æ 0. 


3.1.4. ELEMENTE DE CIRCUIT IDEALE ÎN REGIM NESINUSOIDAL 


Se consideră succesiv elementele ideale de circuit: rezistorul, bobina și 
condensatorul sub tensiune periodică alternativă la borne, cu dezvoltarea în 
serie (3.36). Se determină în fiecare caz expresia curentului, a cărui dezvol- 


* Conceptul de putere deformantă a fost definit de C. Budeanu. Există și alte definiții pentru 
puterea reactivă şi cea aparentă. Cele introduse aici se bazează pe teoria puterilor în regim defor- 
mant, dezvoltată de C. Budeanu. 
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tare în serie are forma (3.34). Calculul curentului continuu produs de o compo- 
nentă continuă a tensiunii este banal și nu este luat în considerare. Deci 
U=0 și lo =0. 

Rezistorul ideal e caracterizat de relaţiile: 


; Up 
1 = — I == 
R?’ E R 
P= RP; Q=0, D=0 
O rezistență nu modifică forma curentului față de cea a tensiunii. Factorul 
de distorsiune al curentului e egal cu cel al tensiunii. Puterile reactivă și 


deformantă sînt nule. 
Bobina ideală e caracterizată de relaţiile: 


i 1 U SI: 
== ° I ==; k . = Á= k . 
1 L (u dż; k L? Pk 9? ai < Rau (3 50) 


 Pe=0; ku™= kyu ` (3.49) 


P=0; Q = Du koLI; DEO 


O inductivitate reduce deformarea curentului față de cea a tensiunii deoarece 
prezintă o impedantă pe armonică Z, = koL proporțională cu ordinul armo- 
nicei. Puterea activă pe care o absoarbe este nulă. Puterea ei deformantă e 
diferită de zero. ; 

Condensatorul ideal e caracterizat de relaţiile: 


i=0%,; I, = kCoU,; p=; Ba > hau (3.51) 


œ 
P=0; Q=— 9 UkoC; D0 
k=1 
Un condensator accentuează deformarea curentului față de aceea a tensiunii, 
deoarece prezintă o impedanță Z, = 1/kœC invers proporțională cu ordinul 
armonicei. Puterea activă e nulă. Puterea deformantă e diferită de zero. 


3.1.5. ANALIZA CIRCUITELOR LINEARE ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL 


În studiul circuitelor electrice lineare se poate aplica metoda suprapunerii 
efectelor. Mărimile periodice date: mărimile de sursă (tensiunile electro- 
motoare ale generatoarelor de tensiune și curenții generați de generatoarele 
de curent) și mărimile la borne (tensiunile sau curenții) determină univoc 
mărimile rezultante (curenții prin laturi său tensiunile la bornele laturilor). 
Condițiile inițiale, în general incompatibile cu condițiile de periodicitate, nu 
influențează modul de variație a mărimilor rezultante și nu intervin în con- 
dițiile de determinare univocă a acestora. 

Metoda descompunerit spectrale constă în următoarele: 

a. Mărimile periodice date se descompun, cu ajutorul dezvoltării în serie 
Fourier, în componente armonice ; 

b. Se studiază circuitul pentru fiecare armonică în parte, ceea ce se poate 
efectua cu oricare dintre metodele pentru regimul permanent sinusoidal, 
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inclusiv prin reprezentarea în complex. Se ţine seamă de faptul că pentru 
armonica de ordin œ, pulsaţia fiind de $ ori mai înaltă decît a fundamentalei, 
reactanţele tuturor condensatoarelor vor fi de & ori mai mici decit „pentru 
fundamentală, iar reactanțele tuturor bobinelor vor fi de k ori mai mari; 

c. Mărimile. periodice rezultante se obţin, sub forma dezvoltată în serie 
Fourier, prin suprapunerea în fiecare latură h mărimilor pe care le-ar stabili 
fiecare dintre: armonicele de un același ordin ale tuturor mărimilor date. 

Metoda este utilă cînd interesează descompunerea spectrală a mărimilor 
rezultante sau cînd mărimile periodice sînt. date printr-o suprapunere de mărimi 
sinusoidale, în număr finit. 

Metoda elementară a regimului E compatibil cu regimul periodic 
se bazează pe observația că, în familia dẹsoluții de regim tranzitoriu, deter- 
minate în 0 Sr < Tyde aceleași condiții de surse și la borne, dar de condiţii 
inițiale diferite, „există un singur regim tranzitoriu pentru care soluțiile au 
valori inițiale (la începutul periqadei) egale cu cele finale (de la sfîrșitul peri- 
oadei). În acest regim tranzitoriu singular, soluţiile mărimilor rezultante 
pot fi continuate periodic, cu »peitoada T, penn orice î. 

Metoda constă în următoarele? 

a. Se scriu ecuațiile circuitulti pentru intervalul unei perioade (0 [t <T, 
cu momentul iniţial ales arbitrar) în care apar funcțiunile de timp care descriu 
mărimile. periodice date (condițiile la borne și de surse); 

b. Se admit condiţii inițiale nenule arbitrare. Se studiază circuitul, pentru 
O sr: < T, în regi imul tranzitoriu determinat de condițiile la borne și de surse 
date; în conditiile inițiale nenule admise oarecare. Se obține familia de soluții 
de Pi tranzitoriu, definite pentru 0 st < T şi dependente de condițiile 
inițiale ; 

c. Se selectează acele Valeri particulare dle condițiilor inițiale care sînt 
egale. cu cele finale, atinse la sfîrșitul intervalului [0, T); 

d. Se scriu soluţiile acestui regim tranzitotiu singular, pentru 0 [S t <T, 
substituind valorile inițiale astfel determinate. 

Soluţiile de regim periodic, definite pentru —oco << oo se confundă cu solu- 
țiile. acestui regim tranzitoriu; singular în intervalul 0 7 < T și reprezintă 
continuarea periodică a acestora, cu perioada T pentru pa < 0 și T< 
<< oo. Cu excepţia acestui regim tranzitoriu compatibil (confundat), regimul 
periodic (forțat, permanent) e incompatibil cu condiţiile inițiale oarecare. 

Regimul tranzitoriu poate fi determinat cu oricare dintre metodele spe- 
cifice acestuia, cum ar. fi metoda elementară și metoda transformatei Laplace. 
Regimul tranzitoriu poate fi determinat și atunci cînd mărimile date au descon- 
tinuități de prima specie în 0s/< T, interpretînd derivatele în sens generalizat. 


e s j 
4 Li 
pt 


3.2. MĂRIMI PERIODICE NEŠINUSOIDALE 


SR, dare ci } 
PROBLEME REZOLVATE., E 
E | a 
Problema nr.3: l. Teñsiunea geńerată la borne de un alternator este tuncțiune 
de timp periodică alterpătivă şimetrică cu alternanțe de formă trapezoidală. 
Să se calculeze coeficientul de distorsiune și factorii de vîrf și de formă. Apli- 


cație numerică: Tọ = 7/8. 


ăi 
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Soluție 


Funcțiunea periodică alternativă simetrică cu alternanțe trapezoidale 
(v. fig. 3.1, a) definită pentru 0 < ¿< T/2 de: 


u(t) 


poi) 
Um || 
dii 
>T 7/2 G 7/2 T 
Ta L 
T 
b A O, 
0 A ŢI 
an t 
T4 17 Un à 
To E 
Fig. 3.1 


Ut] To, pentru Ost:s< To 
u(t) =§ Um  , pentru 0OSiI/2— To 
U„(I/2 — 0] To, pentru T/2 — T, SS If2 


și pentru 7/2 < ż < T de relaţia de simetrie u(t) = —u(t — Tİ, se dezvoltă 
în seria trigonometrică de armonice impare în sinus (v. tabelul, 3.1): 


4Um a sin(2k + 1)oTo 


sin(2& + 1) wz 
Tr To kao (2k + 17 ( Ei ) 


u(t) = 


Valoarea efectivă a acestei funcțiuni se poate determina. simplu, fără a 
recurge la descompunerea spectrală cu ajutorul relației de definiție (3.32). 
Astfel, ținînd cont și de relația de simetrie, se obține: 


v= F y ‘eat + (f ar) | =o, Lu SU, [i-r 
T TE 0 Te 3 T 


Valoarea efectivă a fundamentalei (armonica 1), obținută din descompunerea 
spectrală, are expresia : 


__ 4Um sin © To 


I= ny2 To 


Valoarea efectivă U, a tuturor armonicelor superioare (reziduul deformant) 
rezultă atunci sub forma: 


=V ZU =U, I —ŽoTo— mare 


To 
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Pe baza acestor expresii se obțin: 
eficientul de distorsiune, 


A -u |1- 2e (1—2 oT.) 
«= 7, z? oT, 3 j 


şi factorul de vîrf, 


U 2 
= 21| 2 T 
ý U | 3 € i 


Pentru determinarea factorului de formă este necesară determinarea valorii 
medii a alternanței pozitive. Aceasta este dată de: 


a” u(t) dt = Un (1 za 220] 
Th T 


Factorul de formă rezultă atunci 


Numeric : Dacă T = 1/8, rezultă: U = 0,815 Un; Uz = 0,08 Un; ke= 10%; 
k, = 1,23; k, = 1,086. 

Descompunerea spectrală se poate obține, fără a folosi tabelele, prin deter- 
minarea coeficienţilor Fourier, fie direct cu ajutorul relațiilor lor de definiție, 
fie cu ajutorul metodei discontinuităţilor. În cele ce urmează se vor aplica 
comparativ cele două metode. 

Observînd că funcțiunea periodică satisface atît condiţia u(/) = u(—?) 
de simetrie impară față de valoarea nulă a argumentului, cît și condiția u(t)= 
= u(T/2 — t) de simetrie pară față de valoarea 1/4 a argumentului, rezultă 
că seria trigonometrică are numai armonice impare în sinus, cu coeficienții: 


Bun = SUE. E $ t sin(2k + 1) ct dé + (i sin(2k + 1) ot d| 
0 J0 To 
Dar 
To, i Zaa To 
\, t sin(2k + 1) ot dé TES cos(2k + 1) oTo + 


To 1 
+ (, Okt Do cos(2k -4 1) wi dż, 


TA . 
sin(2k + 1) of d = ————— 2k} l)oT 
(a (2k + 1) a pr lk + 1) aTe 
Rezultă atunci: 
4Um sin(2k + 1) To 
T OoTo(2k + 1)2 


În vederea aplicării metodei discontinuităţilor, se observă că funcțiunea 
periodică este continuă (și atunci toți S{® = 0), iar prima derivată a funcțiuni: 


Baza => 
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prezintă discontinuități de prima specie la momentele £= To T/2 — To, 
T|2 + T, și respectiv T—T,, cu valorile: 


St) = 0 — = — , nt S 
a n pentru 4, öz 

O E a N geti CEL, pentru ł = T/2 — T 

OTo oTo 

SY = 0 nei sh ih pentru & =T/—2 +T» 
oTo oTo 

SU= Se) a i pentru 4=T—=T, 

sa OTo 


În consecință (v. breviar): 


Bars are Zoe Siol A a 
Um -= — 
Sao e oTo + sin(2k + 1) o(T/2— T9) 


— sin(2k + 1) &(T/2 + To) — sin(2k + 1) o(7 — T] = 


__ 4Um sin(2k + 1)o To 
m O(2k + i)uwTe 


O altă metodă de determinare a descompunerii spectrale se bazează pe 
reducerea la descompunerea spectrală a unor funcțiuni ò periodice (unde 3(£) 
este funcțiunea generalizată impulsie sau a lui Dirac). e 

Metoda constă în următoarele (v. și fig. 3.1, b): 

a. Se calculează derivatele generalizate ale funcțiunii periodi 
pînă la obținerea unei funcțiuni 3 periodice. Astfel, pentru funcțiuneagg ter- 
nativă simetrică, cu alternanţe trapezoidale sînt necesare două det 


==, pentru 0 Şżź< T» 
0 


0, pentru Ty<t<71/2— To 


Duf) = ' 
n, pentru T/2 — T< t < T]2, y 
—D™® u(t — T2), pentru T/2<isT 
-7 Umts — T) + èt — T2 #T,)], pentru 0< t< TP, 
D2uţt) = 


|z [è(t — 7/2 — To) +8(t—T+T.)], pentru T/2<t<T 
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b. Se dezvoltă în serie Fourier funcțiunea Di?u(/). Deoarece această 
funcțiune este impară față de valoarea ț = 0 a argumentului și pară față de 
valoarea £ — 7/4, seria trigonometrică este o serie de armonice impare în 
sinus, cu coeficienți dați de: 


zq” | aa (t—To ) sin(24& + 1) oz di = said. — sin(2k + 1) oTo 
T Jo o TTo 

În consecință, descompunerea spectrală a celei de a doua derivate generali- 
zate este dată de: 


Dult) = e ne 2 Dee g sin(2k + 1) ot 


k=0 -~ 0 


Prin două integvări succesive, ` ‘se obțin descompunerile spectrale pentru 
prima Aa ~ 
SA i 4Um ÎN Sink + 1) o: 
PRR ra eF z ' l TE k=0 (2k -+ 1) To 


ȘI, respectiv, pentru Manane periodică căutată: 


4Um e sin(2k + 1) oFo 
i u(i = ——— SN 2k | ATA 
o Sare patina ia dl 


Problema nr. 3.2. Circuitele de redresare convertesc energia de curent 
alternativ în energie de curent continuu. Trei circuite de redresare, cu diode 
ideale, conectafe direct între rețeaua de c.a. monofazată sau trifazată și rețeaua 
de c.c., considerată ca o sarcină pur rezistivă R, sînt reprezentate în schemele 
din tabelul 3. 2, a. Să se calculeze 'valorile medii și efective, coeficienţii de 
distorsiune și factorii de virf pentru mărimile redresate. 


Soluție : ` e 

Elementul redresor ideal este un element nelinear și pasiv de circuit, carac- 
terizat prin rezistență nulă la conducția în sens direct și rezistență infinită 
la conducția în sens invers; trecerea de la starea de biocare la starea de con- 


ducție avînd loc atunci cînd. tensiunea aplicată schimbă de semn, de la valori 
negative la valori pozitive (fig. 3.2). 

Datorită acestor elemente nelineare, tensiunea redresată u(t) la bornele 
sarcinii rezistive și curentul redresat i(7) prin sarcină sînt funcțiuni periodice 
pulsatorii, cu formele de undă reprezentate de asemenea în tabelul 3.2, a. 

Descompunerile spectrale pentru cele trei forme de undă ale tensiuni; 
redresate se pot obține fie direct din tabelul descompunerilor peer (v. bre- 
viar), fie prin calcularea coeficienţilor Fourier, așa 
cum se va proceda în cele ce urmează. 


Conexiunea monofazătă (CM) cu o diodă. Ten- 
siunea redresată, în intervalul 0<Şż¿<T fiind 
dată de: . 

(5 U, sin of, pentru 0 ¿< 7/2, 
u = 
N pentru T/2sSis 1 Fig. 3.2 


dioda rea 
dioda ideală 


u 
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Tabelul 3.2, a 


Circuitul de redresare Conexiunea 


Graficul tensiunii redresate uł) 


Um sin ot, 
pentru 0 < t < T/2 
0, pentru 7/2 <i< T 


OT = 2% 


Un sin ct 


Monofazată 
cu o diodă 


Monofazată Um sin ot, pentru 0< t< T 
cu punte de 
diode oT =r 


Um sin (ot + r/ô), 
pentru 0 < t< T 


Swt = 2r 


Trifazată cu 
3 |: trei diode 


rezultă pentru coeficienții Fourier următoarele expresii: 


T12 
U, =z P y sin otdi = Îm 
0 


T 


By = 20 Unsin of sin atdi = 2 E E, 
ko~ m Ea 
T Jo 


r 1—k 1+kk 
pentru oie dpi 0 
k=l; Bi =U/2 
L= Un sin wf cos kot di = A a 
T T 1 -+k 1 — k 
k = impar, = 
pentru k = par, PR d 


T UB) 


În consecinţă, tensiunea redresată și curentul redresat au descompunerile 
spectrale : 


1 
u(t) = Ri(t) = Um Br + a sin ot + — D -o „sin[2: kot — z) 


Conexiunea mono fazată (CM) cu punte de diode. Tensiunea redresată u(t) = 
= Um |sinct| este o funcțiune periodică cu perioada T = r/o, definită 
în intervalul 0 < t< T, prin: 


u(t) = U„ sin ot; Osri<I. 


Funcțiunea satisfăcînd condiția u(7)=u(—/), de simetrie pară față de valoarea 
nulă a argumentului, se va reprezenta printr-o serie trigonometrică de armonice 
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în cosinus. Pulsaţia « a tensiunii monofazate fiind însă dublă față de pulsația 
fundamentalei, în formulele coeficienţilor Fourier, se va utiliza pentru pulsaţie 
valoarea 2%. Se obține, cu T = 2/2: 


TJ2 , 
= U, sin ot di= Ż U, 
T 0 T 


T2 , i i i 
AS i U sin cf cos 2bat dt = += | t | 
T Jo 1-+ 2k 1 — 2k m 1— (2k? 


TT 


În consecință, tensiunea și curentul redresat au descompunerea spectrală: 


u(£) = ia =U, E sis 5> : , sin sin (2kos — al 


T TEZA (2k)2 — 


Conexiunea tri  fazată (CT). cu. trei diode. Tensiunea redresată, cu perioada 
T = 27/3%, este definită de:. 


uft) = Um sn (tt i s» pentru 0Osoui/<2x/3 


Funcțiunea satisface condiţia de simetrie pară și prin urmare seria trigono- 
metrică este o serie de armonice în cosinus. Pulsaţia w a sistemului de tensiuni 
trifazate simetrice fiind -de trei ori mai mare decît cea a fundamentalei, în 
formula coeficienţilor A,, trebuie utilizată valoarea 3w. Se obține: 


2 (7/2 f, TE 3 m 3V3 
U= T |, U n Sin (+3) dt = Ua gi Ui 
4 | TI2 A z) 2 3V3 Um 
4 =4$ Ua sin(a +5 cos a d = ŽU, cos — 6 II n 1 GF 
Tensiunea și curentul redresat au atunci tis spectrală: 


Valorile medii natie de curent me ME obţinute direct din aceste 
descompuneri spectrale sînt reunite în tabelul 3.2, b. 

Valorile. efective se pot determina fără a se recurge la descompunerile spec- 
trale, cu ajutorul iesea de definiție. Se obţine succesiv: 


U? = RI? = Ce F sin? otdi = Uh Io di = =), 
T Jo T 2 2 
pentru CM cu o diodă; 
2 2 RI? — E(f sine t dł = Af 1 — cos 2001 dot) = AE 
i T 0 T 0 2 y2 
pentru CM cu punte de diode; 


T 
1— 20 + — 
2/3 cos | ol + =) 


F d(&t) = 


Vi Re (e sfo 2 dr = SE 


27 
= 02|3 = az, pentru CT cu trei diode. 


0 
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Valorile efective ale tuturor armonicelor (fundamentala și armonicele superi- 
oare), pentru cele trei conexiuni sînt, în ordine: 


1 
VUIT = U, ma = 0,386 U „, pentru CM cu o diodă; 
TT 
1 
VU? — U? = Un (23) = 0,308 U n pentru CM cu punte de diode; 
TT 


1 Li 
VU:—U2=U, Href = 0,155 Un, pentru CT cu 3 diode. 
Coeficientul de distorsiune, același pentru tensiunea redresată și curentul 
redresat, calculat cu relaţia: | 


__ Va č _ 
Rau d: VU = u? m Rai 


are, pentru cele trei conexiuni, valorile date în tabelul 3.2, b 


Tabelul 3.2, b 


Valoare Valoare Valoarea Reziduui Ondulaţia kdu k 
medie efectivă efectivă deformant á 
Conexiunea a fundamen- | Ug = RIa = | U~=RI = Ua Um 
Z = talei = Pey 
U,=RI, U=RI U, = RI, |=VUZUIu2| =VV?- u| Vo?-u|) vu 


tg Ly Eun 
w — m = — = — = 
ANE 7 2" fa” 0,153 Um | 0,386 Um | 0,4 | 2,00 
2 1 2V2 
Monofazată | — Um = Um = (Um = ; 
cui punte x V2 3r 0,063 Um | 0,308 Um | 0,2 | 1,41 


= 0,637 Um | = 0,707 Um |= 0,300 Um 


o | eee | REEE ÎI | aa ae 


33 a |- 33 3V3 A ARES 


Trifazată —— Um Ea ii ale Se 
cu 3 diode | 27 2 l 8r l8rV2 0,051 Um | 0,155 Um 1,19 
= 0,830 Um [Um =0,843Um| = 0,146Um 


Factorul de vîrf, k, = U„/U, se calculează imediat și are valorile date de 
asemenea în tabelul 3.2, b. 
Pentru caracterizarea unui circuit de redresare este util coeficientul de pulsaţie, 
definit ca raportul dintre valoarea efectivă a tuturor armonicelor și compo- 
nenta continuă: 


ko = VU2— URUG 


Valorile acestui coeficient pentru cele trei conexiuni sînt, în ordine 1,21, 
0,482, 0,187. 
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Problema nr. 3.3. Un circuit de redresare avînd sarcină rezistivă R, ali- 
mentat la borne sub tensiunea sinusoidală u(t) = U,, sin œt, absoarbe de la 
rețea un curent nesinusoidal pulsatoriu cu impulsuri de formă sinusoidală 
(v. fig. 3.3), a căror amplitudine este I„ = Um/R. Să se calculeze: a) puterile 


i(t) 


Fig. 3.3 


în regim periodic; b) randamentul circuitului de redresare definit prin rapor- 
tul dintre puterea de curent continuu în sarcină și puterea activă în sarcină. 


Solutie : 


Intensitatea curentului periodic pulsatoriu prin sarcină, aceeași cu cea 


absorbită de la rețea (v. fig. 3.3) este definită pentru 0 < ot < 2z/n prin 
funcțiunea: 


0, pentru 0 < œt < q, 
i(t) = { Im sin of, pentru a< t< 7; 
0, pentru m< o< 2x/n, 


unde Ip = Un/R. 
Valoarea medie este: 


1 (7. n (E ; n 
L=7\, i(£) dz =>f In Sin ot d(ot) = Inz- C + cos a) 


Valoarea efectivă se obține din: 


Pan ( 120) di= P- (1n sin? of d(ot) = fe (7 — a+ > sin a) 


T Jo 27 T 
Și este: 
t = 11. H7- a + sin 2a] 
2 T 2 


Cu aceste expresii se pot obține puterile în sarcina rezistivă R. Astfel pute- 
rea de curent continuu este: 


Po = R = Uplml(l + cos æ)’ n27]? 


Puterea activă este dată de: 


P=RI=Unln p(n — a + a sin 2a) 
dr 2 
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Fiind o sarcină rezistivă, puterea reactivă și deformantă sînt nule, Randa- 
mentul circuitului de redresare este: 


__ Po _ 14 _n 1 + cosa 


2 1 
P I T q — a+ — sin 2a 
2 


Pentru conexiunea simplă cu o diodă (v. problema 3.2), curentul redresat 
constă dintr-o singură alternanță a funcțiunii sinusoidale. În consecință, 


e=0 mml 
ȘI 

1 1 4 
DU la P =- Umm: aa iC 


Pentru o conexiune cu punte cu diode, curentul redresat constă din ambele 
alternanțe și atunci 


a = 0, n = 2, 
iar 
Pg LUI; P=} Upa; n=Ż 81,2% 
0 za mom > 9 m-a > E a a , o° 


Cu ajutorul randamentului circuitului de redresare astfel calculat, se poate 
aprecia eficacitatea cu care curentul alternativ este transformat în continuu. 
Valorile calculate pentru cele două conexiuni sînt maxime, deoarece au fost 
neglijate, în principal, pierderile de putere în elementele de redresare la con- 
ducția curentului în sens direct. Se poate observa dublarea randamentului 
pentru conexiunea cu punte cu diode, față de cea cu o diodă, datorită redre- 
sării ambelor alternanțe ale tensiunii sinusoidale. 

Puterea aparentă la bornele de intrare a circuitului de redresare este: 


1 1 n 1 . 
TT #[r— a++ sin 2a)» 


R 1 „1 , EERE 
avînd valorile —=U mIm ȘI z U nIm pentru cele două conexiuni discutate. 


2V2 
Se observă că P = 0,707 S pentru conexiunea cu o diodă și P = S pentru 
conexiunea cu punte de diode. În consecință, conexiunea simplă cu o diodă 
este cea mai dezavantajoasă energetic. Circuitul de redresare primeşte pe la 


borne o putere aparentă de V2 ori mai mare decît puterea activă în sarcină, 
iar din aceasta numai 40,6% reprezintă putere de curent continuu. 

Forma de undă reprezentată în figura 3.3, b este caracteristică circuitelor 
de redresare cu elemente de redresare comandate, unghiul fiind denumit 
unghi de deschidere al elementului. Prin comanda deschiderii elementului 
redresor se poate furniza în sarcină o putere de curent continuu variabilă. 


Problema nr. 3.4. Un acumulator avînd t.e.m.-U, este alimentat printr-o 
diodă ideală de la o sursă de c.a. de tensiune e = E, sin œt (v. fig. 3.4, a). 
Ca urmare a conducției unilaterale prin diodă, curentul de încărcare al acu- 
mulatorului este periodic pulsatoriu cu impulsuri de formă sinusoidală 
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(v. fig. 3.4, b). Să se calculeze sarcina electrică primită de acumulator în inter- 
valul Aż. Aplicație numerică: U, = 13,2 V, R; = 1, E„ = 24 V, f = 50 Hz, 
At= 1h. 


| - Fig. 3.4 
Soluţie : T, 
Valoarea medie a curentului pulsatoriu este: 
5 3 î 
t1 [m-a 1 SPA. 1 2E 2EY — TE 
I =— "— (E, sin ot — U,) d(%t) pa E 
| 27 J Yo Ri : 27 Ri 


unde Yo (v. fig. 3.4, b) rezultă. din condiția : 


Em Sin Yo = Ue = E sau yy=arcsin A 


i m 


În consecință, valoarea medie este: 


Ue | 1 Em |? 1 . U 1 
E z] — 1 + Laresin- Ve — 1] 
Ri TE Ue Tt Em 2 


Sarcina primită în intervalul At este dată q = I, At. 
Un caz particular, simplu de reținut; este acela pentru care valoarea efec- 


tivă a t.e.m. sinusoidale (£,/ y este egală cu t.e.m. a acumulatorului (U,). 
Atunci, Yọ = 7/4 și prin urmare, 


Io = 3 [3-7] = 0,06831 E 
R LT 4 i 
q = 3600 I, = 245,916 E/R; [C], bentru Aż = 1 h 
Pentru alegerea diodei sînt necesare valorile curentului maxim prin diodă 
în timpul conducției și căderea de. tensiune la bornele diodei în timpul blo- 
cării. Acestea sînt: 
Em — Ue 


Ri 


PE ȘI Uzi = aT A 


Numeric: y= 33°22, I, = 2,058 A, g =7 400C, I„ = 10,8 A, Un = 37,2 V 


Problema nr. 3.5. Pentru măsurarea valorii de vîrf a unei t.e.m. periodice 
alternative siniătrice, se conectează la bornele generatorului de tensiune, 
circuitul serie format dintr-un condensator C, o diodă D și un ampermetru A. 
Dacă aceste elemente se consideră ideale (condensator fără pierderi, diodă 
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cu rezistență nulă la conducție și rezistenţă infinită la blocare, ampermetru 
cu rezistență internă nulă) să se arate că indicaţia aparatului corespunde 
într-adevăr valorii de virf a curbei de tensiune, indiferent de forma periodică 
de variaţie în timp a acesteia. 


9 
Fig. 3.5 
Solutie : 3 
În absenţa diodei, curentul prin circuit, satisface ecuaţia: 
, dU | 
t = C —, 
at 


fiind de asemenea o funcțiune de timp periodică alternativă :simetrică, tre- 
cînd prin zero la momentele de maxim ale curbei de tensiune și avînd valori 
maxime la momentele de anulare ale acesteia. 

Prezența în circuit a diodei ideale determină apariţia unui curent pulsatoriu 
prin circuit, cu impulsuri pozitive, pe durata cărora ecuaţia (1) rămîne vala- 
bilă. Dacă se alege originea de timp la momentul de vîrf negativ al curbei 
de tensiune (ca în figura 3.5, b), atunci intervalul de conducție este 0 = £ = T/2. 

Ampermetrul magnetoelectric indică valoarea medie a curentului pulsa- 
toriu prin circuit: 

lo= | i d=if Ce aj = 2 
T Jo T Jo at T 


2C 
iai Un 


Um 
du, = 

Um 

În consecință, indicația sa este într-adevăr proporțională cu valoarea de 

virf a tensiunii periodice alternative simetrice măsurate: 


a = kI, = 2Cfk, U, = RU„, 


unde k, este constanta ampermetrului. Constanta k = 2Cfk, a acestui sistem 
de măsură are valori mari pentru valori mari ale capacității condensatorului 
serie și frecvenței tensiunii măsurate. Prin alegerea adecvată a valorii lui C, 
la o frecvență dată a t.e.m., se poate lucra întotdeauna cu un miliamper- 
metru sau microampermetru. . 

Problema nr. 3.6. Un dipol receptor este alimentat la borne cu o tensiune 
periodică alternativă simetrică, cu alternanțe trapezoidale. Măsurarea acestei 
tensiuni se efectuează cu trei voltmetre de tip a) magnetoelectric, b) electro- 
dinamic și c) electronic de vîrf. Să se determine indicațiile celor trei volt- 
metre. i 


Aplicație numerică: Ua = 10 V; To=T/8 şi To = 0. 
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Solutie : 


Aparatele magnetoelectrice indică valoarea medie a mărimii măsurate. 
Aparatele electrodinamice indică valoarea efectivă. Aparatele electronice de 
vîrf, după cum le spune și numele, indică valoarea maximă. 

n consecință, indicaţiile celor trei tipuri de aparate sînt următoarele: 


4) Ya == 0 

3) U= Uji zf 

c) Umar = Um 
Numeric: a) œ V;;b) 10V0834; c) 10 V. 

Pentit unda ` dreptungftiularăr To = 0 și prin urmare, 

a): Uaes 220; b) U = Uri c) U 


Aparatele: magnetoelectride' indică valoarea zero pentru orice tensiune 
periodică alternativă:sirnetșică (care prin definiție are componenta continuă 
nulă), deși bobinele lor sînt parcurse de curent (pericol de supraîncălzire și 
deteriorare). 


maz = Um 


. Problema nr. 3.7. Un dipol receptor alimentat la borne sub o tensiune nesinu- 
soidală abso$be un curent nesinusoidal pentru a cărui măsurare se înseriază 
în circuit trei ampermetre, unul magnetoelectric, altul de inducție și altul 
termic. Primele două aparate indică 7’ = 3 A și respectiv Į“ = = 4 A. Să se 
detërmine valoarea indicată de aperigu termic. 


E olufie : - 


 Ampermetrul magnetoelectric indică componenta continuă, deci T = I». 
Ampermetzul termic indică valoarea efectivă, deci 


I= VARA E+... 
Amapermetrul de indacție indică valoarea efectivă a componentei alternative, 
prin, urmare: 
Bs =V} FRF.. =P” 
in consecință, vabarea efectivă a curentului nesinusoidal absorbit de dipolul 


receptor și indicat de voltmetrul termic are valoarea I = VI'2+ I”. 
e a SIA: 


$ 
Li 
Da 
-> 


+, 


i 33, MĂRIMI PERIODICE NESINUSOIDALE 
" PROBLEME PROPUSE E a 

Ë Přoblema 1 nr. 3.8: A se 'catguleze valorile medii și valorile efective ale 
tensiunii la borne, curtatuliii absorbit şi puterii primite de un dipol receptor 
pentru care formele d: undă sînt reprezentate în figurile 3.8, a, b, c şi d. 
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Fig. 3.8 


Problema nr. 3.9. Tensiunea aplicată unui circuit constă din o componentă 
de curent continuu Us, o componentă sinusoidală U, sin w? și o componentă 
sinusoidală dublu redresată U, |sin wz|. Să se determine valoarea medie și 
valoarea efectivă a acestei tensiuni nesinusoidale. i 


Problema nr. 3.10. Forma de undă a unei tensiuni periodice nesinusoidale 
este pulsatorie avînd impulsiile dreptunghiulare, de amplitudine U, și durată 
Tg. Perioada este T. Să se determine descompunerea spectrală a acestei unde 
și să se exprime valoarea medie și valoarea efectivă în funcție de U ṣi a =71,|7. 


Problema nr. 3.11. Regimul nesinusoidal de funcționare al unui circuit 
dipolar este caracterizat de următoarele mărimi: 


u = 300 2 sin ot + 60 |/2 sin(3%t — 45°) + 50 sin sur; 
i = 202 sin(ot — 90%) + 52 sin(3cot + 45%) + 4 [2 sin(5%t — 60%) 
Să se calculeze: U, I, S, P,Q, D. | 
Răspuns : 
U = 310 V; I =21 A; S= 6500 VA; P = 100 W; Q = 5870 VAR; 
D = 2 800 VAD. 


Problema nr. 3.12. La bornele circuitului din figura 3.12 a se aplică tensiunea 
reprezentată în figura 3.12, b. Dioda ideală va permite trecerea curentului 
într-o singură direcție (indicată de triunghi). Să se detemine indicațiile celor 
două ampermetre dacă acestea sînt: a) magnetoelectrice; &) electrodinamice. 
Să se repete problema pentru prima armonică a tensiinii aplicate. 


(V) Au (t) 


3.4. CIRCUITE LINEARE ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL 
PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 3.13. O bobină ideală avînd inductivitatea L este alimentată 
sub o tensiune la borne, alternativă simetrică, cu alternanțe dreptunghiulare, 
de valoare maximă U. Să se determine variaţia în timp a curentului absorbit. 
Soluha 1: 

Ecuația diferențială de funcționare 
a circuitului, 4, = L di/dt, se poate _i” 


scrie sub forma: 
—» pentru 0O<i<T/2; 
di L 
— = 8 
di 


5, pentru T/2<t <T Pe la 0 


Soluţia acestei ultime ecuaţii se obține direct prin integrare și este: 


i(t) = 100) +h e dt = i(0) + = „pentru OS:s7P; 
i(t) = î(0) Pr ja e dé = î(0) + (7 — 5), pentru T2 <Lt<ST 


Deoarece tensiunea la borne, fiind funcţiune alternativă, nu are componentă 
continuă, rezultă că și curentul prin bobină este funcțiune alternativă. Com- 
ponenta continuă a curentului este nulă numai dacă: 


În consecință, variaţia în timp a curentului prin bobină e dată de funcțiunea 
alternativă simetrică cu alternanțe triunghiulare: 


el: zii pentru 0 < ż¿ < 7/2; 


Pak =) pentru: T/2 Lt [IT 


Această funcțiune e reprezentată grafic în figura 3.13, c. Se poate verifica 

grafic că tensiunea la bornele bobinei e proporțională cu derivata curentului. 
SI . U T 

Valoarea maximă a curentului este la 


Solul 2: 


Descompunerea spectrală a tensiunii la borne (v. Breviar, tabelul de des- 
compuneri spectrale) e seria de armonice : 


œ 


u,(£) = Ss 5 = sin(2k + 1) ot 


TO k=02k 4+- 1 
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Amplitudinea armonicei de tensiune de ordinul m = 2k + 1 fiind unm = 
= (4/mx) U» funcțiunea care reprezintă în complex nesimplificat tensiunea 
la borne rezultă din însumarea reprezentărilor în complex ale termenilor 
dezvoltării acesteia în serie Fourier: 


œ% 
P A 1 
U, SE e saca E SE) ei(2k +1) ot 


m ka0 2k + 1 


Impedanţa echivalentă complexă a bobinei pentru armonica m fiind 
Za = jel, 


rezultă reprezentarea în complex a curentului absorbit: 


° 00 
a Um _ 4Ue P etto = 
m= 1,3,5.. Zm TOL k=0 (2k + 1%} j 
4U, < 1 j [2r + Dot- =] 


TOL k=0 (2k + 1 


În consecință, variația în timp a curentului prin bobină are descompu- 
nerea spectrală: 


. : 20T ^ 1 
i(t) i(t) = Im {j} = — T Dă ere cos(2k + 1) oz, 


deoarece w = 2n/7 


Se recunoaște în seria de mai sus descompu- 
nerea spectrală a funcțiunii periodice triunghiulare 
reprezentată în figura 3.13, c (v. Breviar, tabelul 
de descompuneri spectrale). 

Utilizarea metodei descompunerii spectrale pentru determinarea curentului 
prin bobină este mai anevoioasă decît metoda integrării, atunci cînd se cere 
soluția în forma compactă, deoarece este necesară sumarea unei serii trigono- 
metrice ; dar, este mai avantajoasă atunci cînd se dorește spectrul curentului 
sau diferitele mărimi caracteristice regimului nesinusoidal (cum sînt coeficienții 
de distorsiune sau puterile). 

Astfel :oeficienţii de distorsiune au următoarele valori: 


Fig. 3.13, c 


Sal |$- 

tau = || ERT LE = vie 451% 
20 ORE I |5 
Sa (zi 

hai = eh a a = 1,446% = 1,21% 


co 1 
20 (2k + 1)? |= 


Se verifică proprietatea cunoscută a unei bobine ideale de a avea un coeficient 
de distorsiune al curentului mai mic decît cel al tensiunii (efect de netezire). 


Problema nr. 3.14. Un condensator ideal, avînd capacitatea C, este alimentat 
sub o tensiune lə borne alternativă triunghiulară (v. fig. 3.14.5). Să se deter- 
mine variația în timp a curentului prin condensator. 


Solutia 1: 
Curentul prin condensator este soluție a ecuației diferenţiale: 


unde 


Vaze) pentru 0 < ź < 7/2; 


uâ). pentru 7/2 SiS 7 


Rezultă imediat: 


pf 4CU,|T, pentru 0<t < T]2; 
+ 4CU/T pentru T/2 <t< T 
Curentul prin condensator este funcțiunea alternativă simetrică cu alter- 
nanțe dreptunghiulare de amplitudine 4CU,/T (v. fig. 3.14, c.) 


Soluția 2: 
Descompunerea spectrală a tensiunii la borne fiind dată de 


(u,( EU ET cos(2k + 1) at 


(conform cu tabelul de descompunere spectrale, v. Breviar), rezultă repre- 
zentarea acesteia în complex simplificat sub forma: 


00 
U 1 oin? 
gg Van? kao (2k + 1% 


Admitanța pe armonica de ordin m = 2k + 1 fiind Y„ =jemC, rezultă 
pentru armonica de ordin m a curentului expresia : 


Lm = jomCU m 


Fig. 3.14 
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Curentul are atunci reprezentarea în complex: 


8U 16CU, Ș 1 
LE o (2k 1 |2 aa a 
g de D jol + Ga rii V2nT k0 2k + 1 


(deoarece w = a T). 
În consecință, variaţia în timp a curentului prin condensator are des- 


compunerea spectrală: 


i(t) = (293 lora elar) = 40 4CU, 4 45 


in(2k + 1) ot 
m 20 2h + „sai zi ca 


în care se recunoaște funcțiunea SARA alternativă simetrică cu alternanţe 
dreptunghiulare de amplitudine 4CU,/7 (v. Breviar, tabelul de descompuneri 
spectrale), 


Probiema nr. 3.15. Circuitul serie R-L, cu R = 209 și L = 6,66 mH 
(fig. 3.15, a) este străbătut de un curent periodic, avînd forma de undă tri- 
unghiulară (v. fig. 3.15, b). Să se determine variația în timp a tensiunii 
aplicate la borne. Perioada este T = 20 ms. 


Soluţie : 
Tensiunea la borne are expresia: 
u(t) = urli) + u(t) = Ri + L = 


unde 
TE 300 ź— 1, 0< ¿< 0,01; 
5— 300ż; 0,010< ¿< 0,02 
Componenta urmărește forma de undă a curentului: ug = Ri = 2i, iar 
pentru componenta 4, se obține: 
di 2 0 <ż< 0,01, 
ur == L — 
dt —2 0,01 <1<0,02 
Prin adunarea ordonatelor curbelor pg și 4, (v. fig. 3.15, c) se obţine va- 
riația în timp a tensiunii la borne: 
600 £, 0< ¿< 0,01; 
u(t) = 
8— 600ż 0,01 <1<0,02 


Fig. 3.15 
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Problema nr. 3.16. Tensiunea la bornele unui circuit serie R-L e funcțiune 
periodică alternativă simetrică cu alternanţe dreptunghiulare. Să se deter- 
mine forma de undă a intensității curentului prin circuit. | 


up[t) L 


Fig. 3.16 
Soluţia 1: 

Descompunerea spectrală a tensiunii aplicate la borne (v. breviar, tabelul 
de descompuneri spectrale) este dată de: 
W 

T k=02k +1 


u(t) = sin(2& + 1) ot 


Impedanţa circuitului serie R-L pentru armonica de ordinul m = 2k + 1 
este; 


VAR = R + jmoL E / R2 + (maL)? ei arcte(moL/R) 


În consecință, expresia curentului este funcțiunea periodică alternativă si- 
metrică a cărei descompunere spectrală este: 


09 
4U, 1 1 | i ] 
1(7) = — S0 mot — arc te | 
w) z i»; a. m VR2 + m2002L2 S| R 


Expresia obținută se mai poate eventual prelucra, ţinîndu-se cont că 


: MOL MoL ; maL R 
SIN ACUL — ==- n ȘI. "COS Arctig Dee 
R VRE F moi? R VR? + maL? 
Se obține: 
4U ^ 1 R 
1O sin(2k + 1) oz — 


m 4702 +1 R? + (2k + 1)2 oL? 


4U, © ai 
m RTO R? + (2k + 1) oL? 


cos(2k + 1) o 


Dacă se notează a = œL/R şi se utilizează pentru prima sumă descompu- 
nerea în fractii simple, se obține în final: 


i= 4U, ŞI Sink + Dot 4U, Î (2k + 1) sink + 1) ot 
TR k=0 2k41 TR k=0 (2k + 1} + a2 


4Ua SR cos(2k + 1) ot 
ToL k=0 (2k + 1)2 + a2 
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Pentru însumarea seriilor Fourier obţinute, ultima expresie este cea mai 
convenabilă. Astfel sumele celor trei serii din ultima expresie sînt urmă- 
toarele: 


4 sin(2k + î) cot _ |, 0O<out<r; 
x kao 2k+1 —], n< <2r 


h aut — sh a(ot — 
i a sa 2 RI Ea a 

[e e) 
4 (2k + I) sink + 1)ot __ ta 
w 5220 (2k + 1} 4-a? So =) a E n<ot<2r 

sh ra 
aa e) e eaen 
00 
4 cos(2k + 1) ot _ i cazu 
oa (Ape) ia je socata 20) Ch a(o/ de) mo acneea 
a sh ra 


Înlocuind în expresia curentului și efectuînd operaţiile, se obține în final 
soluția: 


——! 
ppe ji „Deta Fo 
R RT 
l+e L 2 
I(7) = EAE: 
L 2e L 2 
S IE a zr | Blat 
1+e L2 


Solutia 2: 


Se consideră circuitul serie R-L, străbătut la momentul £ = 0 de curentul 
i, la bornele căruia se aplică tensiunea: 


u(t) =í U» pentru 0< ¿< T[2; 
i —U, pentru T/2<t< T 


Ecuația circuitului fiind 


Ri + LA = U, pentru 0 <ż< T]2, 


soluția se caută sub forma: 


unde A rezultă din condiţia: 


i(0) = i, 2 + A, AN de = 
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Curentul are deci expresia: 


R R 
i(t) = — nfi —e Z Hine E pentru 0< ź¿ < T/2 

atingînd la capătul intervalului valoarea: 
U se SE cdi 
amafi- tnt 

Pentru intervalul T/2 <t < T, ecuaţia circuitului fiind 
. di 
Ri + L—= — 
1 + dt Us, 


se caută soluția sub forma: 


unde B rezultă din E, 
i(T/2) = — — + B, B=i(T]) 


Expresia curentului este deci: 


i(t) = = Da [4 zi td 4 |f: SE E 


avînd la sfîrșitul intervalului valoarea: 


RT RT RT R 
anp «e amp bami n es —— D m i e 
tr) = — Baie T7) Zeie r Z)e ET ie E 


R R T2 
. -FT U - 23 
= Ve L sai —e L z) 
R 
Condiția de periodicitate a curentului împreună cu condiția de continuitate 
impusă unui curent prin bobină cer însă ca: 


i(0 + ) =1(T + ) =1(T—), adică tz, = i(T} 


Valoarea inițială a curentului 


ezultă deci din ultima relație și are ex- 
presia : 


În consecință, expresia curentului pentru 0 < ź < 7/2, este dată de: 


R L 2 3 
PRE isi 1 — e U 2 
pie Pret sa |i- 7 
R R „aie ae R E tu 
Similar, se obține: 
R T 
EEN (e A zi 
U 2 al 7) 
i(f) = — [1 — s TRIST 
R _RT 
1—e L2 


Comparînd cele două metode utilizate, metoda descompunerii spectrale 
și metoda integrării ecuațiilor circuitului (v. și Breviar), se pot constata avan- 
taj ele primei metode atunci cînd se cere descompunerea spectrală a soluției 
şi avantajele celei de a doua metode, atunci cînd se cere variația în timp 
a acesteia. 


Soluția 3: 

Metoda integrării ecuaţiilor circuitului poate fi întrucîtva simplificată 
dacă se observă că pentru intensitatea curentului — funcțiune periodică 
alternativă simetrică — condiția de continuitate și periodicitate se poate 
scrie: 

i(0) = — i(T/2) 
Se cere soluția ecuaţiei: 


Ri + Lo =U, pentru 0< t< T]2, 


care satisface condiția i(o +) = — i (T/2 —) 
Dacă soluția completă se scrie și sub forma: 


R 


— —t 
i) == e E, pentru O<:<TP, 
"Ta 


1+e 


atunci constanta C rezultă simplu din condiția: 


R 
Uo C Uo e C =T, 


RT | f 


cu valoarea 


În consecință, curentul are expresiile 


aY 
i) =| 1 — = þe pentru 0<#ż<T/2 
je Z2 
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și 
i(£) = — i(t — T]2), pentru T/2 sis 7, 
rezultate care sînt în deplină concordanță cu cele obținute anterior. 


Problema nr. 3.17. Un condensator de capacitate C, fără pierderi, este co- 
nectat la bornele unui generator de impulsii dreptunghiulare de tensiune, de 


R elt) 
i(t) 
eft) «d c 


ge = 
T îi Fig. 3.17 a, d 
amplitudine U, durată T, și perioadă T, avînd rezistența internă serie 7. 
Se cer curbele de variaţie. ale curentului și tensiunii la bornele condensa- 
torului. i a 


Rezolvare : 

Generatorul de impulsii dreptuhghiulare se reprezintă prin schema serie 
din figura 3.17, a. La bornele generatorului în gol, tensiunea urmărește va- 
riația în timp a t.e.m. e(/), reprezentată în figura 3.17, b. Prezența condensa- 
torului la bornele generatorului distorsionează forma de undă furnizată de 
acesta în gol, formă de undă care încetează de a mai fi seria periodică de 
impulsii dreptunghiulare. 

Tensiunea u(ź) la bornele condensatorului satisface ecuația: 


du Ug Ora Ti; 
tată u = 
RC- dă În T,„<t< T 


| 


cu condițiile de continuitate și periodicitate 
u(Tı —) = u(Ta +) şi u(0+) = u(T —) 
Soluţiile acestei ecuații pentru cele două intervale sînt de forma: 
; t 
Uo+Ae E, 0<t<T, 


Be- (-71)/RC, T;ı<t< T 


u(t)= 


unde constantele A și B se vor determina din condițiile de continuitate: 
U, +A e-Zu/RC = B: 
Ú, +A = Be-m, 

Se. obţin sapte 4 


__ a— TRC __ a~ Tı/RC 
Wea iai Ata e bau ionică 


cu 7,+T7,=T. 


ro 


Tensiunea la bornele condensatorului este atunci dată de: 


a e e No Dap 
1 — e—ZIRC 
u( — 
Uo 1 eTR t- Tera 
Pa ta aa ma RC , 
A eZ7RC À 3 1 SI 


Curentul prin condensator fiind dat de ecuaţia z = C du/d/, rezultă sub 
forma : 


1 — e TRC -£ 
ine e E, Oastel 


i(t) 1— e— TIRC 
UR 1 — e- Ta/RC -toT 
iL | RC 3 pai A dă 
— œ 


Evoluţia în timp a tensiunii u(ż) și a curentului i(£) prin condensator 
sînt date în cuprinsul unei perioade. Din periodicitate, rezultă: 


ult + T) =u(, it + T) =i®, 


aștfel încît evoluția în timp a acestor mărimi poate fi obținută pentru în- 
treagă axă a timpului. Curbele de variație în timp pentru două perioade sînt 
reprezentate în figura 3.17, c. 

Valori mari ale raportului T/RC conduc la forme de undă ale tensiunii la 
bornele condensatorului, mai apropiate de seria periodică de impulsii drept- 
unghiulare. La o frecvență de repetiție f = 1/ T dată și la un raport impuls / 
pauză 7,/7, dat, distorsionarea formei de undă a generatorului se reduce 
prin micşorarea valorii capacității condensatorului paralel pe ieşirea sa. 


Fig. 3.17, c 


O rezistență mică de ieșire a generatorului favorizează de asemenea menti- 
nerea unei forme de undă cît mai dreptunghiulare. 


Problema nr. 3.18. Atenuatorul unui osciloscop cu tub catodic (v. fig. 3.18, a) 
este un circuit prin care se reduce amplitudinea semnalului de intrare fără 
a se deforma forma de undă. Pentru reglarea atenuatorului se oscilogra- 
fiază o tensiune periodică alternativă simetrică, cu alternanţe dreptunghiu- 
lare (v. fig. 3.18, b) aplicată prin atenuator. Se modifică valoarea capacităţii 
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condensatorului variabil C pînă cînd forma de undă oscilografiată reproduce 
fără deformare forma de undă aplicată la intrarea atenuatorului. 

Se cere: 4) valoarea C a capacității condensatorului reglabil pentru care 
atenuarea se realizează fără deformare; b) formele de unde oscilografiate 
pentru C Æ Ce. 

Rezolvare : 

Reducerea tensiunii e (£) aplicată la intrarea atenuatorului se obține prin 
divizorul de tensiune format din rezistența R a atenuatorului și rezistența R, 
de intrare a osciloscopului. Impedanţa de intrare a osciloscopului nu este 
însă pur rezistivă. Partea sa reactivă se poate reprezenta printr-o capacitate 
echivalentă C, de intrare. Conectarea condensatorului reglabil C în paralel 
cu rezistența de atenuare R permite compensarea caracterului capacitiv al 
intrării osciloscopului. 

a. Determinarea condiției de atenuare fără distorsiune. Atenuarea fără 
distorsiune a unei tensiuni periodice oarecare aplicată la intrare are loc atunci 
cînd schema de atenuare formată prin înserierea grupurilor paralel R C 
Și R, C, se comportă rezistiv pentru orice componentă armonică a tensiunii 


aplicate. Astfel, o tensiune sinusoidală e= E 2 sin œt aplicată la intrarea 
atenuatorului apare la intrarea osciloscopului în raportul 


Ue N Y — joC + 1/R za R(1 — jo. RC) 1) 
Us Y+Yi jo(C+C)+1/R+1R,  R(1 +joRC) + R(1 + joRCi) 
care devine real și independent de frecvență, 
si a< 1 (2) 
în condiția: 
RC = RC. C = CRR (3) 


Aceasta este condiția de atenuare fără distorsiune. Condiția rămîne valabilă 
și pentru forme de undă ale tensiunii de intrare care nu sînt neapărat peri- 
odice. Într-adevăr raționamentul efectuat pentru funcțiuni periodice prin 
descompunere spectrală în serie Fourier poate fi repetat pentru funcțiuni 
aperiodice prin transformarea Fourier. Această condiție trebuie să rezulte 
atunci, direct din ecuațiile circuitului, pentru orice funcțiuni de timp, apli- 
cate la intrare. Acest raționament este efectuat în soluționarea părții a doua 
a problemei. 

b. Independența condiției de atenuare fără deformare de forma de undă 
a tensiunii de intrare. Ecuațiile circuitului sînt : 


u du u du è 

= == Aa dt peaa 4 

F +C m +C, (teorema I Kirchhoff) (4) 
U; = Uu + u, (teorema II Kirchhoff) (5) 


O atenuare fără distorsiune are loc atunci cînd u,(/) = «e(t), unde «ae un 
scalar subunitar, determinat din ecuațiile: 


(1 — a) u, = u 


u cH afpa 
Ca +C, a] (6) 
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Eliminînd tensiunea u(ż) între cele două ecuații se obţine relația: 


(2 — 7) uric — a) — aca i =o A 


care își menține valabilitatea pentru o funcțiune de timp u(t) arbitrară, 
aplicată la intrare numai dacă: 


A A (8) 
ot Ri C 


Condițiile (8) sînt astfel identice cu cele determinate mai sus (relațiile (2) 
şi (3)). 

c. Determinarea tensiunii de ieşire a atenuatorului atunci cînd tensiunea 
de intrare este unda dreptunghiulară. Ecuația diferențială a tensiunii 4,(£) 
se obține din ecuațiile (4) și (6) prin eliminarea celeilalte necunoscute, u(4). 
Dacă se notează. 


RR; 
C= CC R, = 
p + t ȘI Pp R+ Ri 
se obține: 
du u du; u; 
C 2e FA = nd 9 
>= + e (9) 


Deoarece mărimea de intrare e funcțiune periodică alternativă simetrică 
e(t) = — e(/ + 1/2), determinarea soluţiei se va efectua numai pe inter- 
valul unei jumătăți de perioadă 0 <t < T2. Se va utiliza metoda inte- 
grării ecuațiilor de circuit (metoda regimului tranzitoriu compatibil cu cel 
periodic (v. Breviar), cu adaptarea cerută de periodicitatea e(t) = e(t + T) = 
= — e(£ + 7/2). Regimul periodic al tensiunii u,(£) se obține din conti- 
nuarea periodică a funcţiunii de timp definită în 0 < ¿< T/2, soluție a ecua- 
ției (9) cu condiţia: 


u,(0 —) = — u(T/2 —) (10) 
În intervalul 0 < < T/2 funcțiunea ui(t) este discontinuă la £ = 0, avînd 


saltul u,(0 +) —u,(0—) = 2 E. Derivatele în (9) sînt considerate atunci în 
sens generalizat, această ecuație putînd fi rescrisă sub forma: 


due Ue __ | Eo, 
Ca a 2CES3( + 0<t<T]2 (11) 


O ecuaţie diferenţială de ordinul unu y' + ay = f(t) are însă soluţia : 


y() = e-2[y(0—)+ | _ erste) e] (12) 
=, 
Prin inspecție 
Ze e li i i oa je a 
g= ao ij =2 F E98() + a (13) 
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Efectuînd integrala de convoluţie în (11) cu f(£) și a dat de (12), rezultă: 


2RC — RaCp 


u(t) = e—HReC> (0 SJE, -— 
P 


| +E 7» (14) 


în care 4,(0—) determinat prin condiția (9) 
e dat de: 


u,(0—) = — E aa 


R RpCp f 
For RC 2 
Să n a T O 15 
Rop  -1+ e” ipep (15) 


Înlocuind (14) cu (13) se obţine expresia 


finală a tensiunii la ieșirea atenuatorului: Fig. 3.18 c 
lelt) PRR Ri 1 RpCp < RC de” !/ RpCp 


Graficul mărimii de ieșire: u(t), pentru diferite valori ale raportului 
R„Cp| RC este reprezentat în figura 3.18, c. Funcțiunea de timp este dis- 
continuă, avind la ż = 0 şi ż¿ = T/2 salturi de valoare 


u(0 +) — m(0—) = a2E9(2 — R,C,IRC) 


Se spune că circuitul este capabil de salt deoarece în acest caz, tensiunea 
de ieșire u,(ż) care este și tensiunea la bornele condensatorului C, este funcţiune 
discontinuă de timp. Se observă că circuitul considerat are o buclă formată 
numai din cele două condensatoare și tensiunea de intrare. Se poate com- 
pleta, menţionînd că în circuitele electrice în care există ochiuri formate 
din laturi în care se află. numai condensatoare și generatoare de tensiune, 
funcțiunile de timp care descriu căderile de tensiune la bornele condensatoa- 
relor sînt, în general, discontinue. 


Problema: nr. 3.19. Pentru netezirea formei de undă a tensiunii redresate în 
circuitul ¿dẹ redresare monofazată cu punte de diode și sarcină rezistivă se 
utilizează un filtru LC cu bobina 'de inductivitate L conectată în serie şi 
respectiv condensatorul de capacitate C conectat în paralel cu sarcina rezis- 


elt) 


„Fig. 3.19 


tivă R. Să se determine variația în timpa tensiunii la bornele sarcinii rezis- 
tive dacă tensiunea aplicată la bornele circuitului se consideră de forma 
e(t) = E, | sin &ż | 
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Soluţie : 

Se va utiliza metoda integrării ecuaţiilor circuitului (v. Breviar). Alegînd 
ca variabile independente tensiunea u(:) la bornele grupului paralel RC și 
curentul i(/) prin bobina L, ecuaţiile circuitului se scriu: 


unde 
e = Esinolt, pentru 0</<T=/w 
Aceste ecuaţii se integrează în condiţiile de continuitate și periodicitate 
i(0) = (T) și 4(0) = u(T) 


Tensiunea u(ć), cerută prin enunţul problemei, satisface ecuația diferen- 
tială de ordinul doi: 


LC Ca ERP E n sin of, pentru 0O<rt< 7, 


d? Rat 
și condiţiile de continuitate - periodicitate: 
u(0) = u(T); | aa = la 
Soluția acestei ecuații neomogene se scrie sub forma: 
u(t) = u(t) + u(t), 

unde u¿(ź) este soluția generală a ecuației omogene, cu expresia: 

u(t) = Ao et + Ap e” 
în care a și a, sînt rădăcinile, considerate distincte, ale ecuației caracteristice 
asociate ecuaţiei diferențiale: 72 + 2ar + œ = 0, cu expresiile; 
1  ._i 


EX în DI pat aut 
ma —a aia; = 


iar u,(/) este soluția particulară a ecuației neomogene, sinusoidal variabilă 
în timp, de forma 


u(t) = EnH (%) sin (ot — V(o)] 
cu H(w) și Yw) obţinute prin înlocuire și identificare, <u expresii finale de 
forma : 
lie SH 


H Wj = EERE PENE RE NE ME PE STII (A NNE Se = 
( ) (jok + T + ag | V (02 — w?) + 4o? V (a? + o?) (af + co?) 


W(0) = arctg Zao si 
w — O 
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Pentru simplificarea operațiilor de determinare a constantelor Ag, și Á o2. 


acestea se pot considera de forma: 


_ AEm A Em 
An = 1 — e%T? A ca = at 


cunoscînd că în regim periodic apar în soluții funcțiuni de forma e2n/ 


[(1 — eT), m = 1,2. 
În consecință, expresia tensiunii u(t) la bornele sarcinii are expresia : 


e% 1 e% 


+ Aa 


Ga 7 1 — e” 


T 


= = H sin(ot — 4) + 4, 


dependentă de constantele A, și A, ce se vor determina cu ajutorul celor 
două condiții de periodicitate, pentru u(7) şi pentru du/dż. Se obține sistemul 


de ecuații algebrice: 


A, + Az = H sin(oT — 4) + Hsinjy = 2 H sin ọ 
xA + xA = wH coslwT — 4) — wH cos 4 = — 2 oH cos, 


ultimele egalități fiind valabile deoarece wT = m. Observînd că: 
2 — 002 2 _ 
H sin j = ase > Hcosy = si AC Baie, 
(02 + w?) (f + o?) (x? + o?) (a + 602) 


1 — e 


sistemul de ecuații pentru constantele A, și Á, devine: 
xı + Ola 


A, + Ag = — 2003 
alia °? (02 + o?) (e? + a?) 
2.2 2 
xA xÁ = — 252 xixa — 9 
1f aaa ? (02 + o?) (0 + a?) 


Soluţiile acestui sistem sînt: 
1 


2602 xa? — w? — ao(, + a) 
A, = — 0 a- 2(0%4 LASER, PR 
A — x, (ai + 0492) (3 + w?) 


5 
A — Op Xf + w? 


1 


2 
0y 


A 2w? afa? — w? — alx + 02) E N 
(a + 6?) (aâ + o?) 


Aa TS X; 
Variația în timp a tensiunii u(/) la bornele sarcinii are atunci expresia 


2 
a = sin! ot — arc tg 
i P — 65 


T 
æt 1 et 
, 


finală: 
2a 
RE) epice e ee pul a + 
Em Vlo? — W?) + 4a2492 
E OE a E EE E AR S 
Væ — o? al + 02 4 eT a +o? 4 — ea? 

valabilă pentru intervalul 0 Ş ¿ < T. Pentru £ > T soluția se obține prin 

continuare periodică: u() = u(t — 7), 2 putînd avea orice valoare. 
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Problema nr. 3.20. Puntea Hay modificată, reprezentată în figura 3.20, a, 
poate fi utilizată pentru măsurarea pierderilor totale de putere în tole fero- 
magnetice în regim nesinusoidal. Tolele de probă sînt introduse în aparatul 


Fig. 3.20, a, b 


Epstain, a cărui înfășurare primară este conectată într-un braţ al punţii. 
Circuitul echivalent al aparatului Epstein este format din rezistența de c.c. 
a înfășurării primare Rw în serie cu grupul paralel format din rezistenţa Ra 
de pierderi a tolelor și reactanţa inductivă 4. Schema echivalentă, de calcul 
a acestor punți este reprezentată în figura 3.20, b. Să se determine condi- 
ţiile de echilibrare a punţii. În diagonala de măsură este folosit un indicator 
de nul. 


Solutie : 

Puntea fiind alimentată de la o tensiune de formă nesinusoidală (de exemplu 
o tensiune alternativă simetrică cu alternanțe dreptunghiulare), condiţiile 
de echilibrare trebuie să rezulte independente de frecvență. Determinarea 
condiţiilor de echilibrare se poate efectua considerînd puntea alimentată în 
regim permanent sinusoidal, sub o tensiune de frecvență oarecare. Atunci 

Zale = Zla sau EA A =>; Za: 

Înlocuind, se obține: 


R, R, Fa SE joco | sR RajoLa 


Ry O 1+j0CpRp "O Ra+joLla 
Observînd că la echilibrul puntii în c.c. se îndeplinește condiția: 

RAR, = Ro Ry (I) 
rezultă pentru echilibrarea în c.a. relația: 


RR, = (R p a 


joCo ] Ra + jola 
din care, prin separarea părții reale și imaginare, se obţine: 
L 
RAR, = RR = (II) 
b 


Condiţiile de echilibrare nu depind de frecvența tensiunii de alimentare. 
n: consecință, puntea poate fi alimentată la o tensiune nesinusoidală. Se 
efectuează o echilibrare în c.c. cu ajutorul rezistorului variabil Rẹ, pînă la 
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satisfacerea condiției A,8, = R„R, (de observat că R, e cunoscut fiind re- 
zistența de c.c. a înfășurării primare a aparatului Epstein și prin urmare Ry 
poate fi calculat din relația de echilibrare). Se efectuează apoi echilibrarea 
în regim periodic, prin reglări succesive, cu ajutorul 
rezistorului variabil R, și a condensatorului variabil C,. 

Rezistenţa totală de pierderi în tolă rezultă atunci, 


Ra Re 
Ra = F 

Condiția de echilibrare (II) demonstrează că schema 
echivalentă a punţii Hay modificate, pentru regimul 
periodic (echilibrarea în curent continuu fiind efec- 
tuată), este cea reprezentată în figura 3.20, c. 

Schema de măsură din figura 3.20, a permite mă- Fig. 3.20, c 
surarea comparativă a pierderilor de putere totale în 
tole cu ajutorul punții și cu ajutorul wattmetrului. Bobina de curent a watt- 
metrului este menținută permanent în circuit. Pentru măsurarea cu watt- 
metrul şe închide întreruptorul K. Modificarea sensibilităţii wattmetrului se 
obține cu ajutorul rezistorului reglabil R, cu valoare mare față de reactanța 
inductivă a bobinei de tensiune a  wattmetrului. Două voltmetre, unul 
pentru valoarea medie, altul pentru valoarea efectivă, conectate în înfă- 
șurarea secundară a aparatului Epstein, permit fixarea valorii de virf a 
inducției în tole și respectiv indică distorsiunea tensiunii în secundar. 

Prin echilibrarea în curent continuu se compensează rezistența înfășurării 
primare a aparatului Epstein, rezistența bobinei de curent a wattmetrului 
şi rezistența conductoarelor de legătură. 


Problema nr. 3.21. Circuitul serie R-L e alimentat de la un generator de t.e.m., 
te = Uo + U, sin ot (fig. 3.21). Curentul prin circuit și căderile de tensiune la 
bornele rezistorului și bobinei sînt măsurate cu aparate de tip magnetoelectric și 
apoi de tip electromagnetic. Să se determine indicaţiile aparatelor în cele 
două cazuri și să se specifice dacă aceste indicații sînt suficiente pentru calculul 
puterii active. 

Aplicație numerică: R = 3 Q; oL=40; 


U= 18 V; U,=40V. 


Soluţie : 
Deoarece intensitatea curentului prin circuit are expresia: 
. Uo U, e. 
1 = — + — sin (of — ọ), 
> t- sin ( p) 


i(t) 
unde 


Z = VR + (oL)? = 5Q; 


e = arctg i = 35, 
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rezultă pentru căderile de tensiune, soluțiile: 


Ur = Ri = U+ U, = sin (œt == 9) 
di wL 
tal T U= cos (at — ọ) 


Numeric : 
i = 6 + 8 sin (at — 53°) 
Up = 18 + 24 sin (ot — 53%) 
u, = 32 cos (ct — 53°) = 32sin (ot + 47°) 
Valorile medii indicate de aparatele magnetoelectrice și valorile efective 
indicate de aparatele electromagnetice se scriu fără dificultate. Se obține: 
1, = 64; Up = 18V; Up= 0 


I= | 62 + (8//2)2 = 8,25A 


Up = RI = 24,15V; U, = = 22,7 V 


Puterea activă este dată de una din următoarele expresii: 


P = RI2 = 3:68 = 204 W 


1 
t 


sau 


P = Ulo +> UJ, cos ọ = 6,18 + —40-8c0s553 = 
= 108 + 96 = 204W 


P= J? = UI 
I 


0 


Ultimele expresii arată că pentru măsurarea puterii active sînt suficiente 
măsurările de curent cu ampermetrul magnetoelectric și electromagnetic și 
măsurarea tensiunii la bornele rezistorului. cu voltmetrul magnetoelectric, 
sau numai măsurările de curent și tensiune la bornele rezistorului cu aparatele 
electromagnetice. 


Problema nr. 3.22. Măsurarea inductivităţii și a capacităţii cu ajutorul me- 
todei industriale a ampermetrului și a voltmetrului este însoțită de o eroare 
sistematică atunci cînd tensiunea de alimentare este nesinusoidală. Presu- 
punînd că aparatele sînt de tip electrodinamic (sau electromagnetic), că 
ampermetrele au rezistența nulă și voltmetrele rezistenţa infinită, să se de- 
termine eroarea introdusă de prezența a două armonice superioare de ten- 
siune precum și valoarea reală a inductivităţii, respectiv a capacității. 
Aplicație numerică : 


U, = 200 V; U} = 50 V; Us = 20V; In = 100mH; Cp = 4 uF. 
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Solutre : 

a. Măsurarea induchvității. 

Deoarece 

u = U,/2 sin of + U,| 2 sin 3wf + U,/2 sin 5t, rezultă pentru curen- 
tul prin bobină, expresia: 


i Ui y5 T Us YF T 
nL AE 2 E 
1 /2 sin G >) + z /2 sin (3 + 


Us VZ sin [Sus E z) 
2 5SuL 2 


Valorile efective ale acestor două mărimi, indicate de aparatele electro- 
dinamice sînt: 
U = VU} + U$ + U = Um 
1 = EVF F OE = 1. 
Valoarea măsurată a inductivității fiind dată de 


Bos eie U a e 
m TASEA S 
© Im VU? + U33? + U35? 


rezultă pentru valoarea reală, expresia: 


1 1 
2 — {72 A 3 
Di sp aiba De 


Lask; 
U? + U3+ U} 
Eroarea este dată de: 
E a+ (1-3) U? 
e — In-L 3 a 
= == 
L 1 1 
ae a T 


Numeric: L = 97 mH; e, = 3,1%. 

b. Măsurarea capacitățui. 

Pentru aceeași expresie a tensiunii aplicate, se obțin în mod similar urmă- 
toarele relații: 


i = aCU, VZ sin [e dl =) + 30CU,2 sin (e + =) + 
+ 5oCU; V2 sin [e +E) 


I = oC VU} F 320: F 5U} = Ins U =\VU F U+ U= U, 


C zid = ç] Hirta, 
ü U}? + U3 + U} 
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În consecință, valoarea reală a capacităţii şi eroarea introdusă au expre- 


siile: 
| U? + U3+ U? 
C=C, E fim ac m il E SR 
U? + 32U3 + 52U2 
2 CnC | n-are U? 
zi C U? + U} + U? 


Numeric: C = 3 uF; ea 333 

Eroarea sistematică la măsurarea în regim nesinusoidal a inductivității 
a rezultat mult mai mică decît cea corespunzătoare măsurării capacității, 
deoarece bobina netezește forma de undă reducînd conținutul de armonice 
superioare din expresia curentului. 

Rezultatele se pot generaliza fără dificultate pentru o tensiune periodică 
oarecare. Se obțin relaţiile: 


[= e) [= =] i 
5 U?Jk? 5 (k? — 1) URR? 
(= ds” | 
ip e a L pa A RE e ENE E E a INN 
L i co 
ä E U? 5 UĝIR? 
k= k=1 
> U? ŞS (K2— DU? 
| C ) = a i 2 A i 
2 e2 = 
C Se P $ SE 2] 
m 5 Uz? S Ui 
k=l k=1 


Proprietatea so> į, are un caracter general, așa cum se poate observa 
prin analiza ultimelọr două relații. 


Problema nr. 3.23. Un receptor inductiv avînd rezistența R și inductivitatea L 
este alimentat sub o tensiune la borne sinusoidală avînd valoarea efectivă U, 
și pulsația œ. În aceste condiții consumul de putere reactivă este compensat 
prin conectarea la bornele receptorului a unui condensator avînd capacitatea C. 
Să se calculeze puterile în regim nesinusoidal, atunci cînd receptorul complet, 
în care este inclus și condensatorul C, funcționează sub tensiunea la borne: 


U, = U,V2 sin ot + 0,1 U, V2 sin 3%t. 

Aplicație numerică: R = 100 Q; wL =25 Q; U, = 1000 V 
Solufie : 

Compensarea puterii reactive a receptorului inductiv, pentru frecvența 
fundamentală, are loc atunci cînd admitanța echivalentă a receptorului 
complet este pur rezistivă. Prin urmare, din condiția ca partea imaginară a 
admitanței complexe a receptorului complet să fie nulă: 


: 1 
Im f jac + a = 0, 


rezultă valoarea capacităţii C: 
(e muza OREI a ata iai 0 Red AZ A 1 —4250 


2 


RU (OLR 100 +25? 425 oC 
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Cu această din urmă valoare, admitanţele echivalente complexe pentru 
fundamentală și armonica a treia sînt date de: 


R 100 1 
Pee a a a a îi 
R + joL R? + (oL? 1002 + 252 425 
R L 1 j 
Y, = Î30C + —— ia orz aL (UE Era) - j 
R + PT R? + (30L)? R? + (30L)] 156,5 442,5 


Prima armonică de curent are reprezentarea în complex: 
425 


fiind în fază cu armonica de tensiune. 
Reprezentarea în complex simplificat a armonicei a treia de curent este: 


L = 0,1 U,¥, = 0,1 1.000 + 23) =064+0.226j 


156,5 442,5 
Valoarea efectivă a acestui curent este: 
= 0,642 + 0,2262 = 0,678 A 


Defazajul lui în urma armonicei a treia a tensiunii la borne 


0,64 
pg = — arc cos = — arc cos 0,914 


este negativ. În consecință, acest curent este defazat înaintea tensiunii care-} 
produce. 

Pentru a distinge puterile în cele două regimuri, se notează cu indicele 
subscript n, mărimile care corespund regimului nesinusoidal. Cu această 
notație: 

— În regim sinusoidal, 

puterea aparentă este: 


S = Ul, = 1 000: 9,425 = 9,425 VA; 
puterea activă este: 
P = Ul,cosp = Ul, = 9 425 W; 
puterea reactivă este: 
Q = UL sin ọ = 0; 


— În regim periodic nesinusoidal, 
puterea aparentă este: 


S, = UI = YU? + (0,1U.)2. VI? + I = 1 005. 9,45 = 9 500 VA; 
puterea activă este: 


P, = UI cos pi + 0,1 UI} COS pa = 9 425 + 100. 0,678 - 0,944 = 9 489 W 
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puterea reactivă este: 

Qn = UI, sin pa + 0,1 UI sin es = 0,1 Ulasin es = 

= — 100- 0,678 - 0,33 = — 48,7 VAR; 

puterea fictivă este: 

Q, = UI sin q, = — 1 005- 9,45 . 0,059 = — 561 VAR; 
puterea deformantă este: 

D = VQ7 — Q2 = V561? — 48,72 = 549 VAD 

Factorul de putere al circuitului este: 


Pn __ 9489 
Sn 9500 


COS 9, = = 0,0998 
şi se consideră capacitiv deoarece puterea reactivă este negativă. 

Din compararea celor două regimuri de funcționare rezultă că realizarea 
compensării consumului de putere reactivă în regim sinusoidal nu o asigură 
pe aceea de regim nesinusoidal. 

Dacă R, e rezistența liniei de alimentare, pierderile Joule pentru cele două 
regimuri se pot pune sub forma: 


— RR R Šp 
P, = RB =R, n ă 
s2 R, 
Pra = RP = Ra = p O t O + D) 


y2 
Creşterea relativă a pierderilor în regim nesinusoidal este: 


Pin — Pr 100 = EZA 


Pr I 


0,678 
9,425 


B 2 
100 = -#100 = | ) 100 = 0,518 % 
i 


față de creșterea relativă a puterii active care este: 


Pa — P 9 489 — 9 425 


æ 


Problema nr. 3.24. Analiza armonică a unei tensiuni nesinusoidale poate fi 
efectuată cu ajutorul unui osciloscop electronic, dacă în serie cu intrarea sa 
se conectează un circuit rezonant serie, avînd inductivitatea L și capaci- 
tatea C. Dacă se notează cu R rezistența totală a bobinei și a intrării oscilo- 
scopului, atunci în circuitul R-L-C serie astfel format (v. fig. 3.24) se pot 
obține succesiv rezonanţe pe diferite armonice prin varierea inductivităţii 
circuitului bobinei. Dacă tensiunea analizată conține numai fundamentala 
și armonica a treia, să se determine valorile inducti- 
vității necesare pentru obținerea celor două rezonanțe 
şi să se traseze curbele oscilografiate de variaţie în 
timp ale curentului prin circuit. Aplicaţie numerică : 
u = 300 sin wt + 222 sin 3t; f = 50 Hz; C = 20,3 F; 
Fig. 3.24 R = 15009. 
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Solutie : 
Condiţia de rezonanță a unui circuit serie R—L—C pentru armonica de 
ordin k este: 


LC(ko)?2 = 


În consecință, pentru separarea fundamentalei, k = 1, valoarea necesară 
a inductivității este: 


1 1 
E E 
w2C 3142 . 20,3 - 106 


iar pentru separarea armonicei de ordinul trei se obține: 


P DE e Su N 
9c2C 9 9 


Cu aceste valori, impedanța Z, a circuitului serie pentru tundamentala şi 
impedanța Z, pentru armonica de ordinul trei au următoarele expresii: 
— la separarea fundamentalei: 


Z, = R = 150 


i 1 , 1 
Z;=R 3wL, — — | = R + 3io | L, — — | = 150 
= +) | cae 3uC i jof i ac) Ip 
+ j 942(0,5 — 0,055) = 150 + j 418 =-444 ei 
— la separarea armonicei de ordinul trei: 


1 


wC 


Z, =R +j [oL =>) =R + jo (L — = 150 + 


+- j 314 (0,055 == 0,5) == 150 eon j 139 = 202,4 e—i4% 
Za = R = 150 


În consecință, expresiile instantanee ale curentului prin circuit la cele 
două rezonanțe, sînt date de: 


i = 2 sin ot + 0,5 sin (3% — 69°), pentru rezonanța pe fundamentală și 
i — 1,47 sin (ot + 43°) + 1,48 sin 3cf, pentru rezonanța pe armonica trei. 


Tensiunea la borne considerată este funcțiunea alternativă simetrică de 
timp (deoarece are numai componente armonice de ordin impar). Curenţii 
rezultanți sînt de asemenea funcțiuni alternative simetrice. O astfel de ten- 
siune este caracteristică alternatoarelor obișnuite. 

Metoda de analiză armonică cu ajutorul osciloscopului prezentată în această 
problemă nu este unica metodă utilizabilă 


Problema nr. 3.25. Un circuit serie R-L avînd rezistența R = 8 Q și reac- 
tanța X = œL = 6 Q este alimentat sub tensiunea sinusoidală la borne 


u = 220) 2 sin ot. Dacă bobina circuitului, presupusă fără fier, se înlocu- 
ieşte cu o bobină cu fier, în așa fel încît rezistenţa circuitului serie să rămînă. 
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aceeași, se constată că circuitul este străbătut de un curent electric nesinu- 
soidal de forma: 


i = 20V2 sin (ot — p) + YD Ir V2 sin (kot — p)» 
k=2 


cu 


co 1/2 
þa n) = 9A. 
k=2 


Pentru cele două situații, să se determine: a) valoarea efectivă a curentului 
absorbit; b) puterea aparentă, puterea activă, reactivă și deformantă; c) 


factorul de putere. 


Soluţie : 
Valoarea efectivă a curentului pentru prima situaţie este: 


I = UV R? + (oL)? = 220/V/82 + 62 = 22 A 


Pentru a doua situaţie, care corespunde unui regim permanent nesinusoidal, 
se cunoaște valoarea efectivă a primei armonice și reziduul deformant: 


a 1 
AE (San = 9A 


k=2 


În consecință, valoarea efectivă a curentului este: 


I = VI: + I= V202 + 92 = 22A 


(ačteeaşi cu cea corespunzătoare primei situații, de regim permanent sinu- 
soidal). l 

Patrie aparente S = UI = 220. 22 = 4 840 VA sînt atunci aceleaşi 
pentru cele două regimuri. Deoarece rezistența circuitului se menține aceeași 
pentru cele două situații, puterile active au aceeași valoare: P = RP = 
= 8» 222 = 3 872 W, iar factorul de putere nu-și schimbă valoarea. 

Luînd în considerare aceste caracteristici, cele două regimuri, cel perma- 
nent sinusoidal, corespunzător primei situații și cel permanent nesinusoidal, 
corespunzător celei de a doua situații, apar identice. Este evident totuși că, 
dacă în prima situație factorul de putere poate ajunge unitar prin montarea 
unei baterii de condensatoare (de reactanță X, = — 6 Q), în cea de a doua 
situație factorul de putere nu poate fi complet compensat, deoarece puterea 


deformantă 
D = Ul, = 220 -9 = 1 980VAD 


este nenulă. 
Puterile reactive sînt: 


Q = UI sin e = 2 904 VAR 


şi respectiv: 
Q = (S? — (P? + D2))!2 = 2 120 VAR. 
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Problema nr. 3.26. La bornele unui circuit serie R-L-C se aplică o tensiune 
nesinusoidală de forma u = 10 + 100 sin (eż — 7/2) + 10 sin (32 + 7/4). 
Se cunosc: R = 8 Q; œL = 3 Q; 1/wC = 9 Q. Să se determine expresiile 
curentului prin circuit, a tensiunii la bornele bobinei și factorul de putere. 


Soluție : 

Curentul care străbate circuitul serie nu are componentă continuă, datorită 
condensatorului, care în regim staționar reprezintă o întrerupere de circuit. 
În consecință, sînt necesare expresiile armonicelor unu și trei de curent. 
Deoarece impedanţele pe armonice au expresiile: 


— j 53*087n:180 


Z=R+ifal— 2) =8—6= 10e 
oC 


Z; = R + j (3 — 2) = 83 + 6j z= 10 e} 53°08°7:180 
3wC 


valoarea instantanee a curentului prin circuit este: 
4 = 10 sin (of — 36°52') + sin (3wt — 8°08’) 
Căderea de tensiune la bornele bobinei se obține direct, prin derivare, 
ȘI este: 


un = E = 30 sin (ot + 53%08') + 9 sin (3wż + 81°52’) 


Factorul de putere este: 
k = PIS = 0,8. 


Problema nr. 3.27. Un circuit electric avînd două laturi conectate în parale} 
(fig. 3.27) este alimentat sub tensiunea la borne nesinusoidală u = 80 sin ož + 
+ 60 sin 3wf; f = 50Hz. Dacă 7 = 209, L = 20/7 mH, C = 5/r mF, să se 
determine valorile instantanee ale curenților prin circuit și să se calculeze 
puterea aparentă, activă și reactivă. 


Soluhie : 
Deoarece impedanțele pe armonice ale laturii capacitive au expresiile = 


Zu =7 + 2; = 2 — 2j = 2,82 e~ 145°n:180 
E joC 

Za = pl 2—Żj= 2,11 eiam 
= j3&C 3 i 


curentul prin această ramură are valoarea instantanee: 
i„(£) = 28,3 sin (ot + 45°) + 28,4 sin (3ot + 18°26’). 


Similar, curentul prin latura inductivă are r eE 
expresia : le) 
i (t) = 28, 3 sin (af — 45°) + i i 
+ 9,5 sin (3wt — 71°30’), Fig. 3.27 
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deoarece impedanţele pe armonice sînt: 
PA = 7 + joL = 2 + 2j z 2,82 el 45°7:180 
Zi3 = pr+ijduL = 2 + 6j = 6,33 ei 7134x:180 


Pentru determinarea curentului total se calculează pentru început impe- 
danţele echivalente ale circuitului paralel pentru cele două armonice: 


Z,, 2 2... 
Z == = 2; Za = — 2, 
Ca + Zu Za + Ers 


În consecinţă, circuitul paralel fiind pur rezistiv, pentru ambele armonice, 
rezultă : 
4 = 40 sin ot + 30 sin 3 


Circuitul paralel primește puterea aparentă 


ie — 1 Vgoz L 602/2402 L 302 — 
S= UI zz V802. + 60 740 + 302 = 2 500 VA 


Puterile activă și reactivă absorbite de circuit fiind suma puterilor pe armo- 
nice, au expresiile: 


P = Ul, cos pi + Usl COS ps = = 80.40 + > 60.30 = 2 500 W 


Puterea reactivă este nulă, deoarece circuitul paralel se comportă pur re- 
zistiv. 

Problema nr. 3.28. Se consideră circuitul din figura 3.28. Tensiunea de la 
intrare, nesinusoidală, conține armonica a cincea în proporție de 50%. Dacă 
UV, = 141,4 V; R, = Ra — oL, = 1/oC = 10 Q; Ra = 20 Q; 1 /w Ca = 30 Q, 
să se determine valoarea instantanee a curentului și puterile absorbite. 


Soluţie : 

Impedanţele echivalente ale circuitului pentru fundamentală și armonica 
de ordinul cinci fiind Z, = 20 și respectiv, Zs=—17+43)j se obține pentru 
curent valoarea instantanee: 


4 = 10 sin ut + 2,16 sin (Scot — 68*30') 
Deoarece valorile efective ale tensiunii și curentului sînt în ordine, 
U = 141,42 + 70,72 = 158 V; I = V(102 + 2,162)/2 = 7,244, 
rezultă pentru coeficienții de distorsiune valorile: 


EE V158? — 141,4 — 0,45: 
a 158 


V7242 — 7072 — 0,21 


ku = 7,24 
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Circuitul are astfel proprietatea că netezește curba curentului. 
Puterile absorbite de circuit sînt: 


S = UI = 158-+ 7,24 = 1144 VA, 


P = P, + P, = 141,4 + 7,07 + 70,7- a cos 68°30' = 1040 W. 


Q = Q, + Q; = — 70 72 sin 68%30' = — 1000 VAR. 


Problema nr. 3. 29. Un filtru electric constituit din două inductivități 
la bornele dë intrare 7 — 7' tensiunea tı = 100 sin œ + 5 sin 3%ż (V), 
tensiunea la bornele’ rezistenței de sarcină R, să fie u= 5 sin 3œt (V). 

Dacă R, = 5 Q; f = 50Hz, să se calculeze puterea disipată în cazul de mai 
sus în rezistenta: R,. 


Solutie : 


Întrucît tensiunea 4, nu conține componenta fundamentală, nici curentul 
4 nu 0 va conține și deci impedanta filtrului pentru prima armonică trebuie 
să fie infinită: 


joLa 
jC: = OO 


Zi = jok + 
1 

jalik 

joC, 


Rezultă atunci pentru inductivitatea L, valoarea: 


aC 10023 zè» 20,3. 10 


Se observă că armonica de ordinul al treilea trece neschimbată prin circuit 
si deci impedanța filtrului pentru această armonică trebuie să fie nulă: 


3joL, Pere = — 9w2L,La + E 
, j C 
Za = jol, + — = 1 7 1 3) 
3joL, + — 3joL, + — 
3joC, 3JuC, 
Se obţine ecuația: La(9%?L, — 1/C,) = L/C, de unde: 
L 0,5 
La = a = 0,0625 H; 
l 9w?L,C,—1 910%? -0,5-20,3 . 1076 — 1 
i i 
L; = 62,5 mH. (2 


Curentul prin circuit este evident 7 = sin 304, | 
iar puterea activă absorbită de sarcină este o 
SR S Wa a | Fig. 3.29 


Eu a Ste ie 
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Problema nr. 3.30. Se consideră filtrul electric din figura 3.30, la intrarea 
căruia se aplică o tensiune nesinusoidală care conţine armonica a cincea. 
Să se calculeze capacităţile C, și C, astfel încît tensiunea u, de la ieșirea 
filtrului să fie sinusoidală, iar armonica funda- 
mentală să nu fie atenuată. 


Se dau: L = 0,2 H; f = 50 Hz. 


Soluhe : 


Impedanța prezentată de filtru pentru fun- 
damentală trebuie să fie nulă: 


1 wa, a 
aa Jo) Ca 25 
A joC, t l i 
—— + joL 
jC, 
Deci, 
e - joL/(1 — &C?L) — jjo = 0 


În consecință, 
1 > 42CaL 
W L 


C, = 


Impedanţa corespunzătoare armonicei a cincea trebuie să fie infinită: 


5juL + 
A cae 1 
A E E 1 5jwC, 
5joCe 


= o9 


N 
| 


de unde rezultă condiţia: 


1 = 0; 1=2502[Ca, 
5 Co 


Prin urmare, 


1 
E pie pile a a, 
25w2L 25. 104 n? 0,2 
1 — &o°CL 1 — 10%. xz? . 2. 10-8. 0,2 
Cee a 2 aee li ul i = 0,48 uE 
WL 10% . 42 . 0,2 


Problema nr. 3.31. Un .wattmetru electrodinamic, 
etalonat pentru frecvența fundamentalei de 50 Hz 
este utilizat pentru măsurarea puterii active con- 
sumate de un receptor inductiv avînd rezistența R și 
inductivitatea L (v. fig. 3.31). Să se determine in- 
dicația wattmetrului dacă tensiunea la borne con- 
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ține și armonica trei de tensiune. Se neglijează rezistența bobinei de curent 
a wattmetrului. 

Aplicație numerică: U, = 100 V; U; = 20 V; i = œ = 0; f= 50Hz; 
R = 10 Q; L = 30 mH. 


Solujie : 
Valorile efective ale celor două armonice de curent sînt: 
oO U 100 
— VR 4 oLF + (oLk ~ yio + 314 . 0,032 
„43 = aia SE a aia == 0,67 A, 


: VR? + (3oL) V102 + 32. 3142. 0,03 


în timp ce Baai lor față de armonicele de tensiune de aceeași frecvență 


se obțin din: 
`R 10 


VR? + œL V10? + 314 -0,032 
R _ 10 
VR? + 320212 V10? + 32. 3142.0,032 


COS 9; = = 0,728 


COS Pg = = 0,333, 


astfel încît puterea activă absorbită este: 
+ 0,67 - 20 + 0,333 = 530,45 W 


Indicaţia aparatului este egală cu valoarea medie a produsului dintre 
tensiunea la bornele bobinei lui de tensiune și curentul prin bobina decurent 
(cu condiția ca echipajul mobil al aparatului să aibă o frecvență proprie 
mai mică decît dublul frecvenţei tensiunii și curentului). Puterea indicată 
de aparat este deci chiar puterea activă a consumatorului. 


3.5. CIRCUITE LINEARE ÎN REGIM PERIODIC NESINUSOIDAL. 
PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 3.32. Grati 'R-L din figura 3.32, a este străbătut de curen- 
tul periodic reprezentat în figura 3.32, b. Să se determine căderea de ten- 
siune de la bornele circuitului.: 


cf) ai 


Fig. 3.32 
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Problema nr. 3.33. Un circuit R-C este alimentat sub tensiunea la borne 
periodică alternativă simetrică, avînd alternanţele de forma unor impulsii 
dreptunghiulare de amplitudine E, și durata 7,. Să se determine tensiunea 
la bornele condensatorului a) prin integrarea ecuațiilor circuitului și b) 


R 
lu €F) 
uplt) Uclt) 


Fig. 3.33 


prin suprapunerea tensiunilor la bornele condensatorului produse de tensiunile 
periodice pulsatorii cu impulsii dreptunghiulare pozitive și negative în care 
se poate descompune tensiunea aplicată la borne (fig. 3.33). 


Răspuns : 
_ 1 p e74T-T) E 
uc(î) = Edi La e-&|, pentru 0OsS:s To; ATE 
—aT, 
uc(7) = E A e-%t-T12), pentru Tg St < 7/2, 
1 + e” aT|2 
uc(£) = — u,(t — 7/2), pentru 1/2 [i< T 


Problema nr. 3.34. Un circuit serie R-C este alimentat sub tensiunea 
la borne dreptunghiulară alternativă simetrică. Să se determine tensiunea 
la bornele condensatorului a) prin metoda descompunerii spectrale; b) 
prin metoda integrării ecuațiilor circuitului (fig. 3.34). 


Răspuns : 
2 e” at 
ucl) _ 1 e74" 
U, 2 ẹ7%t-—T]2) 1 


e fa da AR ue 
+ 1 + e” 4712 RC 


R 


Jus i = uta 


2 


Fig. 3.34 


Problema nr. 3.35. Să se studieze circuitul serie R-C alimentat sub tensiunea 
a borne periodică pulsatorie cu impulsii de formă triunghiulară. Să se determine 
ensiunea la bornele condensatorului, intensitatea curentului prin circuit 
i să se efectueze bilanțul de puteri (fig. 3.35). 
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ua (t) | la 


Fig. 3.35 
Răspuns : 
al — 1 1 — (1 —aTo)exp (— (aT — T9)) exp (— aT) -0 < / < pă 
uct) __ aTy 1 — exp (— aT) — aT, 
Uo 1 — aT, — exp (— aT,) exp (—a(1— 79)) 1 
e i Ta S T; a=— 
| 1 — exp (— aT) aTo tie tc, RC 


Problema nr. 3.36. Tensiunea aplicată la bornele unui circuit serie R-L este 
periodică pulsatorie cu impulsii de formă triunghiulară. Să se determine 
intensitatea curentului prin circuit. 


R Upit)? 
ift) Uo i 
a 
=T kioo T 
Fig. 3.36, a, b 
Răspuus : 
1 — 2 exp (— a (T — T9)) + exp (— a(T — 279))exp (— Su at—1 
1 — exp (— aT) aTo aTe ” 
o<:<T, 
— 2 — exp (— aTe) — exp[— a (T — To)l expl—a(t— To] _ alt- 2T)-1, 
i(t) _ 1 — exp (— aT) aTo aTo i 
Io To < t S 2T o, 
1 — 2 exp (— aT,) + exp (— 2a7,) exp (— a(t — 279)) . A 
o eX (ala) tcp o ela), CAP Cale) ET 
1 — exp (— aT) aT9 
psi e Da Re 
L R 


Problema nr. 3.37. Un circuit serie R — L este alimentat la borne cu o 
tensiune periodică pulsatorie cu impulsii de formă sinusoidală U, sin (œt + y), 
de durată T, Să se determine intensitatea curentului absorbit de circuit. 


Răspuns : 


cos ẹ [sin (p — Y) — sin (e — Y — oTe) e” 2(7—7*)] 


e—4 + sin (aż -+ 


1 — e` °T 

i(t) i 

Fi +y— p); 0[iSTo 

o 
i aja âTo __ ci oii ata 
cos ọ [sin (p — y)e = Sin (e y— 0 T9)] e- alt- To) ; 7 APTE a M ja 
l —e 
R oL U 
a=; tgp =; I= 

L £ 9? R 0 L 


an, Problema 3.38. Circuitul de redresare monofazat, conexi- 

(0 unea cu un tiristor, produce o tensiune, la bornele unui 

| Ju w) du Teceptor inductiv avînd rezistența R și inductivitatea L, de 
b forma celei din figura 3.37, unde unghiul de conducție w7g 
e=Esinotey) SE, determină din condiția de anulare a curentului prin circuit 
Fig. 3.38 (cînd are loc ieșirea din conducție a tiristorului). Să se deter- 
mine unghiul de conducție și expresia curentului prin circuit. 


Răspuns : Condiţia este: 
sin (y — o) == ȘITI (oTo + y— p)eLTocteg ; tg p = o. 


Problema nr. 3.39. Circuitul monofazat în conexiunea cu două redresoare 
comandate permite controlul puterii furnisate unui receptor inductiv avînd 
rezistența R și inductivitatea L. Să se determine expresia intensității curen- 
tului prin circuit, dacă fiecare redresor comandat conduce numai impulsii 
de curent pozitive. 


Răspuns : 

En [sin (ot + y — ș) — sin (y — ş) e791]; 0 < ot < 8, 

0; OLT, 

“2 [sin (af + y — ẹ) + sin (y — ș) e70]; z< ot a+, 


0; z+- 0< wtr 
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unde: 
Z =| R? + 212; tgp=°5; sin (y — p) = sin (0 + y — 9) edctae 


(ecuația de determinare a unghiului 9 de conducție). 


Problema nr. 3.40. Să se determine tensiunea la bornele condensatorului 
unui circuit serie R — C atunci cînd tensiunea la borne este descrisă în cu- 
prinsul unei perioade prin funcțiunea e(t) = £ sin (7. 


Răspuns : 


t 2 QR]. 
w= aa] sin Oz Aae ae a cos. 97 — 
AP (a Op +O (a Map 


+ 


2aQ(1 — cos QT) + (a2 — Q?) sin OT QT cos QT — aT sin QT e“ 
(a2 + Q2)2 a2 + Q2 


unde 


1 

a = — 

RC 
Problema nr. 3.41. Să se arate că tensiunea la bornele condensatorului 
unui circuit serie R-C (sau curentul printr-un circuit serie R—L) rezultă 
cu forma de undă reprezentată în figura 3.41,b atunci cînd la intrarea cir- 
cuitului se aplică o tensiune la borne a cărei formă de undă este cea din 


figura 3.41, a, dacă aT = 4; a = A sau 4 = T) 
RC L 


uglt)e tt) 


Fig. 3.41 


Problema nr. 3.42. Un regim permanent nesinusoidal pentru un dipol 
receptor este caracterizat prin următoarele expresii ale curentului și tensiunii: 


i = 152 sin (cot + 35°) + 5/2 sin (3oot + 45°) + 2 V2 sin (Sat — 15°) + 
+ V2 sin (Tot — 60°) (A) 
u = 20V2 sin (wt + 65°) + 10/2 sin 307 + 5V2 sin (Scot + 15°) + 
+ 2V2 sin 7% (V) 
Să se calculeze puterile absorbite de dipolul receptor. 
Răspuns : 


S = 368 VA; P = 304,7 W; Q = 121,3 VAR; D = 168VAD. 
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Problema 3.43. Unui circuit format dintr-un condensator avînd reactanța 
Xo = — 10 Q (la frecvența fundamentală) și o rezistență R = 100, i se 
aplică o tensiune nesinusoidală care conține armonica a cincea în proporție 
de 20% din fundamentală. Știind că valoarea efectivă a tensiunii este U = 100V, 
să se determine curentul, puterea absorbită și factorul de putere. 


Răspuns ? 
I = 7,2 A; P = 517 W3; k = 0,72. 
Problema nr. 3.44. Un generator aplică tensiunea: u= 120 gn wt + 
+ 45 sin (3% — 45°) +45 sin Sat (V), la bornele unui circuit format dintr-o 
capacitate conectată în paralel cu o bobină. 


Se dau 
aL = 15 Q; 1/oC =15 Q. 


Se cere: a) să se exprime valorile instantanee ale curenților tz, îg, î (curen- 
tul total); 
b) să se calculeze puterea reactivă. 


Răspuns : 

a) i, = 8 sin (et — 90°) + sin (3œż — 135°) + 0,6 sin (5œż — 90°), 
io = 8 sin (ot + 90°) + 9 sin (3% + 45°) + 15 zin (Sort + 90°), 
í = 8,04 sin (3t + 45°) + 14,5 sin (5%wż + 90°) 

b) Q = — 505 VAR. 


Problema nr. 3.45. Să se calculeze și să se compare puterile în regim nesi- 
nusoidal pentru două receptoare serie, compuse, primul dintr-o bobină avînd 
rezistența R și inductivitatea L, al doilea dintr-un condensator avînd capa- 
citatea C legat cu un rezistor cu rezistența œR, cînd tensiunea la 
borne este: 


t = U,V2 sin ot + U,2 sin (3o + z) 


și cînd L și C satisfac relația: 


Aplicație numerică: U, = 208 V; U= 40V; w=3l4s!; R=5Q; 
L = 30 mH. 


Problema nr. 3.46. Dacă la bornele unei bobine ideale se aplică o tensiune 
nesinusoidală care conține armonica a treia, se măsoară în circuit 7 = 8,25 A 
și U = 150 V. Dacă se aplică o tensiune sinusoidală cu aceeași valoare efec- 
tivă U = 150 V, se măsoară I’ = 10A. Să se calculeze valoarea efectivă 
a fundamentalei și valoarea efectivă a armonicei de ordinul trei din primul 
caz. 


Răspuus : 
U, = 120 V; Us = 90 V. 
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Problema nr. 3.47. Pentru circuitul din figura 3.47 se cunosc R = 1/wC = 
= 10 Q; wL = 5 Q. Dacă valoarea instantanee a curentului prin ramura 
capacitivă are expresia 7, = 20 sin ot + 5 sin 3wt, să se determine valoarea 
instantanee a curentului total. 


Răspuns : 
i(t) = 44,6 sin (ot — 116*30') + 5 sin (3wof — 40°40’). 
Problema nr. 3.48. Să se determine inductivităţile L, și R 
LZ, ale firului din figura 3.29, astfel. încît tensiunea de 
la ieșire să nu. conțină fundamentala tensiunii de la Ul) 


intrare și să nw=teformeze singura componentă armonică, 
de ordinul cinci, a aceșteia. Se dă: C = 40u; f= 50Hz. 


Up (t) 


Fig. 3.48 


ki 
; 


36. REGIMUL, PERMANENT NESINUSOIDAL ÎN SISTEME TRIFAZATE 
PROBLEME REZOLVATE 


t 


Problema nr. 3.49. Un generator trifazat are înfășurări simetrice legate în 
stea. Aproximîndu-se t.e.m. pe fază prin fundamentala și armonica de ordinul 
trei, avînd valorile efective în raportul U,/U, = 2, să se determine raportul 
dintre indicaţiile a două'.; voltmetre. de tip electromagnetic conectate, 
primul la bornele unei faze -și al doilea între faze. Rezistența internă a 


voltmetrelor se consideră infinită. 

Solutie : ja 

Se demonstrează că .în sistemele trifazate armonicele de ordinul k = 37 
formează sisteme omopolare (sînt în fază), armonicele de ordin 4 = 3n + i 
formează sisteme directe şi armnonicele de ordin k = 3n — 1 formează sisteme 
inverse (n = 1, 2, ...). ` | 

În consecință, alegînd faza inițială nulă, t.e.m. pe fazele generatorului 
au expresiile: ` i 


e, = U V2 sin at + U,/2 sin 3%, d; 

ep = UZ sin (at — 120°) + U,/2 sin 3o, 

to = U,VZ sin (ot + 120°) + U,V? sin 3%, 
iar t.e.m. între primele două faze este dată de: 

PS p 4 — €B = 3 V2U , sin (oti 30°). 


Indicațiile . voltmetrelor sînt date de valorile 
efective ale tensiunilor măsurate și deci: 


Vas = V3U.. 
V, = VU? + U} = U,V1 + 0,5? = 1;12 U, 
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În consecinţă, 


VAB = | 55 
Vae ~ 


Problema nr. 3.50. Un generator trifazat cu înfășurări simetrice produce 
la borne un sistem de t.e.m. alternative simetrice (cu armonice numai de 
ordin impar). Aproximîndu-se t.e.m. pe fază prin fundamentală și armonica 
de ordinul trei, să se calculeze valorile efective ale acestor două componente, 
cunoscîndu-se următoarele două determinări: 

I. La funcţionarea generatorului în gol, cu înfășurările legate în triunghi, 
un voltmetru electromagnetic montat la bornele uneia dintre înfășurări indică 
120 V; 

II. La funcţionarea generatorului în gol, cu înfășurările neconectate între 
ele, același voltmetru electromagnetic, montat ca mai sus, indică 130 V. Rezis- 
tența voltmetrului se consideră practic infinită. 


Soluţie: 

Se notează tensiunile electromotoare pe cele trei faze cu e,, €g ŞI ep, curentul 
interior în prima determinare cu fọ impedanţța unei faze cu Z și se atașează 
indicele 7 pentru mărimile armonicei unu (fundamentalei) și indicele 3 pentru 
armonicele mărimii trei. 

Schemele corespunzătoare celor două determinări sînt reprezentate în 
figurile 3.50, a și 3.50, b. În prima determinare, datorită legării în triunghi a 
celor trei faze ale generatorului se formează o buclă în care se stabilește 
curentul interior 7. Acest curent este datorat armonicelor de ordinul trei ale 
tensiunilor electromotoare. 

Într-adevăr, din enunţul problemei, rezultă: 


e, = U |2 sin (cot + y1) + UaV2 sin (3cot + ya) 
ep = U,V2 sin [e + yı — =) + U4V/2 sin (3% + Ya) 


ce = UI? sin (ot + yı + TE) + UaYZ sin (Bot + ya), 


unde U, și U}, Yı Și Ya sînt valorile efective și respectiv fazele inițiale pentru 
armonicele unu şi trei. Lucrînd cu reprezentarea în complex simplificat, 
se scrie pentru prima determinare ecuația de circuit: 


Ea + Es + Ec == Usa + UB + Uic + 3U sa = 3(LaoZ, F 13023) 
Deoarece 
Ua + Um + Uic = 0, 


Fig. 3.50, a, b 
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rezultă că acest curent interior are numai armonica trei, cu reprezentarea 
în complex: 


Tensiunea complexă la bornele voltmetrului este: 


U 
Up = U;}4 + Usa — 13023 = U31 + Us -355 = Un 
—3 


În consecință, tensiunea aplicată la bornele voltmetrului este armonica de 
ordinul unu de tensiune, iar voltmetrul (fiind de tip electromagnetic) indică 
valoarea efectivă a acesteia, 


yr Uis 120 V 


prin prima determinare. 

Prin a doua determinare, tensiunea la bornele voltmetrului (considerat 
cu rezistență internă infinită) este chiar tensiunea electromotoare pe fază. 
Indicația voltmetrului este egală cu valoarea efectivă a t.e.m. de fază 


a = VU? + U? = 130 V 


prin a doua determinare. 
Din cele două determinări, rezultă valoarea efectivă a armonicei de ordinul 
trei de tensiune: 


U, = U3 — U? = V130? — 120? = 50 V. 
Problema nr. 3.51. Un generator trifazat simetric avînd tensiunea electro- 
motoare de pe prima fază, e, = 300 sin œ + 60 sin (32 — 60°) (V), alimen- 
tează un receptor în stea cu fir neutru. Impedanțele fazelor receptorului, la 


frecvența fundamentală, sînt: Z, = 10(0); Z = 10j (Q); Ze = — 10j(9); 
Zo = 0. Să se calculeze curenții pe fază și pe firul neutru. z 


Solutie : 
Tensiunile electromotoare pe celelalte două faze sînt: 


ep = 300 sin (wt — 120°) + 60 sin (3wż — 60°), 
eg = 300 sin (ot + 120°) + 60 sin (3wz — 60°) 


Curenţii pe faze rezultă atunci sub 
forma : 


i, = 30 sin o + 6 sin (3a — 60°) 


ia = 30 sin (ot + 150°) + 2 sin (3wt — 150°) 


ie = 30 sin (at — 150°) + 18 sin (3t + 30°) 
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Curentul în firul neutru este: 
To = ta + îs + io = (30 + 2 30. cos 150%) sin wf + (6 cos 60° ~- 
+ 2 cos 150° + 18 cos 30°) sin 3œż + (— 6 sin 60° — 2 sin 150° + 
+ 18 sin 30°) cos 3%t = 30 (1 — V3) sin œt + 17,1 sin (3% + 9920”) 
To = 21,9 sin of + 17,1 sin (3%ż + 9°20’) (A). 


Problema nr. 3.52. Tensiunea de la bornele primei faze a unui generator 
trifazat simetric în stea variază aproximativ trapezoidal, avînd expresia: 


8 mai DN b4 I; 
ea = a Em V2 [sin Wt — > Sin act Fr 2 SIN Sat) 3 


unde E, = 500 V. Să se afle curentul din conductorul neutru, dacă impedan- 
tele fazelor receptorului echilibrat sînt: Z = 6 + 9j (Q), iar impedanţa neu- 


trului Z = 2 + 3j (Q) (la frecvenţa fundamentalei). 


Soluție : 
Întrucît receptorul e -echilibrat și sistemele tensiunilor pentru armonicele 
de ordinul unu și cinci sînt simetrice, 


Uji — 0; U = 0. 


Curentul 7; este datorat numai sistemului de tensiuni homopolar corespun- 
zător armonicei a treia. La pulsaţia 3% impedanțele sînt: Z = 6 + 27); Ze = 
= 2 + 9j. 

Diferenţa de potențial între neutrul receptorului și neutrul generatorului 
este: 


U ata 3U,Y T 1 EE p 
B- FY LY, 1i 627) 22 


Curentul pe conductorul neutru are atunci valoarea efectivă: 


1 U3 4 Em_ 4 500 
2 Z% 9 Z 9m V22+92 


= 2,44 A 


Se observă că pe firul neutru circulă un curent de pulsație 3w, care deter- 
mină pierderi suplimentare și care pot cauza declanșarea releelor de punere 
la pămînt a liniei. 


Problema nr. 3.53. Un generator trifazat simetric are tensiunea electro- 
motoare pe prima fază, e. = 100 sin of + 30 sin 3œż + 10 sin Su. Fazele 
generatorului sînt conectate în triunghi. Generatorul alimentează un receptor 
conectat de asemenea în triunghi, ale cărui impedanțe pe faze la frecvența 
fundamentală sînt: l 


Za = 2 +j; Za = 3 + 2j; Z, = 1 + j, (9). 


Să se calculeze valorile efective ale curenților din fazele receptorului şi 
puterea activă consumată. 
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Solutie : 


Se alcătuiește un tabel al impedanţelor fazelor la 


cele 3 pulsații: 


Faza 1 | Faza 2 Faza 3 
« 2 +j 3 + 2j 1+j 
3% 2 + 3j 3 + 6j 1 + 3j 
| 50 2 + 5j 3 + 10j 1+5j 


În consecinţă, 


1002 = 30 o 1 10? 
In =] . F = 45A; 
4+1 E 4 + 25 
1002 02 102 
Belo 29008 r s E A E = 28A; 
944 Eoo 9 + 100 


t— 
1002 302 16 
= == 71 A: 
la S a Tars irao 
P = 2. 45? + 3. 282 + 1.» 712? = 11,4 kW. 
Problema nr. 3.54. Un generator trifazat simetric are tensiunile u4, “g, Ue 


de fază nesinusoidale de forma unor trapeze cu yọ = — şi amplitudinea U,. 


Generatorul alimentează un receptor în stea echilibrat, fără fir neutru. Să 
se calculeze diferența de potenţial Uyo dintre neutrul receptorului și neutrul 
generatorului. 


Soluţie : 
Din tabelul 3.1. (v. breviar) rezultă coeficienţii dezvoltării în serie Fou- 
rier a tensiunilor: 
12Um  sin(2n + 1)x/3 e — 
n (2n + 1) 
Pentru fiecare armonică: 
U P U 4Y + UBrY + UcorY 
NOR 3Y 


Dacă sistemul de tensiuni U 4, U,g Uc este simetric, U yop = 0, k = 3m + 1. 
Această tensiune este diferită de 0 numai pentru sistemele omopolare. Pentru 
ca sistemul tensiunilor trifazate să fie omopolar, este necesar ca: 2n + 1 = 
= k = 3m, unde m = 1, 2, 

Ori, în aceste cazuri, coeficienții dezvoltării au valorile: 


12Um sinmr __ 


T? (3m)? 
deci: U yo = 0. 
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Prin urmare în cazul unei tensiuni trapezoidale cu y) = z nu apare o depla- 


sare a neutrului, dacă receptorul este ‘echilibrat. 


3.7. REGIMUL PERMANENT NESINUSOIDAL ÎN SISTEME 
TRIFAZATE 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 3.55. Un alternator trifazat simetric, cu înfășurări simetrice 
are t.e.m. pe faze cu armonice numai de ordin impar. Aproximîndu-se această 
t.e.m. prin fundamentală și armonica de ordinul trei, se cer valorile efective 
ale acestor două componente cunoscînd următoarele două determinări: 

a. La funcţionarea generatorului în gol, cu înfășurările legate în stea, 
un voltmetru electromagnetic montat la bornele uneia dintre înfășurări 
indică 130 V. 

b. La funcționarea generatorului în aceleași condiții ca la prima determi- 
nare, același voltmetru montat între două dintre fazele generatorului indică 
208 V. 


Problema nr. 3.56. Un generator trifazat simetric legat în triunghi, alimen- 
tează receptorul dezechilibrat în triunghi ale cărui impedanţe de faze sînt 
Zap = 6 + 3); Zso = 9 + 4,5); Zoa = 12 + 6j (Q). Tensiunea electromotoare 
pe fază a generatorului conţine, pe lîngă fundamentală, armonica a treia 
și a cincea, cu valorile efective U, = 200 V; Us = 30 V; U; = 20 V. 

Să se calculeze valorile efective ale curenților absorbiți de receptor și puterea 
activă absorbită. 


Problema nr. 3.57. Tensiunea electromotoare pe fază a unui generator 
trifazat simetric legat în stea este (8/n2) E„[sin ot — (1/9) sin 3%], unde 
E = 380 V. Dacă pentru fundamentală impedanța firului neutru este 
Ze = 1 + 2j (Q). iar impedanţa pe fază a receptorului echilibrat legat în 
stea este Z = 3 + 6j (Q), să se determine curentul prin conductorul neutru. 


Capitolul 4 


CUADRIPOLI ȘI FILIRE ELECTRICE 


4.1. BREVIAR DE ANALIZA 
CUADRIPOLILOR ȘI A FILTRELOR ELECTRICE 


4.1.. CONCEPTE GENERALE 


Se numește cuadripol general sau tetrapol, un circuit electric cu patru borne 
de acces, ale cărui laturi nu prezintă cu rețelele electrice exterioare cuplaje 
diferite de cele prin borne (fig. 4.1.1). 

Funcționarea unui cuadripol general ca element de lanț de transmisiune 
a energiei electromagnetice sau a; semnalelor electromagnetice e determinată 
prin șase variabile, care pot fi trei tensiuni electrice și trei curenți. 


În regimul permanent sinusoidal studiat prin reprezentarea în complex, 
se pot alege drept variabile caracteristice curenții Z}, 12, 73 referitori la trei 
din cele patru borne și tensiunile U,, Uz, U, dintre aceste borne şi borna 
a patra. | 

Ținîndu-se seamă de structura interioară a cuadripolului, curenții pot fi 
determinaţi în funcție de tensiunile la borne, cu ajutorul a trei ecuaţii de 
forma : 


Li = (U, Uz, U3), L2 = da(Uu Us, Us), I = (Ui Ua, U3) (4.1) 


numite ecuațiile caracteristice ale cuadripolului, necesare și suficiente pentru 
studiul comportării lui în conexiunea din care face parte. 

Cuadripolii diporți sînt cuadripolii generali ai căror borne sînt grupate în 
două por? (prin poartă a unui multipol electric înțelegîndu-se o grupare de 
borne de acces pentru care suma algebrică a curenților este nulă, oricare ar fi 
potențialele bornelor multipolului): una de tntrare, la care sensurile de refe- 
rință ale tensiunii aplicate U, și curentului Z, sînt asociate după regula de la 
receptoare și alta de zeșire la care sensurile de referință ale tensiunii U, și 
curentului Z, sînt asociate după regula de la generatoare (fig. 4.1.2). 


Fig. 4.12 
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Interacțiunea unui astfel de cuadripol cu exteriorul este complet caracteri- 
zată de numai patru variabile: tensiunea de intrare sau primară U, curentul 
de intrare sau primar 1, tensiunea de ieşire sau secundară U, și curentul 
de ieşire sau secundar L}. 


4.1.2. ECUAȚIILE ŞI PARAMETRII CUADRIPOLILOR LINEARI PASIVI 
ŞI RECIPROCI 


4.1.2.1. Forma fundamentală a ecuaţiilor cuadripolilor și parametrii funda- 
mentali. O primă formă fundamentală a ecuaţiilor cuadripolilor lineari exprimă 
mărimile de intrare U,, Z, în funcție de mărimile de ieșire U., I, prin ecuații 
lineare și omogene de forma: 


U, u AU, + Bla 


| (4.2) 
La = CU: + DI, 
Coeficienții A, B, C, D ai acestor ecuații se numesc parametrii fundamentali 
ai cuadripolului sau constantele cuadripolului. 
ntre parametrii fundamentali ai unui cuadripol reciproc există relația 
de reciprocitate: 


un cuadripol numindu-se reciproc dacă teorema reciprocității din studiul rețele- 
lor electrice lineare este verificată în raport cu oricare pereche de laturi ale 
cuadripolului conectate la bornele de acces. 

O a doua formă fundamentală a ecuaţiilor cuadripolilor exprimă mărimile 
de ieșire U, și 1» în funcţie de cele de intrare U, și L: 


U» z DU, Ea BI, 


(4.4) 
I, = —CUŪU, + Al, 


În cazul alimentării inverse a cuadripolului (fig. 4.1.3), în care se leagă sursa 
de alimentare la bornele 2—2' și receptorul la bornele 7—7', se schimbă 
sensurile de referință ale curenților în relaţiile (4.2) și (4.4) și se obține: 


U; = DU! + BI, 


i (4.5) 
Ie R CU, + Ala, 
în care Ui, Uz, Li, Iz au sensurile de referinţă din figura 4.1.3. 
5 2 Un cuadripol se numeşte simetric dacă are 


comportări identice pentru cele două sensuri 
Y; (opuse) de alimentare, condiţie satisfăcută 
dacă. există egalitatea: 


1; 
7” 
Fig. 4.1.3 A=D (4.6) 
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Parametrii fundamentali au următoarele interpretări experimentale: 


U Sud 
A = EA — raportul de transformare al tensiunilor la 
—a2 /La=0 funcţionarea în gol; 
1 J i 
D= — valoarea reciprocă a admitanţei de transfer la 
(2) funcționarea în scurtcircuit; 
U, JUa=0 
—1 4 22 
i (4.7) 
C= 7 — valoarea reciprocă a impedanței de transfer la 
(7) funcționarea în gol; 
Z, Jl=0 
I : 
D= (3) =— raportut-c de transformare al curenților la 
Ua=9 i: funcționarea în scurtcircuit. 


Parametrii fundamentali ai cuadripolului se pot determina deci efectuînd 
trei din următoarele patru încercări: o încercare de mers în gol cu alimentarea 
pe la bornele primare (12 = 0), o încercare de mers în scurtcircuit cu alimen- 
tarea pe la bornele primare (Ua = 0), o încercare de mers în gol cu alimentarea 
pe la bornele secundare (Z; = 0) și o încercare de mers în scurtcircuit cu ali- 
mentarea pe la bornele secundare (U; = 0). 

Se mai definesc următoarele mărimi caracteristice ale cuadripolilor: 

— impedanța primară de mers în gol, adică raportul: 


AR (7) = Aa 4, (4.8) 
E I, Jra=0 CU» C 
— impedanța primară de scurtcircuit, adică raportul: 
U BI B 
Zi = (2) Ra 4.9 
sa alai În JUam0 O Dilase D?’ (4-9) 
— impedanța secundară de mers în 'gol, adică raportul: 
U; ` DU D 
Z0 = (2 i) — = 4.10 
B I, ] imm0 = cu, C?’ ( 
și smpedanța secundară de scurtcircuit, adică raportul: 
U’ B B 
Z. == =2 = ==. -E 
&2sc I; U!=0 AI; A (4.1 1) 


Cu ajutorul relațiilor (4.7), (4.8), (4.9) se deduc expresiile parametrilor funda- 
mentali ai cuadripolului în funcție de impedanțele Z310, Zase, Z20: 
i Zio 


A=+ Be (4.12) 

=+ Zu | zz (4.15) 

CE poza e VE Za 49 

D= + |E (4.15) 
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Pentru determinarea semnelor din fața radicalilor, se alege semnul pentru 
A care face ca partea reală a mărimii 


B = Sun, (4.16) 


Zio 


care are dimensiunea unei impedanţe, să fie pozitivă: Re {B} > 0. 
În funcţie de A se pot determina apoi constantele: 


ȘI 


(4.18) 


Dacă se calculează parametrul C cu formula (4.14), ceilalți parametri 
rezul'ă din relațiile! 


A az CZ 
B = CZ Lise = CZio Lose 
D = CZao 


4.1.2.2. Parametrii impedanţă ai cuadripolului. Dacă parametrul fundamenta] 
C este diferit de zero, ecuaţiile fundamentale (4.2) ale cuadripolului se pot 
explicita în raport cu tensiunile U,, U, și se obține următoarea formă a ecua- 
țiilor cuadripolilor lineari și pasivi: 
Us = Zuli + Zile 
și (4.19) 
Us = Zali + zlo 


ai căror coeficienți sînt parametrit impedanfă ai cuadripolului: 


U A i : 
Za = (=) ==»  impedanţa de intrare la mersul în gol; 
Îi ] I2=0 C 
U AD— B 
Za = (2), 2E: 
Za /11=0 C 
V, o (4.20) 
Za = (ai =— >  impedanța de transfer la mersul în gol; 
I, Jla=0 C 
U D 
Um € 


Condiţia de reciprocitate exprimată cu ajutorul parametrilor impedanță 
are forma: 


En = —Zu. (4.21) 
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4.1.2.3. Parametrii admitanţă ai cuadripolului. Dacă parametrul funda. 
mental B este diferit de zero, în ecuaţiile fundamentale (4.2) se pot explicita 
curenții Z, L., obținîndu-se sistemul de ecuații: 


Ia = YU + YU 
Ia = YU: + YU 


ai căror coeficienți sînt parametrii admitanfă ai cuadripolului și anume: 


(4.22) 


4 D , : NAE 
Va a ==, admitanța de intrare de scurtcircuit; 
a U,Juz=0 B 
I AD — BC 
Y „=| = 
= | U: Jao B ? 
i (4.23) 
Ya = | A = —, admitanța de transfer de scurtcircuit; 
U, ]U:=0 B 
I A 
Yp = z] = — 2 
Bi E Ua=0 B 


Condiţia de reciprocitate exprimată cu ajutorul parametrilor admitanță 


se scrie sub forma: 
Y = — Xa 4.24) 


4.1.2.4. Relaţii între parametri. În cazul A, Æ 0, parametrii admitanță se 
pot exprima în funcţie de parametrii impedanţă, prin relațiile: 


Z Z Z Z 
Lima Lc ie pa Lu = pi Ec ret (4.25) 
unde: 
Az = ZiZa — ZiZa (4.26) 


În cazul A, Æ 0, parametrii impedanță se pot exprima în funcție de para- 
metrii admitanță, prin relațiile: 


Y Y Y Y 
ai 2 iile 9 Da 5 ZA i Ru (4.27) 
unde: 
Ay = YuYao — YY a (4.28) 


Există relația: 
AA, = 1 (4.29) 
Parametrii fundamentali 4, B, C, D se exprimă în funcție de parametrii 
impedanță, respectiv admitanță (dacă Za +Æ 0, respectiv Y, Æ 0), prin 
relațiile: 


As Du de, aa 

_ Za Ya i Za Ya 
(4.30) 

C = 1 —_ r D _ Za _ Yu 

— Za Ya” Za Xa 


Condiţia de simetrie exprimată cu ajutorul parametrilor impedanță, respec- 
tiv admitanță, are forma: 


VAR ae Zii respectiv Y PE > Ya (4.31). 


Un cuadripol simetric reciproc are numai doi parametri independenţi, iar 
condiția de reciprocitate pentru cuadripolii simetrici este: 


A= FBL (4.32) 


4.1.3. DETERMINAREA PARAMETRILOR CUADRIPOLILOR 


Determinarea parametrilor unui cuadripol se poate face analitic sau experi- 
mental. În cazul unui cuadripol de structură complexă, care poate fi prezentat 
ca o asociație de cuadripoli mai simpli, se pot utiliza metode matriciale pentru 
determinarea parametrilor. 


4.1.3.1. Determinarea analitică. Dacă este cunoscută structura cuadripolului, 
se pot obține cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff, eliminînd succesiv curentii 
din laturile interioare și presupunînd date tensiunile U, și U,, ecuații de forma 
celor fundamentale, a acelora în Y sau în Z și prin identificări, se pot determina 
apoi parametrii cuadripolului. 


O a doua metodă consistă în folosirea relaţiilor (4.7), valabile în regimurile 
de mers în gol și în scurtcircuit, care permit determinarea parametrilor funda- 
mentali, iar apoi a formulelor (4.20) și (4.23) pentru determinarea coeficienți- 
lor Z, respectiv Y. 

4.1.3.2. Determinarea experimentală. Dacă nu se cunoaște structura cuadri- 
polului linear pasiv, se pot determina experimental valorile numerice ale 
parametrilor cuadripolilor (la o frecvență dată) efectuiînd trei încercări experi- 
mentale: de exemplu două încercări de mers în gol (odată cu alimentarea pe la 
bornele primare și a doua cu alimentarea pe la bornele secundare) și o încer- 
care de scurtcircuit cu alimentarea pe la bornele primare. 


Din aceste încercări se determină trei din impedanţele Zio ise Zow Zase 


definite de relațiile (4.8), (4.9), (4.10) și (4.11). Comparînd (4.20) și (4.23) 
cu (4.8), (4.9), (4.10) și (4.11) se stabilesc relaţiile: 


AT == Zu 
1 
duse == E > 
SH 
(4.33) 
Z0 RE Za 
1 
Zase Saa Y. 
Se deduce, de asemenea, și relația de legătură: 
Z i0Ź2se = Za0l1sc (4.34) 


din care rezultă că numai trei dintre impedanţe sînt independente. 
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Parametrii fundamentali se determină din relațiile (4.12), (4. 13), (4.14), 
(4.15). La cuadripolii simetrici, A = D, Zio = Zoo, Zis = Za, și relațiile 
cu ajutorul cărora se determină parametrii fundamentali iau forma : 


po asa DZ ez Z sc 
i (4.35) 


4.1.4. MĂRIMI CARACTERISTICE ALE CUADRIPOLULUI 


4.1.4.1. Impedanţe de intrare. Un cuadripol alimentat pe la bornele primare 
și care are conectată la bornele secundare o impedanță de sarcină Z,, prezintă 
la bornele de intrare impedanța echivalentă complexă: 
U AU, + BI,  AZ,+8B 


Rap IRI (fina E un A 4.36 
e E e CU Dl: JCZa (4.30) 


numită mpedanţă de intrare primară. 
Un cuadripol alimentat invers (pe la bornele secundare) și care are conec- 


U i 
> , prezintă la bornele 
=L 


tată la bornele primare o impedanță de sarcină Z, = 


de alimentare o impedanță echivalentă complexă: 
DU; + BI; DZ, +B 


e e ae la e e i , 
CU; AR, CZ d. A 


numită impedantă de intrare secundară. 
În general: 


Za +Æ Za Și Ze Æ Z, 


4.1.4.2. Impedanţe caracteristice sau iterative. Impedanta caracteristică directă 
Za, este impedanța. de sarcină care trebuie conectată la bornele secundare ale 
cuadripolului pentru ca impedanța de intrare primară să fie egală cu ea: 


Za = Za =) Za za Za (4.38) 


Expresia acestei impedanțe caracteristice, obținută folosind relaţiile (4.36) 
și (4.38), este următoarea: 


A-— D+VA+Dira 
Za > IEI NE e aie N Dă (4.39) 


În funcție de impedanţele de gol și scurtcircuit, se obţine: 


zi > [210 — Zao Æ V(Zao — Zao)? + 4 ZaoZuac] (4.40) 
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Impedanța caracteristică inversă Z, este impedanța de sarcină care trebuie 
conectată la bornele primare, pentru ca impedanța de intrare secundară să 
fie egală cu ea: 


Zi = Za > Za = Ze (4.41) 
Expresia ei în funcție de parametrii fundamentali este următoarea: 


D— A+ V(A+DR+a4 
Ze = za REDA (4.42) 


Dacă se exprimă parametrii fundamentali în funcție de impedanţele de gol 
și de scurtcircuit (relaţiile 4.12, 4.14 și 4.15), se obţine: 


1 i E: 
Za == p [220 E Zio = Zi T Z0)? zi 4ZooZasc] (4.43) 


Impedanţele Z,, și Ze, definite mai sus, se numesc și îm pedanțele caracteris- 
tice iterative ale cuadripolului. 

4.1.4.3. Impedanţe imagini. Se numesc impedanţe imagini ale unui cuadripol 
o pereche de impedanțe Z, și Z: dintre care prima este-impedanța primară 
de intrare, dacă a doua este impedanța de sarcină conectată la bornele secun- 
dare, iar a doua este impedanța secundară de intrare, dacă prima este impe- 
danţa de sarcină conectată la bornele primare: 


Za = Za > Za = Za ȘI Za = n 5 Za = Za (4.44) 


În funcție de parametrii fundamentali, impedanța imagine primară Zu 
are expresia: 


AB Pe IRI 
Zu =+ lE = Z? (4.45) 


iar impedanja imagine secundară Zi, are expresia: 


DB ses ot TEESI 
Za = + ea = +V ZZ (4.46) 


Impedanța caracteristică a unui cuadripol simetric. În cazul cuadripolilor 
simetrici există relaţiile: 


A =D, Zi = Zz Și Zase = Lase (4.47) 
iar impedanțele caracteristice și imaginile, definite mai sus, sînt egale: 
B s 
Za = Za = Ze = Zu = Za = zz = SS Aa VZio * Zise (4.48) 
cu 


(4.49) 


4.1.5. CUADRIPOLI NERECIPROCI 


Cuadripolii nereciproci au patru parametri independenţi. În cazul lor, 
relaţiile: 
AD — BC = 1, Za = —Za Și Ye = —Ya 


nu mai sînt valabile. În cazul rețelelor lineare, astfel de cuadripoli nu se pot 
realiza cu elemente de circuit Zpolare (pentru care e valabilă teorema recipro- 
cității), ci numai cu elemente de circuit multipolare. 


4.1.6. APLICAREA CALCULULUI MATRICIAL ÎN STUDIUL CUADRIPOLILOR 


Cu ajutorul calculului matricial se pot scrie sistematic sistemele de ecuații 
ale circuitelor electrice lineare și, în particular, ale cuadripolilor electrici. 

4.1.6.1. Matricele cuadripolilor. Ecuațiile caracteristice ale  cuadripolilor 
diporți, lineari și pasivi formează sisteme de ecuații lineare, care se pot scrie 
sub formă matricială. 

Forma matricială a ecuațiilor fundamentale ale cuadripulului este urmă- 


toarea : 
In] LC DILL E 

în care 

a=" Aaa (4.51) 

An Aa 2 D 
se numeşte matricea fundamentală a cuadripolului. 
Matricea 
[Z]= Fa a (4.52) 
Za Zag 


se numește matricea impedanfă a cuadripolului. În cazul cuadripolilor reci- 
proci există relaţia: 


zi Za = — Za (4.53) 
Matricea 
x-y” (4.54) 
Yo Ya 


se numeşte matricea admitanjă a cuadripolului. La cuadripolii reciproci Y, = 
= — Ya. Matricele impedanță și admitanță sînt inverse una alteia : 


[Y]=s[Z şi [Z]s[XJ' (4.55) 
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Explicitînd în ecuaţiile fundamentale (4.2) ale cuadripolului pe U, și Z, 
în funcție de U și I,, se obține un sistem de ecuaţii a cărui formă matricială 


este următoarea: 
al pa tal Fa (4.56) 
Ia] (Da Dia LI | 


Matricea: 


D., D 
Dp R 4.57 
2] pe A ) 


se numeşte matricea mixtă directă a cuadripolului. La cuadripolii reciproci: 


1 
Dia = Da -D 
Matricea: 
E| r|- DTS (4.58) 
Fa Foo 


se numește matricea mixtă inversă a cuadripolului. Elementele ei sînt.: 


1 B C AD — BC | 
u= -a Lu =: a A a 
La cuadripolii reciproci: 
i 
Fi m Fa = pi (4.60) 


4.1.6.2. Conexiunile cuadripolilor diportți. a. Conexiunea în lant (fig. 4.1.4) 
Între matricea fundamentală [ A] a cuadripolului rezultant obținut prin 
conectarea în lanț a doi cuadripoli și matricele [.A' ] și [ A” Jale acestora există 
relația următoare: die. 


[A]=[4'3-[4] (4.61) 


În general, pentru 7 cuadripoli 
conectaţi în lanț se obţine relaţia: 


n 


[4]=14"] (4.62) 


=l 


b. Conexiunea în serie (fig. 
4.1.5). Pentru acest tip de co- 
nexiune, între matricea [Z] a cua- 
dripolului rezultant și matricele 
[Z] și [Z"]a doi cuadripolicom- 
ponenți există relaţia: 


[Z] =! +Z" (463) 


care, pentru n cuadripoli cem- 
ponenți, are forma: 


[Z =5>[Z*] (4.64) 
k=l - 

c. Conexiunea în paralel (fig. 
4.1.6). Matricele[ Y], [Y], [XY] 
ale cuadripolului rezultant și a 
doi cùadripoli componenți conec- 
tați în paralel satisfac relația: 


[X] =[X'] +1"; (4.65) 
care se poate generaliza pentru 
n cuadripoli componenți: 

[Y]=5>[Y"] (4.66) 
k=1 


d. Conexiunea serie-paralel (fig. 


4.1.7). În acest caz, regula de . 


compunęre a matricelor este ur- 
mătoarea: 


[D] =[D']+[D"] (4.67) 


sau, mai general: 


n 


[D] =F [D*] (4.68) 


=] 


e. Conexiunea paralel-seriă (fig. 
4.1.8). Expresia matricei [F] a 
cuadripolului rezultant, în cazul 


iz] 


conexiunii paralel-serie, în funcție de matricele [F'] și [F''] ale cuadripolilor 


componenți este următoarea: 


[F] =[F]+[E"]) 


sau, mai general: 


(4.69) 


(4.70) 


4.1.7, FILERE ELECTRICE BE FRECVENȚĂ 


Filtrele electrice sînt sisteme de transmisie a căror caracteristică de frec- 
vență a atenuării prezintă reintinte proguntate pentru intervalele de frecvență 
pe care sistemul trebuie să le favorizeze (să ie selecteze), Ele se realizează 
din lanțuri de cuudripoli simetrice adaptate (care se pot reguce, în cazuri 


simple, la um cuadripol simetric adaptat), 
Interval de tveceră sau bandă de lrecere se numeşte orice interval de frecvențe, 


. iet e e w td * e . wv hg bed 
cuprins fatre o frecvență inferioară jf; = = si o frecvență superioară 


(5) Lu | < = 3 . v e bd 
Je = 24 > fo în care filtrul prezintă o atenuare toarie mică (sau chiar nulă 
re 


în cazari idealizate). Frecventele f, să f, se numesc frecvențe de lăiere. 

testul intervaleior din spectrul de frecvență se numesc înterugiede atenuare. 

Interval de oprire sau bandă de oprire este orice interval le frec- 
vente în care filtrul prezintă o atenuare foarte mare (infinită În oma 
ideauizate), în raport cu aceea pe care o prezintă în afara acelui interval. 

4.1.7.4. Filtre nudisipative, simetrice și adaptate. Un cuadripol pasiv 
nedisipativ este format numai din elemente de circuit reactive. Elementele 
schemei sale echivalente în T fiind de asemenea toate reactive, mărimile 
Yo Zu Za ale ¿seste schema sînt imaginare, iar din relațiile: 


Y=, Zuse, Zi, (4.71) 


ka 


rezultă cå parametrul C este imaginar, iar A şi D sînt mărimi reale. Din con- 
ditia de reciprocitate rezultă că și parametrul B este imaginar. ` 
Un cuadripol nedisipativ este caracterizat deci prin relațiile: 


Im {A} = 0, Fm {D} = 0, Re {BY} =0, Re {0} =0.: (4.72) 
Pentru un cuadripol nedisipativ simetric, din relațiile: 

ch g = ch (4 -+ jé = ch a cos b + j sh a sin b = A (4.73) 
sh g = sh (a + jb) = sh a cos ġ -+ į ch d sin b = YB- C (4.74) 

i j _ 
z, =| (4.75) 

se determină condițiile: 

Jm {ch g; == sh asin b = 0 (4.76) 


ktg) 
bi e 


Im{Z} = 0, Refsh g} = sh acosb = 0, (dacă, B -C <0), 7 (4.77) 


= . 


sau 
RaZ} =0, Jmish 2} = ch a sin b = 0, dacă B. C0, © (4.78) 


“în care g este exponentul de transfer caracteristic, a este atenuarea caracteristică, 
iar b este defazajul caracteristic ai cuadripolului simetric adaptat. 


922 


Condiţiile (4.76) și (4.77), respectiv (4.76) și (4.78) determină valorile frec- 
vențelor pentru care atenuarea este nulă (intervalele de trecere), respectiv 
nenulă (intervalele de atenuare). 

Imlevvalele de trecere. În cazul frecvențelor pentru care impedanţa caracte- 
ristică este reală, din satisfacerea relaţiilor (4.76) și (4.77), rezultă condiţiile 


a=0, Z=2,=||2]>0 (4.79) 
` .—1 ŞlAl= A = cosb < +1, (4.80) 


adică o atenuare nulă și o impedanţă caracteristică reală și pozitivă. Defazajul 
depinde de, frecvență, cum rezultă din relația: 


« p? 


E: o b = arccos A (4.81) 


pat 


Condiţiile (4.79) și (4.80) definesc intervalele de trecere ale filtrului nedisi- 
pativ simetric. TE 


Frecvențele de tăiere sînt determinate de valorile extreme: 
" ÅA = 4 1; sau 4? = 1, sau BC = 0 (4.82) 


În cazul filtrelor în II sau în T rezultă de asemenea: 
E 1 Z, 
A =i 4t. e H. 4.83 
+ 2 Ze + l ) 


Iniervalele de atenuare. Pentru frecvențele care determină o impedanță carac- 
teristică imaginară, relațiile (4.76) și (4.78) conduc la condițiile: 


b=0, +7; Zi]: (4.84) 


A = A = +chaą, sau A < —1, sau A > +1, (4.85) 


(deoarece ch a 2 1), din care rezultă că atenuarea nu este nulă, ci are expresia 
dependentă de frecvență: 


a = argch | 4| > 0 (4.86; 

În gazul cuadripolilor reali, cu pierderi, impedanţa de sarcină a unui lanţ 
de cuädripoli nu poate fi realizată astfel încît să depindă de frecvenţă conform 
relaţiilor (4.79) și (4.81). Rezultatele de mai sus se obțin deci din idealizări. 
În cadrul acestor idealizări, studiul unui filtru consistă în determinarea frec- 
vențelor de tăiere cu ajutorul relațiilor (4.82), respectiv (4.83) pentru lanţurile 
în ÎI sau în T și în analiza caracteristicii de frecvență a defazajului (4.81), 
în intervalele de trecere și a atenuării (4.86), în intervalele de atenuare. 
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4.2. CUADRIPOLI ȘI FILTRE ELECTRICE 


PROBLEME REZOLVATE 


Solutie : 

Se scriu următoarele ecuaţii cu ajuto- 
rul teoremei a Il-a a lui Kirchhoff apli- 
cată celor două ochiuri din figură: 


Fig. 4.1 PE RE 08 E p 
Comparînd cu ecuaţiile: 
Ui = Zuli + Ziala 


i Us z= Zal: + Zal 
se obţine: 


Pentru determinarea constantelor Y}, Yio Y» se rezolvă sistemul de 
ecuații în raport cu Z, și I}: 


dl, = sa U toU; 


ae adie i Sea 
Ia = — AU ti [az 00) Us 
Comparînd cu ecuaţiile: 
La = Yu Va + XU: 


La cai YaUa + YU: 
rezultă: 


Vacak 
=.11 aL 


Ya =j [ap —aC) 


Pentru determinarea constantelor A, B, C, D se rezolvă sistemul de ecuaţii 
în raport cu U, Și Ja: 


U, = (1 — LC) U: + jol 
La = JoCUz + I: 


Comparînd ecuațiile găsite cu ecuaţiile fundamentale ale cuadripolului 
se obține: 


| 
| 


— w LC 


O IO ly 
E 
T td o 
5 È 


fă 


Verificare: 
AD — BC = 1 — W LC +w LC = 1 
Problema nr. 4.2. Se consideră cuadripolul din figura 4.2. Să se determine 
parametrii A, B, C, D ai cuadripolului. 
Soluția : 


Aplicînd teoremele lui Kirchhoff pe cele două ochiuri ale schemei, se ob- 
ține sistemul de ecuaţii: 


(Z; ag Z3) Ia T (Za a: 12) Zo = U, 
(Ze F Za) Le T (Za Z 2) Zo = Uz 


Rezolvînd acest sistem de ecuații în raport cu mărimile de la intrare U, și Z}, 
se obține: 


Identificînd cu ecuațiile: 
Ua = AU: + BI, 
Ia = CU; + DI, 
se obțin pentru coeficienții fundamentali 


EESE 
= 1 4 Znt fa Z, + fa, 
=- 
Ba i +é) a 
Ze 
D= 1 + tf 


Problema nr. 4.3. Să se determine constantele A, B, C, D și impedanța 
caracteristică primară pentru cuadripolul din figura 4.3, a. Date numerice: 


R= 109; Ro=5Q; X=10Q; X, =5Q. 


Fig. 4.3, æ, b 


Soluția întâi : 
Cuadripolul dat fiind un cuadripal în T, se va considera schema generală 
(fig. 4.3, b) a unui cuadripol în T şi se vor determina pentru această schemă 


constantele 4, B, C, D. 
Aplicînd metoda curenților ciclici, se obțin ecuațiile: 


1 1 
(Z+ 3) y hU 
1 1 
-Fh + (Za + 3] 12 = — Uz 


degarece: 
Ia. 


D= du L 
Din ultima ecuaţie. 
Zi = YU, + (1 + ZY) Le 
şi, introduciud în prima, se obține: 
U = (+ ZIP) Uat (Zi + Za + ZiZaY) Ze 


Prin urmare: 


D= 1 + 2% 
Numeric, se găsește: 
Za = Jă =]10 Q 
Za=R= 109 
ta pes Ace tati E 
Roi  5+i5 
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4 = 1 +y oh i e 2 j 


ZY = j 10 10 + j 10+ 10-5 = (20 -+ j 20) Q 
C = Y æm 40,1 —3 01) S 
2+]5 
Deia ee iti 2—j 
5+j5 


Verificare : 
AD — BC = (2 +j) (2 — j) — (204 320 (01 —]0,D)=1 


Soluția a doua: 
Se cunosc relaţiile: 


Pe Za (2) poza =(£ 
Ze Uz] 120 FAR 133 Yo=0 


Din încercarea în gol se află: 


4=(2) _ Rot Xe Xa) 54115 
U, ] Iz=0 Ro +jXo 3 +35 


Din ecuaţiile: 
Ui = ÁU; + Bla 


In = CU: + Dia 
se obține: 


adică 


Fig. 4.3, c, d 


Dar din figura 4.3, c, rezultă că: 
, i Zro = Ro + jX + Xa 
și deci: 
Ro ICX + Yo) 
C= — Bot iXo i 4 


- = [= [= (0,1 —]0,1) 5 
Ro +įÌ(X + X)  Rotiăo 5+j5 
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Din încercarea în scurtcircuit (fig. 4.3, 4), se obține: 
Ia = pp io R + jăĂo 
R + Ro +Ì Xo 
și deci: 
D= (2) ce e a e l 9 za 
Ze JUz=0 Ro + jĂo 5+j5 


La scurtcircuitarea bornelor secundare avem: 


U B 
Zi = | = == 
zu (3 Jao D 
dar din figura 4.3, d, rezultă că: 


APR aaa (Roti) Ri 
Ro + R+ x, 
astfel încât: 


B = DZ a | jX + e Sao] = 
E 2 aici Re + i Xe | R + Rp +jXo 


R+ Ro +jX Zi 
= R + iX ——— n = 10 10. 20 20 
+j Pia +i aF = (20 + j 20) Q 


Pentru calculul impedanței caracteristice primare, se folosesc relațiile: 
U, _ Ua _ AUa + Bla _ AZ +B 


Di arii ee tie A e om ÎI oara midi) 


“6 L Za  CUa+Dla O CGZe+D 
din care rezultă ecuaţia: 
CZ, + (D— A)Zu —B=0, 
pe care rezolvînd-o, se di : 


— DR 
AR | ee 


Zu = 


şi numeric: 
2+j—2+j SE f (2 į} PC i E == 
Lie 201 — jo LE | 40,1 — j 0,1} 0,1 — j 0,1 = 
_10j_ , 10V/3 _ 10 ura 5/3 — 1) +j 5 +V3) Q 
— 5/3+ 1) —j 5V3- 1) Q 


Se reține numai prima valoare decarece a doua are partea reală negativă 
și Geci nu 3 fi realizabilă practic. Deci: 


= 5(/3— 1) + j 5(/3 -+ 1) = (3,65 + j 13,65) Q, 
adică este formată dintr-o rezistență de 3,65 Q în serie cu o bobină ideală 
de inductivitate: 
13,65 13,65 
) A E i A A av 
27 + 50 314 


= 4,34 102H = 43,4 mH, 
în cazul frecvenţei rețelei de alimentare f= 50 Hz.. 
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Problema nr. 4.4. Să se determine valorile elementelor schemelor echiva- 
lente în T, II și F ale unui cuadripol oarecare ai cărui parametri A, C, D au 
valorile: A = 0,3 +j 0,6; C = (0,1 +]j0,2) S; .D=0,5+]j0,5. 


Solufie : 


Aplicînd teorema a II-a a lui Kirchhoff celor două ochiuri independente 
ale schemei echivalente în T din figura 4, 4, a, se obţin ecuațiile: 


1 
U, = Za tg (da — 1) 


Fig. 4.4, a, b 


Rezolvînd acest sistem de ecuații în raport cu mărimile de la intrare 
fL U) „ se obţin ecuaţiile: 


Ia = UaY + (2Y + 1) e 
Ui = (Z1¥ + 1) U: + (ZZY + Za + Za) Le 
de unde, prin comparație cu ecuațiile: 
U, = AU, + Bla 
Ia = CUa + DI, 


se obțin coeficienții fundamentali: 


4=1+ZY¥; B=ZZY +Z, +2: 
CY: D=1+ ZY 
Rezuită de aici: 
Y=0; h=; = 
Numeric: E 
Z=3 = 0; Z=(U+i98Z=U+i3Q 
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În cazul cuadripolului în II, se aplică prima teoremă a lui Kirchhoff la 
nodul B și a doua teoremă a lui Kirchhoff pe ochiul care se închide în lungul 
celor două tensiuni la borne (fig. 4.4, b) și se obţin ecuațiile: 


FA d U Ya ac 12 + UY, 


U, = > (do + UY) + U: 
—l 
sau 
Y, 1 
U=(p +i) +y i 
Y Y Y 
L= (X+ Ya F) (F +1), 
—0 —9 
de unde rezultă: 
x 1 
A=1+=; B= 
a a 
C=Y, Yar; D=14+% 
Y, Y, 
sau 
i D —1 A —1 
O heeg : nen 
Numeric : 
B= SS = (—0,5 +j5,5) Q 
Y, = (— 0,0164 + j 0,180) S 
Y, = (0,12 + j 0,1165) S 
Observații: 


a. Cuadripolul echivalent în T poate fi realizat (deoarece impedanţele respective au părțile 
reale pozitive) sub forma arătată în figura 4.4, c; 
b. Cuadripulul echivalent în II nu poate fi realizat (deoarece Y, are partea reală negativă) ; 
c. S-ar fi obținut aceleaşi rezultate utilizînd încercările de gol și de scurtcircuit. 
De exemplu, în cazul cuadripolului în T: 


NL IOO—o 2 
Apr ma c-(2) =, ee 
2 U, j1a=0 
Pentru determinarea elementelor 
4 cuadripolului echivalent în T (fig. 4.4, 4), 
7. PREIEI ORE N, ci A III 2” se pot scrie ecuațiile: 
C In = da + YU, 
Fig. 4.4, c U, = U + ZI 
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Sau 


Ca = U, + Z(l + YU) = (| + ZY)Uz + ZI, 
In = YU, + de 


se obține: 


C=yY; D= 
Deci: 
Z = B = (0,5 + j 5,5) Q 
Y = C = (0, +j0,2)S 
Z = a a = 2—41)9 


Y 014+j02 1+323j 
Realizarea acestui cuadripol este arătată în figura 4.4, e. 


Problema nr. 4.5. Fiind dat cuadripolul nesimetric din figura 4.5, a, săi se 
determine schema echivalentă în 7. 
Date numerice: R, = R = 100; R = 5Q; R=150. 


Fig. 4.5, a, b 
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Soluhe : 


Schema echivalentă în T are coeficienţii Za identici cu cei ai cuadripo- 
lului dat. Se vor egala deci coeficienţii Z,, ai ambelor scheme, determinaţi 
din ecuațiile: 


U: na Zul F VA E 
Uz = Zad: + Zoal 3 


În acest scop se calculează coeficienţii Z, ai cuadripolului dat. 
La mersul în gol, în cazul alimentării pe la bornele primare, avem: 


Ie =0; Uio = Zulo; 
Uzo = Zalio; 
dar din schemă se constată că: 


U, = Lt Ra (Rat Ra) y 
10 =10 
CON 8 - RR E RER A 


Deci: 
Z, = Bt R&B _ 10Q 
R + Ra + R3+ Ra 


Pentru determinarea coeficienţilor Z, Și Za se aplică teorema a doua a lui 
Kirchhoff circuitului (7) din figura 4.5, b și cu notaţiile din figură, se obține: 


Ralo — Ralo + Uz =0; 


dar 
ROI a E = Uio — Zw 

= ORAR, 2 7 R+R 2% 

adică: 
L = 13 = = 
2 
Rezultă: 
5 
Us = (Ra — Rp) 2 => Lo 

deci: 


Coeficientul Z» se determină scriind ecuaţiile în cazul alimentării pe la 
bornele secundare, cu bornele primare în gol (119 = 0), păstrînd același sens 
pozitiv pentru curentul Z, Se obțin ecuațiile: 


Uio zii Z12120 


U20 ma 4221 20 
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Pentru cuadripolul în punte dat, avem în această situaţie: 
(Ri + RO (Ra+ R (10 + 15) (10 + 5) 
a i EEA Lao = 9,37 La 


EE and 
ame TUOD a e ao aaa Rapa LNA SEEE ei 


R, + Rp + R+ R 2 10 + 1341045 


de unde rezultă: 


Za = — 9,379 


Pentru determinarea coeficienţilor Zig 
ai schemei în T, din figura 4.5, c, se / 
procedează astfel: 


— aiimentind circuitul pe la bornele 
primare, cu cele secundare în gol, se 
obţine: 


Uio = (Za + 2)Li0 
Uz0 = Zalio 
și corespunzător: 


Zu = Za + Za 
Zu = i; 


— alimentînd circuitul pe la bornele secundare, cu primarul în gol și păstrînd 
același sens pozitiv pentru curentul 1, se obține: 


Ua aagi (Za + Zs) L20 
adică 


Identificînd coeficienții Z, ai ambelor scheme, se obține sistemul de ecuații: 

Zu = Za + Za = 10Q 

Zaj La = 250 
Zag o e (Z; + Za) m 9,379, 

de unde rezultă valorile elementelor schemei echivalente în T a cuadripolului dat : 

Z, = 10 — 2,5 =7,5Q 

Za = 9,37 — 2,5 = 6,870 
Za = 2,59 


Problema nr. 4.6. Pentru cuadripolul din figura 4.6, a, să se determine coefi” 


cienții Za, Z129, Za», coeficienții A, B, C, D precum și elementele cuadripo- 
lului în T echivalent. Date numerice: X, = oL, = 80; X,=al,=29; 
Xy =oM =1Q; R=10. 
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foluţie : 

Aplicînd teorema a doua a lui Kirch- 
hoff pe ochiurile 7 și 2, cu sensurile [de 
parcurgere pozitivă a ochiurilor alese ca 
în figură, se obține sistemul de ecuații: 

U, = jX + RU, — În) + jĂ uda 

Ua = — jX; + R(L — 12) — Kudi 
sau 

Uı = (R + JX) Lı + (— R + Jim) da 

U, = (R = jXu) lı + (~R 1 jX,) I 


Rezultă: 
Zu = R +j% 
Zn = —Za = —R + jXy 
Z» = —R — jăa 
sau numeric: 
Zu = (1 +338 
Za = -2n = (—1 +8 
Za = (—1—j2)9 
Rezolvînd cea de a doua ecuație a sistemului de mai sus în raport cul, 
se obține: 


E E E 
1-3 1 —j 


adică: 


C = 00,5 + j 0,5) S 
= 


D = a = —0,5 +] 1,5 


Pentru determinarea coeficienţilor A și B se poate exprima U, în funcție 
de U, și de Z, sau se folosesc formulele: 


T Us J29 Zar? îi Za 
B = nai A Z122 D = — Za 
€C Zu <a 
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Í l 2 
215]48 Zz jN 


jy R=12 
1 2 FA == A =1 32 E 
Fig. 4.6, b, ¢ 


Elementele cuadripoiului în T echivalent sînt (fig. 4.6, b): 
Pe (0,5 + 30,5) S 


1 1 
aie 0,5 + j 0,5 > (Le j2 
AED E Mail POR e mă E Ari 
= Ċ 0,5 + j 0,5 

Z, = D-1 _—05+ji5—1 — 39 
zii C 1+j 
2 


Realizarea cuadripolului este prezentată în fizura 4.6, c. 


Problema nr. 4.7. Să se determine parametrii A, B, C, D, Și Yar» Ya Ya 
ai cuadripolului din figura 4.7, a şi elementele cuadripolului în [1 echivalent. 
Date numerice: R = 10, X, = 20, X, = 209, X, = IQ. 


Soluţie : 


Aplicînd metoda curenţitor ciclici (fig. 4.7, a) se obține sistemul de ecuaţii: 


U, = ăla — 


jXuła + jį(X 


M — X) Io 


—Us a Xa T JĂala T 19.99 e Xa) To 


0 = (Xu Te X) L + [9.97 cai Xə) 


sistemul devine: 


i+ [R i j(X: T Xa — 2X 4)] do 
Înlocuind datele numerice și ținînd cont că L=, IL, = 


=I; și do = lp 


U ia 2jl; ERS jle i JLo 
U, se La ii 2)Ie T jZo 
0 = — jla — jl, + (! + 2j) Zo 


de unde, eliminînd pe Z, și explicitînd 
curenții /, și Z, se obțin ecuațiile: 


3 — 2j —3 +j 
l = 3 Urie =U, 


£ Sp pla 


Deci: 


3 — 2j 
, Y = = S 


S 


—3 +j 
Yp = — Ya a 


Ya R at a S 


«e 


Pentru determinarea coeficienţilor A, £, C, Ds 


e explicitează sistemul de 
ecuații de mai sus în raport cu U, şi Îi 


d s 
i se obtine: 


11 — 3j 9 + 3j 
= U ri 
i ip ato # 
1 11—3 
l= — ai U + 7 
10 
Prin urmare: 
A 11 — 3j B 9 + 3j Q 3 
ie 10 > 10 i 
EEJ a 11:23 
C + 4) S; D J 
10 1 


Verificare : 


AD — Bo = Ty 23) 1E) — 
102 10 | 10 
Elementele cuadripolului echivalent în II se determină scriind ecuaţii 


care rezultă din aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff în nodurile M şi 
Ni(fig. 4.7, b): 


ee 
Ba 
£ 


FA m (U: ai U») Yo + UY; T (Yi + Yo) U, E YU: 


la = (U, — U2) Yo — UY; = YU, g (Y: + Yo) U, 
adică: 


Yu = Ya + Yo 


Y» PoR Y, + Yo) 
Y. z= —Ya ir: —Yo 


dı M (U,- AA N l 


7 f E 
A: 


Fig. 4.7, b, c 
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de unde rezultă: 


A Yy Pas epa =[-2s 


3 3 3 
nan 2 or 
X; = Watt = -[ S e 
Yi = Ya = -Yn = -Hii ijs 


Realizarea cuadripolului în II echivalent este indicată în figura 4.7, c. 


cuadripolilor din figurile 4.8, a și 4.8, b. Pentru cuadripolul din figura 4.8, b, 
să se determine apoi impedanţele de gol şi de scurtcircuit precum și coefici- 
enții Za, Za Za Za 

Solutie : 


Pentru cuadripolul din figura 4.8, a, prin încercările de mers în gol și de 
scurtcircuit, cu alimentare pe la bornele primare, se obţine: 


Ia =0; U= AU 


Problema nr. 4.8. Să se determine parametrii fundamentali A, B, C, D a: 


io == CU a0 
Dar 
Lio = =t, 
— 
U 10 = Uz0 
beci: 
A = Uo = |: C= Lio == Lio ee «i 
ci Uz0 — Uzo Uio Za 


La scurtcircuitarea bornelor secundare: U, = 0, şi rezultă: 
U ise = Blas 
Lase G DI aso 


iar din figură: 


NS 
IN 


şi deci: 


papi 
B = Za; D= = 


—2 
Verificînd rezultatele, se obține într-adevăr: 


AD — BC = fit = 


În cazul cuadripolului din figura 4.8, b, aplicînd teorema a II-a a lui Kirche 


hoff în circuitul primar și în cel secundar al transformatorului, se obţin ecu- 
aţiile: 


U, = (Ra + jol.) Li — joMIa 
—Uz = — JoMI, + (Ra + jolo) 1 
Explicitînd acest sistem de ecuații în raport cu mărimile din primar, se 
obțin ecuațiile: 


U 


R, + îoL 
Iip Ri ama = La 
joM joM 
L, — jR RL, RL E se R.R, 
ANR i iy Era Rola a — 0M)] Le 
= oM La g M + M +] M vM a 


Identificînd cu ecuațiile fundamentale ale cuadripolului 
U, = AU, + BI, 


Ia == CU,» 23 D Is 
rezultă: 


oM 
R L RL e {olL R, R 
j £ E be al] | 142 1412 oM) 
— M + M +] M wM 
1 
EPR E 
= wM 
Dp R, + jols L, R 


ioM M aM 
Identificînd primul sistem de ecuații cu sistemul: 
U, = Zula + Zola 


U: = Zalı + Zal: 
se obține: 


Zu = Rit jol, 
Zu = —Za = — jol 
Za = — (Ra + jol»). 
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În cazul încercării de mers în gol (Z, = 0), ecuaţiile devin: 
Uio = (Ra + jola) Lio 
U20 g JoM Io, 
deci impedanța de gol este: 


U i 
Zio = a = Rı + jol, 


Scurtcircuitînd bornele secundare (U, = 0) se obțin ecuaţiile: 
U se za (R: T jol) Lis g joM ase 
0 = — JoM Lise T (Rz T iola) Lase» 


de unde prin eliminarea lui Z3, se obține ecuația: 


i 2M2? 
U ise = [R + joli + ATAT 


Impedanţa de scurtcircuit, în cazul alimentării pe la bornele primare, re- 
zultă : 


U ; wM? 
Zie = =£ = R, + jol, 4+ ————— = 
lise 1 JoL R, 4 jol, 
2M? : oM? 
alp E n o ) Ep ARDERE. hu a 


Problema nr. 4.9. Să se determine parametrii A, B, C şi D, elementele cua- 
dripolului în T echivalent și impedanţa caracteristică Z, în cazul unui cua- 
dripol simetric, știind că în urma efectuării încercărilor de gol și de scurtcircuit 
cu alimentare pe la primar s-au obținut următoarele rezultate: 


Uio = 100 V; Uire = 51,3 V 
lo = 20 A; ÎL =10A 
Pio = 1,2 kW (inductiv); Pise = 492 W (inductiv) 
Solujie : 


În cazul cuadripolilor simetrici (A = D = 410 = (ape) ecuațiile generale 
se scriu sub forma: 


U, = A(Ua + Zrela) 
La za A(YoU ră 12) 


cu 
1 
A21 —Y = 1 sau A2=——— 
2 ( Y Zs) — t= Y Za 
Încercarea în gol permite să se calculeze: 
I P 1 
Y, = |Y] ==> = 0,2 S; cos go = = 0,6, 
Uio Ui0° Î10 100.20 
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adică: 
Y = Yo COS pro — jY o Sin ro = 0,2:0,6 — j0,2:0,8 = (0,12—0,16j)S 
Folosind datele de la încercarea de scurtcircuit, se calculează: 
U 51,3 
Z = |Z a| = = == = 5,139 
8e Ze | Dii 10 > 
Pisce _ 492 


= ——— = 0,96 
Uisclise 51,3 s 10 l 


COS Piee = 
Deci: | 
Ze = Za COS Vise F Zac Sin Pise = 5,13 0,96 + j 5,13- 0,283 = (4,92 + ]1,44)0 


Rezultă: 
1 EA 
4 = + |era penr 


S lr e- 173,9 1800 4 5 e—j36,95° 7:1802 
sau 
A = + (1 — 0,75j) = D 
B = Z „A = +(4,92 + j 1,44) (1 — 0,75 j) = + (6,01 — 2,24 j) 2 
C = AY, = + (1 — 0,75 j) (0,12 — 0,16 j) = F 0,25jS 
Există deci doi cuadripoli care dau aceleași rezultate la încercări de gol 


și scurtcircuit. 
Elementele cuadripolului în T echivalent sînt: 


_ A—1 _ 2(1—0,75j)—1 _ ee i 
ZA BOO = 30 sau Z=(3+3))0 


Cei doi cuadripoli în T, echivalenți din punctul de vedere al încercărilor 
de gol și de scurtcircuit indicate, sînt realizabili (fig. 4.9, a și 4.9, b). 

Impedanţa caracteristică a acestui cuadripol simetric se calculează cu una 
din formulele: 


Zac ER B 
Z, Tt |ž 
3: % 8 3 


-4j 


Fig. 4.9 


Z= +] 
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Numeric se obține: 
Z, = + /8,96 + 24,04; = 4 5,05 ei24%40 z:1800, 
dar se reţine numai valoarea 
Z, = 5,05 ei34'40 n:180 O — (2,88 + j 4,2)0 
deoarece cealaltă soluţie, avînd partea reală negativă, este nerealizabilă 
practic cu elemente pasive de circuit. 


Problema nr. 4.10. Să se calculeze constantele A, B, C, D ale unui cuadripol 
pentru care s-au făcut încercările de mers în gol (I) și în scurtcircuit (II) cu 
alimentare pe la primar și încercarea de mers în gol (III) cu alimentare pe 
la secundar, obținîndu-se - următoarele rezultate: 


(I) Us = 100V; 10 = ET A; Us = i ; Pup = 5000 W (capacitiv) 
(II) Us, = EV: ji: = A ; Iaz =10VI0A; P,e = 4000W (capacitiv) 
UII) U = 100V; I= A; P= 2000W (inductiv) 


| y5 
Să se calculeze apoi elementele schemei echivalente în T. 


Soluţia intii : 
Folosind numai datele de la pomel două încercări și valoarea factorului 
de putere cos ez dedus din cea de a treia încercare, se obțin relaţiile: 


U, = 4U, + Bla = AU: + Asseliuele 
= CU; + DIr = AsoYas0Ua2 + Aisela 
Pentru determinarea mărimilor: 
Aio = Ar Elo, Yio = Yio e7, 
Aise = Aise ise, Eise = Z ise Sise, 
se calculează pe rînd modulele și argumentele lor: 


i U w Iio 1 
Aio = 2 = 2; Yio = = 


Uzo á Uio y2 i 


I m _5 000 pp 1 
Aise = asi îl. Cos DIO. aa 10.000 V2 =-7; 


(unde s-a luat valoarea negativă datorită caracterului capacitiv al acestui 
defazaj). 


Pro = — 45 


Z ise T Fi =1; 
.. — #180 
COS Pisce = a 2 = 0,8; @P1™ —36"48'; (cu aceeași precizare ca: mai 
sus asupra semnului) | o 
COS Ọ20 = L |5 = = 0,447; ap = 63°30’ (unde s-a considerat va- 


loarea pozitivă, datorită caracterului inductiv al acestui defazaj). 
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Pentru determinarea argumentelor ap Și @ise se folosesc relațiile: 


Yio Zisc Sin (Pise — 910) ă 


tg(tio F asc) = 
a 1 — Yo Zise COS (Pise — P10) 


unde numărătorul și respectiv numitorul au semnul lui sin (æo + äise) și 
respectiv cos (10 + asc), iar 10 — ai = P10 — P20 = Pise — Pose 
Se obține: 


X10 + Xise = arc tg} P o a r A ton 
2 aa cos(— 36°48 + 45°) i 
y2 
= arc tg 0,336 = 18%30' sau ao + is, = 378°30' 
P10 — P20 = X10 — Xise = — 45° — 63°30 = — 108%30' 


Cele două valori pentru (æo + a) sînt singurele posibile și distincte, 
deoarece corespund cu semnele cosinusului și ale sinusului (ambele > 0), 
iar Go ȘI Gas. fiind definite fiecare într-un interval 2m, suma lor este definită 
într-un interval egal cu 4m. Rezultă: 


aio = — 45° sau ap = 135 = 180° — 45° 
Xise = 63°30 sau ceas = 243"30' = 180° +- 63°30 
Se obțin două sisteme de soluții: 
Aio is + | 2 e-i45 7e:180* e J (1 neS j) 
Are = + V5 ej63°30 m:180° — 4- (1 +2 j) 
Yo = Z 65° 180 = (0,5 + 0,5 j) S 
fa 


Ziso = 1° e 156.8 m:180 — (0,8 — 0,6 j) Q 
și deci: 
A = As0=+(1l—j) 
B = Are Zie = + (2+))Q 
C = AY = + 18S 
D = Aw = + (1 + 2)) 


a Impedanțele elementelor cuadripolului 
echivalent în T sînt: 
Z, == = — j Q 
Z= =2jQ 
= C 
Ze = Ž=1Q 
c 
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Observaţie: 
S-au reținut numai soluțiile cu semnul plus, deoarece celălalt sistem de soluții cores- 
punde lui C = —1 < 0 şi deci Za = — 1 < 0, nerealizabilă practic. 


Solutia a doua: 


Folosind datele tuturor încercărilor, se calculează impedanțele de gol şi 
scurtcircuit: 


Zi = A Zis = (0,8 — 0,6 j) Q; 


A 
Yo 
Lao = K în elon = | 5 ei63*30 mis — (1 + 2j) Q 


Folosind apoi relațiile: 


(i A eta tatei i 0 se AB 


E V Zao(Zio m Z isc) T 


se obține același rezultat ca mai înainte. 


== D Zuse: D za C Zao, 


Problema nr. 4.11. Să se determine condițiile pe care trebuie să le îndepli- 
nească coeficienții din ecuațiile cuadripolului pentru ca acesta să nu consume- 
putere activă (cuadripol fără pierderi). 


Soluția întâi : 
Folosind ecuațiile: 
Ui = Zuli + Zela 


Us = Zalı + ARE 


Zu F Ri F j Xi 
Ži a —Za E Riz + j Ă 12 
Za n Ra + j Ă 2 


și punînd condiţia ca puterea activă totală absorbită să fie identic nulă, 
se obține relația: 


P = P, — P, = Re{U, li — U 212) = (Pe Zu 2 + Zali la — Zalı 12 — 
— Žal} = 0 


Ruli — Ral? + Re Zao(lila + I21.)) = 0 
Dacă ¢, este defazaţul dintre I, și J, atunci, 
Iil, + Izl, = 21112 COS Qi 


cu 


sau 


Și deci: 
Raul? RE Ra13 4- 2R i112 COS P12 = 0 


pentru orice valori ale variabilelor indepen- 
dente Is, Ia ȘI P12- 
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Trebuie deci ca: 
Ra = 0; Ra = 0; Ryo = 0. 


Mai rezultă: 


Z Ău 
4=(3) = = = A = real? 0; 
UJ) =0 Za Xa 
I 1 . . 
c=(3) „=== == = imaginar; 
Us JI =0 Za Aa: X 
i Za iy = 
D = l Paa fi real 2 0; 
527 22 — = 21 12 
AD —1 XX X? ; 
Poso i — imaginar 


Soluția a doua: | 

Rezultatul se poate obține mai simplu folosind următorul raționament: 
orice cuadripol admite un cuadripol în T echivalent (fig. 4.11) pentru care 
avem: 


Zu = Zi +o 
Za = — Za — Ze 
Za = Zo — Za 
cu 
Za = R +ļj%:, 
Za = Ra +j Xa 
Zo = Ro +j Xo 


Pentru ca acest cuadripol să nu aibă pierderi trebuie ca el să nu aibă pier- 
deri nici în cazul funcționării în gol, deci: 


R, — R 0 = 0 
şi nici la funcționarea în scurtcircuit, deci: 
Ra = 0 


Rezultă : | 
Ru = Ra = Rg = 0. 


Problema nr. 4.12. Să se determine condițiile pe care trebuie să le îndepli- 


nească coeficienții Zi Zaa, Zi = — Za pentru ca un cuadripol să fie pasiv. 
Soluție : 
Scriind ecuaţiile: 
Uı = Zul, + Zvl 
U: = Zali + Zal 
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și punînd condiţia ca puterea activă totală absorbită să fie pozitivă, se obține 
relația : 

P = P, — Pa = Re { UI — Ua13) = Ruli — Ral? + 2Rialla COS Pr2 > 0 
pentru orice valori ale variabilelor independente 7,, I3 Și ea (s-a notat cu ọ}2 
defazajul dintre I, și 12). 

Din cazul 7} = 0, se deduce — Ral} > 0, adică R} < 0 
Din cazul J, = 0, se deduce R? > 0, adică Rı> 0 


Cu notația x = 2 trinomul Rx? + 2R% COS pia — Ra > 0 trebuie 


2 
să nu-și schimbe semnul și deci să aibă rădăcini imaginare, ceea ce are 
loc pentru 


adică: 


ca | Ru(— Rae) < R < ay | Ru (= R22). 


Problema nr. 4.13. Să se găsească elementele matricei admitanță a cua- 
dripolului în II pe două căi: 

a. prin calcul direct; 

b. prin compunerea acestui cuadripol din trei cuadripoli elementari conec- 
taţi în paralel. 


Soluţie : 
a. Aplicînd teoremele lui Kirchhoff circuitului din figura 4.13, a; se obțin 
ecuațiile: 


Ia < UY, + I, + UY, 
1 

U, => y (I + UY >) + U? 
—0 


Za a: (Y, T Yo) U, zi YU: 
Ia = YoUu— (Ye + Yo) U: 
de unde rezultă: 
: z)=| (X, + Yo) — A 
Y, — (Y; + Yo) 


b. Considerînd cuadripolii elementari din figurile 4.13, b, c,d, se scriu 
ecuațiile lor de funcționare de forme: 


[Z] s[XI [U] 


și se deduc din ele expresiile matricelor admitanță. 
Pentru cuadripolul elementar din figura 4.13, b, se scriu ecuațiile: 


li = Y, U, l= 0, 
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i y 
A sa 
L 

1 12 2, 1 2 
U, SR > U i T 
7 2 1 2 


C ; 
Fig. 4.13 
adică: 
[1]=(X)-[(U] 
cu . 
y'’ 2 sl 
mE] 
Pentru cuadripolul elementar din figura 4.13, c., se scriu ecuațiile: 
I = 0, Í; = — YUz; 
adică: 
[1] =(X]:[U] 
cu 


LY") = p a] 


Pentru cuadripolul elementar din figura 4.13, d, se scriu ecuațiile: 
Ii == Ia e Y, (U, T Ua), 


adică: 
[2”]=[¥"] [U] 
CI 
[3 = i pică A 
Y, —Y 


Cuadripolul în II dat se realizează prin conectarea în paralel a acestor cua- 
dripoli elementari, deoarece : 


[L] = [2] + [T] +] 


Rezultă: 
__ — Y, + Yo — Yo 
7 = 009 XA + LX) | pop | 


346 


Problema nr. 4.14. Să se găsească elementele matricei [4] a cuadripolului 
în T pe două căi: a) prin calcul direct; b) prin compunerea acestui cuadripol 


din trei cuadripoli elementari legaţi în lanţ. 
47 12 
i 2 
ZI 
Y, ZA 
7 2 
b 
M 1” 
3 oÉ 20057) 4 = dz? 
Za 
v; T us V 
3 4’ PA 2 
C d 
Fig. 4.14 
Solupie : 
a. Pentru cuadripolul dat în T, avem: 
Uı = AU; + Bla 
1, = CU, + Dia 
sau 
[F |=ca- [e] cu4]=| 2 i 
Ia La CD 
unde: 
a=(Ẹ) sata Gaa E 
g U, Jiz =0 Zy 1” U,Jla=0 Z’ 
D=(2) sat B = (F) 2 
ii Ia JU2 =0 Ze. c Ia JU: =0 
AA 


b. Considerînd cuadripolii elementari din figurile 4.14, b, c,d, se scriu 


ecuațiile lor de funcționare de forma: 
7 e are | 
Ia L, 
și se deduc din ele matricele coeficienţilor fundamentali [A]. 
Pentru. cuadripolul elementar din figura 4.14, b, se scriu ecuațiile: 
U, PER U; F ZI 


l= do, 
adică: 
U ? 
el == A'l. ~e 
Paa 


cu 
1 Z 
A! = “1 
w[i 4 
Pentru cuadripolul elementar din figura 4.14, c, se scriu ecuațiile: 
U= Ur 
? 1 Pa ni 
12 = z Ui + Ti 


—0 


adică: 
U; i Ui 
[zmar r 
<2 ll 
cu 


1 0 
A4A]=|a 
p i 


Pentru cuadripolul elementar din figura 4.14, d, se scriu ecuaţiile: 


U == Us + Zola 
Ia = Ie 
adică: 
Ui ne U 
Elet] 
i I, 
cu 


l Z 
LA” SIE 2 
af î 


Prin conectarea în lanţ a acestor cuadripoli elementari se obține cuadripolul 
în T și se observă că, prin substituţii succesive, se obține relaţia: 


U, Ata m, m, n, U» 
[p= LALA” fa 
adică: 

[4] =[4'] [4°] [4"] 
Calculînd, se obține: 


ZI Of Z p aA 2 
ai =, Hah J- i |a ker 


á Zif, 
1 FT 2 Z T Ze T Z, 
a Za 
Zo dă Zo 


adică același rezultat ca și cel obținut prin calcul direct. 
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Problema nr. 4.15. Să se determine elementele cuadripolului echivalent 
în T al unui transformator fără miez de fier. 


PN * să 1o% d2 2 
TIETE 
7 i fe d 2“ 1 A A 
A 7 
a b 
Fig. 4.15, a, b 


Inductivitatea înfăşurării primare este L,, a înfășurării secundare Ls, 
iar inductivitatea mutuală M. Rezistentțele înfăşurării primare și secundare 


sînt R,, respectiv R,. , nagu 
Se vor trata separat cele două moduri de asociere a sensurilor de referință 


ale curenților și tensiunilor arătate în figurile 4.15, a și b. 
Se presupune că: 1, > M > La. 


Solutie : 
Cazul a. Ecuațiile cuadripolului din figura 4.15,a sînt: cati 


Ui = (Ra + joLa) Li — joMIe 
— U; = (Ra + jol) Ia — joMI, 
Pentru cuadripolul în T echivalent (fig. 4.14, a), se scriu ecuațiile: 
U = (Za + Zo) Lı — Zola 
— U, = (Za + Zo) 12 — Zoli 


Prin identificare rezultă pentru elementele cuadripolului în T, expresiile: 
Z, = R, + j o(L, zica M), Za = Ra + j w(La ZE M), Zo = ) oM, realizabile 
practic, ca în figura 4.15, c. 


pa zecile 
j M-L) 
a 
2 


Fig. 4.15, c, d 


Cazul b. Pentru cuadripolul din figura 4.15,b, ecuațiile de funcționare 


se scriu: 
U, = (Rı T jol.) Ia + joM Ie 


— U, = joMI, + (R: + joLa) 12, 
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jar pentru elementele cuadripolului în T echivalent, rezultă expresiile: 
Zi = Ra + jo( Li + M); Za = R: + o( La + M); Z= — joM, 


realizabile practic, ca în figura 4.15, d. 


Problema nr. 4.16. Să se determine 
tensiunea de ieșire a cuadripolului din 
figura 4.16, 4, dacă la intrare se aplică 
o tensiune U,, iar impedanţa de sarcină 
a cuadripolului este Z,. 


Soluţie : 

Se calculează funcția de transfer a 
acestui cuadripol exprimînd pe U, cu 
ajutorul parametrilor fundamentali A 
și B ai cuadripolului: 


ka Cata Eu Cite pat area atita 
SU, T+ 4, 2 
Za 
Fig. 4.16 - 
18. 4. = 
AZ, 4B <* 


Pentru determinarea parametrilor A şi B se consideră cuadripolul dat 
ca fiind realizat prin conectarea în lanț a doi cuadripoli de tip T (fig. 4.16 ,b). 

Parametrii fundamentali ai cuadripolului I rezultă din încercările în gol 
Și scurtcircuit. 


Se obţine: sia 
jol 
4'=[a aie OC a 1 — LC 
ai U2 Jla =0 _l_ 
joC 
c-un inc 
U, I = 0 
B' = (2 = joL 
= Uz JUz=0 
a A 


Matricea fundamentală a cuadripolului rezultant obținut prin conectarea 
cu lanţ a cuadripolilor în I componenți rezultă de forma: 


[A] = [4 ]-[A4'] 
și deoarece cuadripolii legați în lanţ sînt identici: 
paie f — o?LC ră _ ! — 302IC + LC j(2oL — iri 
dă jC 1 J(20C — oSLC?) 1 — LC 
Rezultă deci: 
A = 1 — 302LC + WLC; B= j(2oL — ol?C), 
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1 


? 
T — oL? 
1 — 3 WLC + ot LC 4 j ai ae 


—s 
adică: 
1 


Ui 


U 2 = 
1 — 3 LC + wt LC + j ou E 
Zs 

Problema nr. 4.17. La bornele de ieşire ale unui cuadripol, avînd atenuarea 
a= 1 Np şi impedanța caracteristică Z, = Z, = 600 Q, se leagă un filtru 
a cărui impedantă de intrare este o rezistență ideală care variază între limi- 
tele de 150 şi 600 Q pentru diferitele frecvențe ale semnalelor de lucru. 

Să se calculeze impedanța de intrare a acestui cuadripol. 
Solujte : 

Impedanța de intrare a unui cuadripol avînd impedanța caracteristică 
Žo, impedanța de sarcină Z, și exponentul de transfer g este dată de expresia: 


7 Zs + Ze-th gi 
sai Ze + Ze th gi 


În cazul numeric dat: 
Z, = Z, = 600 Q; g = a = 1 Np; b =0 și Z = Ry 


unde R, variază cu frecvența între limitele 150 Q...600 Q. 


Prin urmare, impedanța de intrare a cuadripolului dat va fi o rezistentă 
pură de valoare: 


R Z, th 
Za = Za = Za E l 
Ze + R,th a 


adică: 


Zi ai 226000; „aie 000 0700, 6001.31 ÎN PSI 
600 + R,-0,761 0,761 R, + 600 |] 


Impedanța de sarcină a cuadripolului dat e constituită din impedanţa 
de intrare a filtrului conectat la ieșirea; sa. Se constată că la creșterea impe- 
danţei de sarcină R, crește și impedanța de intrare a cuadripolului. 

Pentru R, = 600 Q se obține la intrarea în. cuadripol Ra = 600 Q, așa 
cum era de așteptat în cazul unei sarcini acordate. 

Pentru R, = 150 Q, se obține Ra = 508 Q. 

Ss observă că dacă impedanța de intrare a filtrului variază de la 150 Q 
la 600 Q, impedanţa de intrare a cuadripolului dat variază numai cu 


ARa __ 600 — 508 


iasi O 
Ra 600 15,5% 
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i, 


Soluție : 


Problema nr. 4.18. Transformatorul din fi- 
gura 4.18 are rezistența înfășurării primare 
rı = 59, rezistența  înfășurării secundare 


Ya = 5 Q,  reactanța  înfășurării primare 


3, = 37,5 Q, reactanța înfășurării secundare 
% = 31,509 și reactanța de cuplaj x, = 30,4 Q. 
Să se determine impedanţa caracteristică, 
atenuarea și coeficientul de defazaj ð. 


Impedanța caracteristică a acestui cuadripol simetric se calculează cu 


formula : 


dig y Zoe 


în care Zo este impedanţa primară de mers în gol, iar Z, este impedanţa 


primară de scurtcircuit. 


Valorile acestor impedanţe rezultă din ecuaţiile care se obțin din aplicarea 
teoremei a II-a a lui Kirchhoff pe cele două ochiuri ale circuitului: 


U, = (71 + ja) La — ju Le 
— Ua = (f2 + jx) I2 — ju Lı 
Dacă se înlocuiește în ele J, = 0, respectiv U2 = 0, se obține: 
U U . 
Z = =(2] =7; ]x 
4:10 Iu I, Ju, =0 1" Ja 
n Uisce _ U, e: xig 
Fise -| L Josei a T jx : i Ta + ja 
Numeric, avem: 
— jare Pelli 
Zio = 7 + jx, = 5 + j 37,5 = | 52 + 37,52e 5 = 
= 37,8 ei82*25' n:180 Q 
ȘI 
= 7,5 + ——=—— = 8,22 + j 13,3 = 15,65e}3150 n:180” Q 
a jad 5 +j a7 +] : 
Rezultă: 


Z, = y 37,8. 15,65 ej57°730” z:180°— 24,3 ei57*7'30" z:180° Q 


Pentru valoarea 180°—57°7' 
obține negativă. 


30” = 122°52'30”, partea reală a lui Z, se 


Pentru calculul lui &, se utilizează formula: 


tg g= = e 
Zio 


Numeric, se obține: 
(2 50 — 82025) ce 
th g= E 15,65 e 2 e aie Mal ace, 0 642 e—i2517/30% 7:180 
Dacă se notează 
the = th(a +j b) =|th g] e 
şi se ține cont că: 


th ge = 
es Le 
se obține relația: 
A 1] 1+ | ing | eiv 
IZA Sane se aLi nL 
2 t] 2 1 jthgleW 
În cazul numeric dat, |thg| = 0,642 și p = — 25°17'30”. 


Rezultă: 
a = ln 1,79 = 0,581 Np = 5,02 dB, 


b = > (— 43°) = — 21°30' = — 0,376 rad. 


Problema nr. 4.19. Să se determine tensiunea de la bornele secundare 
aflate în gol ale cuadripolului în punte din figura 4.19, a, dacă se cunoaște 
curentul 7, de la bornele de intrare. 

Soluţie : 


Din ecuaţiile fundamentale ale cuadripolului: 


Ui = AU, + BI, 
Ia = CUa F DI,, 


pentru , = 0, se obţine: 
Lio = CUzo 


Problema se reduce la determinarea parametrului fundamental C. Consi- 
derînd cuadripolul dat ca realizat prin conectarea în serie a unui cuadripol 
în II șia unui cuadripol elementar transversal (fig. 4.19, b), matricea impe- 
danță a cuadripolului dat este suma matricelor impedanță ale cuadripolilor 
componenți: 


[Z] =(Z] + [7] 


[Z'] fiind matricea impedanță a cuadripolului component în Il, iar {Z"] matri- 
cea impedanță a cuadripolului component monoelement. 

Elementele celor două matrice se determină cu ajutorul încercărilor de gol 
și de scurtcircuit. Pentru cuadripolul în II (fig. 4.19, c), se obține: 


Uio = Zuio 
U0 = Za Lio 
Deci: 
Fa Uio _ (Zi + 2Z2) 2Z, 
Gil S CERT e a a a 
Lio Zi + 4Za 
Z 2Z,) 2Z, 
Za = — Zu = — Entel 2e 
Zi + 4Za 
iar 
4Z3 
U20 = Lio 
Z, + 4Z, 
adică: 
4Z? 
Za = — Ze = 7 = 
ı + 4Za 
În cazul dat: 2 Z, = R, iar 
R(Z, + R) R? 
Z, + 2R Z, + 2R 
[Z'] = 
R? R(Z,+ R) 
Z+2R Z, + 2R 


Procedînd similar pentru cuadripolul din figura 4.19, d, se obține: 


Zu == Zu, Zaz caza Zu Za a Za g Zi, 
și deci: 
[Z"] = k E 

Zi — Zi 

Rezultă: 
REZ + R) +Z ai O + i Zi 
Z ho | > Zap S 

(ZI = pa a = (zi +z] =] ft iai 

Za Za R? OZ R(Z, + 2R) 

E e Z +2R ™ 


adică: 


R? (R + Z) 
Za =- + Za = 


Z, + 2R 


și deoarece din relaţiile de la mersul în gol: 


Lio S CUzo 
U0 = Zadio 
se deduce: 
1 
C= > 
; Za 
și rezultă: 
DER Zı+2R 
j (R + Z, 


unde Žo este cunoscut. 


Problema nr. 4.20. Să se determine defazajul dintre tensiunile de la intrare 
Și ieșire pentru cuadripolul în dublu T din figura 4.20, a, ‚dacă = k; 


iar impedanța de sarcină este o rezistență pură de valoare R, = R. 


Solufie : 


Schema cuadripolului dat poate fi considerată ca realizată prin conec- 
tarea în paralel a doi cuadripoli în T (fig. 4.20, b) și deci matricea admitanțā 
a cuadripolului dat este egală cu suma matricelor admitanță ale cuadripolilor 


componenti. 


C/2 C/2 


9 


Z, + 2R 


Pentru cuadripolul în T cu schema din figura 4.20, c, folosind încercarea 
de scurtcircuit cu alimentarea pe la bornele primare, se deduc relațiile: 
Lisec == Y, 1U ise 
Lose a Ya U ise 
de unde: 


I 
— =1SC °. 
Lyso 


din figura 4.20, c, rezultă: 
I — Use 2(Z, T 22») 


=1sc 


= VU isc ? 
Zı -Z i Z (Z + 4Z,) 
2 Z 
Z a 
= + Za 
2 
adică: 
__2(Z, + 222) 
Lie III RI 
. Z(Z, + áZ) 
Se constată deci că: 
2(Z, + 2Z 
i pe i A ai tt 2£a) 
Z(Z, + 4Za) 
De asemenea, 
I, = Í, Ze =U, 2(Z, + 2Z2) , Z, =U, 4Z, 
ru — ŠZ isc — A — 190 
i Zi “Z(Z +42) z, Z (Z, + 4Z) 
=—2 2 
2 
de unde 
4Z 
Yar E AV d ge se azi e e 
d 21 Žž 12 
Z (Zi + 4Za) 
În cazul primului cuadripol component, 
1 ; 
Z= R; 2, = = — jR, 
] oC 
iar pentru cel de-al doilea: 
1 À 
Z, =— = —j R;Z, = R 


a j oC 
Corespunzător, pentru primul cuadripol component în T: 
„ __ 2R—j4R_ _2 1-j2 
A R(R-—-j4R) R 1—j4 
j4 
R(1 —j 4) 


Ya = — 
iar pentru cel de-al doilea cuadripol component în T: 
E E 
g R (4+j4) 


4 
Y; = — ———— 
Ti R (1 +j4) 
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Prin urmare, pentru cuadripolul în dublu 7: 


2 (1— 32 | > 2 11 — 111 
Yu = Yu + Yu == 7 J i ii ai 
R\i—j4 1 -j4 R 


Ţ, j 4 4 Taai 
y ? y?r J = — — E 
La > da t n RU—j4)  RU+jO R 17 


Pentru parametrii fundamentali A și B ai cuadripolului dat, se calcu- 
lează: ` 


4 = (=) CAT 
T Ia =0 U z0 
Dar din relația: | 
| {a = YaUa + YaUa; 
la mersul în gol, I, = O, și se obține: 


0 = YU 10 T YU 20 


de unde rezultă: . 
A sei Dia _ Ye Xa 11 +j 1 11 
~ Uy Ya Xa 6+)]6 6 
Analog, 
pa (=) — dă, 
i Ia U, =0 ase 


dar prin scurtcircuitarea bornelor secundare se obțin relațiile: 
Lise ja YU se 


Lose == YU ase 
de unde rezultă: 


1 5R 
B => = 2 
Ya 6+j6 
În cazul unei impedanțe de sarcină oarecare Z,, tensiunile de la intrarea 
și de la ieșirea cuadripolului dat sînt legate prin relația: 


U, = 4U; + Ba = (4 + ZU 
de unde cu Z, = R, se obține: E 
U, 


Ua 


Prin urmare tensiunea U, este defazată înaintea tensiunii U, cu unghiul 
a = 15°30. 

Problema nr. 4.21. Să se determine frecvențele limită de trecere ale filtrului 
trece-jos din figura 4.21, a şi ale filtrului trece-sus din figura 4.21, b, știind 
că pentru ambele tipuri de filtre: L = 1 H; C = 5 pF. 

Solutie : 


a. În figura 4.21, a este prezentată schema de principiu în T a unui filtru 
trece-jos. 


e Aia) Ea „sa Sunati 11 — 2,62 e-i 15°30 m:160: . 
Ze 6--]6 
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100 Hz 


C 
Fig. 421, a, b,c 


a = arg ch| 4| 


Parametrul fundamental A al cuadripolului 
este: 


A =1 + ZY = | + jol- joC = 1 — w2LC 
Condiţia 


se scrie: 


—1[L1— WLC! 


< 
sau 
1 — WLC <L 1 si 1— LCL -—l 


Din prima inegalitate rezultă : 
wW?LC > 0 sau w 20, adică ©, = 0 


Din a doua inegalitate se obține: 


WLC < 2 sau w SS |i adică G = E 
Și deci 
1 2 
= — || __2 = 100 Hz 
Js 2m | 5. 10-6 


Domeniul de trecere al acestui filtru este 
deci: 
O Sf SS 100 Hz, 


adică filtrul considerat este într-adevăr un 
filtru trece-jos. 

În figura 4.21, c sînt reprezentate grafic 
variațiile cu frecvența ale parametrului | A | și 
respectiv ale coeficientului de atenuare x, 
punctele caracteristice fiind înseriate în ta- 
belul 4.21,a: 


Tabelul 4.21, a 


b. În figura 4.21,b este reprezentată schema de principiu în T a unui 


filtru trece-sus. 
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Parametrul fundamental A pentru acest cua- 
dripol, este: 
1 1 1 
A = 1 + ZY = 1 + —.— = 1 — 
= tl + joC  joL «2 LC 


Condiţia 
—1SA <1 devine: —1 Ss 1— 


Din a doua inegalitate, 
1 


1 
1 — <1 sau —— 20; 
wL * alc” 
rezultă : 
wsSoo deci, &@, = o0 50 Hz 
Din prima inegalitate, 0 fi f 
Fig. 4.21, a 
1 g , 
la ad 
o LC 4 
rezultă: 
1 1 
sau w > 
LC > 7 VLC 
Numeric se găseşte: 
1 1 
= = == 361 s”l 
O; = VJC  /3.5.103% 
adică: 
316 
27 6,2 


Banda de trecere va fi cuprinsă între f, = 50 Hz și f = œ. 


În figura 4.21, d sînt reprezentate grafic variațiile cu frecvența ale para- 
metrului | A | și respectiv ale coeficientului de atenuare &, iar în tabelul 4.21, b 
sînt înseriate punctele caracteristice ale acestor curbe: 


Tabelul 4.21, b 


a = árg ch|A| 00 0 | 0 
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Problema nr. 4.22. Să se determine frecvențele limită ale filtrelor trece- 
bandă din figurile 4.22, a și 4.22, b. 


o2 
d 
Fig. 4.22, a, b 
Soluhe : 
a. În cazul filtrului din figura 4.22, a se constată că: 
Z=i|oL s) AE 
wC i jolo 
iar coeficientul A din ecuațiile fundamentale ale cuadripolilor are expresia: 
n I 1 
A=1+ZY=l Sa = 1+ — 
Te a: Lo + Lọ LC 
Condiția —1SAsI 
conduce la inegalitățile: 
L 1 L 1 
1 + =~ ———— sl 1+ — — — 1 
iz Le LC ` + L onc 
Din prima inegalitate rezultă: 
o < —+ şi prin urmare o, = —— 
~= VLC P s VLC 
Din a doua inegalitate se deduce: 
1 L 
p ANR t 
WLC ~ + Li 
sau 
m SEEE. EEEE a E 
< VCL + 2L) j 


3 
Lo 


Banda de trecere va cuprinde frecven- 
tele între œ; și w,: 


1 


EE ER pi A 
lea pa T Oa 


VLG 

În figura 4.22, c sînt prezentate curbele 
de variație ale parametrului A(w) și ale 
coeficientului de atenuare «(w), iar în 
tabelul 4. 22, a sînt înseriate punctele 
Fig. 4.22, c caracteristice ale acestor curbe: 


o; 
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Tabelul 4.22, a 


1 1 1 
CD | da E Oa = = 
VOTE | * VCU+La) | VIC 


Da A E A e i e A e e a ta a) 


+ 


b. Procedînd analog, în cazul filtrului din figura 4.22, b, se obține: 


. 1 . 
Z= i [aL — gh X= ioCu 


Condiţia : 


se scrie: 
—1S1—u10,+es+i 


de unde se obțin inegalitățile: 


În tastă CL ss 0 era 


adică œ Ss 


CoL 


Frecvențele limită inferioară și superioară 
sînt deci: 


1 1 C 
e Da = = 1 e 
zi, VIC ? Pi VLC | Lil, C; 


În figura 4.22, d sînt reprezentate curbele 
de variație ale parametrului A(w) și ale 
coeficientului de atenuare a(w), iar în tabe- 
lul 4.22, b sînt înseriate punctele caracteris- 
tice ale acestor curbe: Fig. 4.22, d 
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Tabelul 4.22, b. 


1 
o) 0 oa = tea sti + Eloi 00 
VIC VLC Co VLC Ci 
A! 1 4 Ce 1 0 <f z 
C 
2 A Co 
a= arg ch| A |æ = arg ch a 0 0 o0 


Problema nr. 4.23. Să se determine frecvențele limită de trecere și să se 
construiască curbele de variație ale parametrului A(co) și ale coeficientului 
de atenuare «(w) pentru filtrul din figura 4.23, a. | 


Soluțae : 
Impedanța longitudinală Z și admitanţa transversală Y sînt: 


[IN AD Rasă 
2 = SR iai a 1 
joL + iapa 
Y = joc, 
Deci A are expresia: 
w?LCo 


á=1 +2% =1+ 


WLC — 1 


Condiţiile — 1 < A < 1 devin: 


2LC 
IS lee sl 


2LC — 1 
de unde 
WLC — 1 <0, 
L 
C 
Co = (p 
Too l. 
q 


adică 


îi 1 
VLC 
ȘI 
© LCo 
1 + —— > 2—1 sau wL(Ci +2C) <2 
LC — 1 
Deci 


— 0 = | , 
ee a Pam f ECF 20) 


delimitînd banda de trecere a filtrului. Filtrul dat este un filtru trece-jos. 

În figura 4.23, b sînt reprezentate curbele de variaţie ale parametrului 
A(w) și ale coeficientului de atenuare «(w), punctele caracteristice fiind înse- 
riate în tabelul 4.23. 


Tabelul 4.23 


| 1 1 1| 


(5) oQ; = 0| 09 = JI og = L og = = œ 
i VL(Co + C) VL(Co + 20) VLC 
C 
CEEE TOE, SETT, E EE. SE C 
Co 
a=argech| A|| 0 0 00 arg ch 1+ = aa 


Problema nr. 4.24. Să se determine frecvențele limită ale filtrului din fi- 
gura 4.24 și să se calculeze coeficientul de atenuare la frecvențele f = 415 Hz 
Și f4 = 4,18 kHz din banda de atenuare, dacă L, = 25 mH, C, = C, = 0,5 pF. 


Solutre : 
Pentru filtru. dat, 
Z= i [ol — Și yat 
4 2 
iar 
2 a 
A=1+ZY=1-— [oL — a je r 
E = oC, j 2 2 C, 


Frecvențele limită se determină din condiţia: 
— ISA. 
Din inecuaţia: A < 1, rezultă: 


1 —cw2L,C C 
e E pe E 0 


2 C, 
de unde Í 2; G L, 

i 1 2 

== = Q, = y Q 4 y. 

VLC, %7 7 3 V> 
1 - 1 2. 

=== 8,93 . 1% s7: : 
V25 . 1073 . 0,5 . 106 Fig. 4.24 


363 


adică: 
fı= — = 1,415kHz 
Din inecuația —1 SA, n 


wL,C — 1 L<? 
9 C ~= [i 
de unde 
1 N A 
og) +146 mo = 20e 10 S7 
adică: | 
fs = 2 = 3,18 kHz 


«TE 


Banda de trecere a filtrului este deci situată în intervalul de frecvență 
[fo J] = [1,415 — 3,18] kHz. 

Calculul coeficientului de atenuare a pentru o frecvenţă Capri a în banda 
de oprire a filtrului se face pe baza relației: 


ch a = |A] 


Pentru f, = 415 Hz, se obţine: 


4mc2. 4152.25. 10-3.0,5-10-6 — 1 0,5. 10-6 
A = 1 a a a dn ci di | ES 


pentru care rezultă: 
43 = arg ch|A (/3)| = arg ch 1,457 = 0,92 Np = 0,92.8,7 = 8 dB 
pentru f, = 4,18 kH, se obține: 


; 2 . 108.95 . 20-73. . 10-68 — . 10—68 
A( f,)| =| 1— [472 . 4,182. 106 . 25 . 2073 - 0,5 . 10 1 0,5-10 | — 2 868 
2 0,5 . 1078 


pentru care rezultă: 
a, = arg ch | A(/4)| = arg ch 2,868 = 1,7 Np = 14,8 dB 


Problema nr. 4.25. Filtrul de joasă frecvență din figura 4.25, a are parametrul 
kb = |+ = 500, iar coeficientul de atenuare la frecvența de 15 kHz este egal 
cu 30 dB. Se cere: 

a) să se calculeze valorile inductivității L și capacității C; 

b) să se determine frecvența limită și: raportul tensiunilor de intrare și 


de ieșire a » la frecvența de 15 kHz, considerînd filtrul acordat cu sarcina ; 
2 


Z c) conectînd la ieșirea filtrului o sarcină rezistivă 

i A ? constantă de rezistență RR, = 600 Q, să se calculeze 

, „raportul tensiunilor .de. intrare și de ieșire în gama 

d a de frecvențe de la 0 la 15 kHz, la sarcină dată și la 
Fig. 4.25, a sarcina acordată. 
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Soluhe : 
Filtrul dat, caracterizat prin impedanța longitudinală Z, = joL şi impe- 


w 1 . bd LA A 
danța transversală lia este un filtru „trece jos“ avînd frecvențele 
jo 


limită ale benzii de trecere: 


E a __] WLG E N N a 
Te [zii y ar = se 


. 2 41 Za Ja 


Deoarece a f= = 15 kik atenta este a = 30 dB = r = 3,45 Np, 


? 
z 


ch = a E tie pei 
2 ch 1,725 _ 2,84 — 60.1075 


“ze = = — 
rf 3,14. 15: 10% 3,14 . 15. 1% 


rezultă: - 


si ținînd e de valoarea parametrului 
| zi 
se obține: 
L = 30 mH;, Ç = 0,12 pF 


i, 


Frecvența limită superioară a. filtrului trece jos dat este: 


x VLC | 314. 7 103 


Raportul tensiunilor de intrare și “de ieșire se determină din relaţia: 


“a = 20 1g & = 30 dB, 

E 7 
de unde si y 
GER E, 


2 
În cazul sarcinii acordate, atenuarea în bandă de trecere, (de la f = 0 la 
f = 5,3 kHz) este nulă, deci - =° 


w 
2 ` < 
În banda de 'oprire atenuarea se calculează cu relația: 


iar raportul celor două tensiuni este: 
= =a = e 
U: 


Dacă la ieșirea filtrului se conectează o sarcină de impedanță constantă, 
Z, = R,, pentru calculul raportului tensiunilor de intrare și de ieșire — se 


utilizează ecuațiile care leagă mărimile de intrare și de ieşire ale oricărui 
cuadripol simetric. Folosind, de exemplu, funcțiile hiperbolice, avem: 
U= Uach g + lZ, sh g 
în care: E i 
s=a+j b, 
este exponentul de transfer al filtrului, iar Z, este impedanța caracteristică 
a filtrului. Deoarece în banda de trecere: 


=j b; Z=|Zl=Z 


IYa 


și se obține: 
U, = U, cos b + j Zela sin b, 


de unde: 


U, Zai i 

—— — 2 C 2 

U, | cos b + ==) sin? b 
În banda de oprire: 


b= mi; Za jll = —]Ze 
și rezultă: 
U, = Uach (a + jz) — jZ. sh (a + j 7) = 
= — Ucha +j I2Z,sha 


Deci: 


U, EC a 20 aa 
T Scha n] sh? a. 
U, |< ii Fi 
În figurile 4.25, b şi 4.25, c sînt reprezentate variațiile cu frecvenţa ale 


atenuării și defazajului și respectiv ale modulului impedanțţei caracteristice 
a filtrului. 


7}, fReacliva 


Fig. 4.25, b, c 
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Problema nr. 4.26. Să se determine frecvenţa din intervalul de oprire al 
filtrului de joasă frecvenţă, în T, pentru care modulul impedanței carac- 


teristice este egal cu parametrul k = ga . Să se calculeze atenuarea filtrului 


C 
la această frecvență și să se determine frecvența 
minimă pentru care atenuarea filtrului este mai 
mare de 3 neperi. 
Solutie : 
Impedanța caracteristică a cuadripolului sime- 


tric are expresia: 
B 
Z, = E 


Fig. 4.26 


Pentru cuadripolul din figura 4.26, folosind încercările de gol și de scurt- 


circuit, rezultă: 


Za Use _ Z, 
afară) 


ȘI deci 


Za = jol 
1 
La = 
WC 
iar 
L &?LC L 63? Ww? 
gal p e ge ag 
2 ETES. : Š sia 
unde w = —= este frecvența limită superioară de tăiere. 


VLC 


Modulul impedanței caracteristice este egal cu k pentru 


a 3 
w? 

adică pentru frecvența: 
J= 2f 2 


La această frecvență, 


a EATE T 
a=) aah} alai iai 


și atenuarea filtrului este: 
a = 1,76 Np = 15,3 dB 
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Valoarea frecvenţei de la care atenuarea filtrului este mai mare de 3 neperi 
rezultă din relația: 


ch = — ch 1,5 = 2,352, 


dar 
he i 
2 h 
şi deci: 
f= fach A = 2,352 fa, 
unde 


ke © 1 2 1 

n 9 
2 2n 2m VIC xVIC 
adică atenuarea devine mai mare de 3 neperi pentru orice frecvență mai 
mare decît 2,352 fa, fa fiind frecvența limită de trecere superioară a filtrului 
trece-jos în T dat. 


Problema nr. 4.27. Să se studieze variația cu frecvența a impedantței carac- 
teristice, în intervalul de trecere, pentru filtrul de bandă din figura 4.27, a, 
în care L, = 10 mH, Ci = C, = 0,25 pF. 

Soluhe : 

Considerînd schema generală din figura 4.27, b, pentru cuadripolul simetric 
în H și folosind încercările de gol şi de scurtcircuit cu alimentarea pe la bor- 
nele primare, se găsesc pentru parametrii fundamentali expresiile: 


4=(2) a iti ea Caii ea e 
I9=0 


U, Uii DZ, 22a” 
C = (=) = Bo, | 
ii U, 12=0 U ao i 
dar s 
2Z 4Z2 
Ua = 110 a 2Za = 10 nM 
2Za + Z, +22, Z, +42, 
L G și deci: 
| C C = £ 1 + A 
ea si zii e 4Z2)]” 
2 2 
B = | z) TE 
q i Í, ]Ua=0 Lase ' 
D =: a = 1 + = 
asc —2 


Fig. 4.27, a, b 


Pentru filtrul dat în figura 4.27, a, 


1 
jo Ca 


j 1 
Z, =i [ol — ac): Za = 
1 


Rezultă, deci, pentru impedanţa carac- 
teristică expresia: 


1 


lL, — : 
VAE E EE. , y 
mE oC r 0 1 2 3 4 os! 
2 wC, 1 A 
1 — GOL, ——— Fig. 4.27, c 
4 wC; 
sau 
L z 1 
z= -4 
2 Gad 1 a Cali „ Ca 
4 4C, 
cu 
pi tra mil 
Pa N 
VLC, 


În figura 4.27, c este reprezentat graficul variaţiei lui Ze cu frecvența 
în banda de trecere. Se constată că impedanţa caracteristică a filtrului va- 
riază în limite foarte largi. De aceea pentru filtrul dat, condiţia de acordare 
cu sarcina este mai dificilă de. realizat decît pentru filtrele de tip £. 


Problema nr. 4.28. Să se determine elementele matricelor [ A] și [ Y ] ale cua- 
dripolului din figura 4.28, a, care reprezintă un etaj amplificator cu triodă. 


Solutie : 
Ecuațiile care provin din scrierea teoremei a doua a lui Kirchhoff pentru 


ochiurile circuitului din schema echivalentă în curent alternativ a amplifi- 
catorului, reprezentată în figura 4.28, b, sînt: 


U, = RI, 
— uU, = R; l + Uz, 
în care u și R, reprezintă coeficientul de amplificare și respectiv rezistența 


internă a triodei, corespunzătoare punctului de funcţionare, de pe caracte- 
ristica 2, = f(t). 


Din ecuația a doua rezultă: 


U 


ramme 


1 1 
aa O 
u S 


unde S$ = este panta tubului în punctul de funcționare. 


l 


Inlocuind în prima ecuație se obține: 


1 
IL = —— U, a I 
| Za LR 2 sR” 
Prin urmare: 
1 1 
Š > 
[4]= 
E i 
uR SR 
Calculînd expresia 
1 1 
AD — BC = —— ——— = 0, 
uS R uS R 


rezultă că acest cuadripol nu este reciproc, 
Explicitînd ecuaţiile de funcționare în raport cu intensităţile 
se obține: 


13 = 


U 


E L zs 
13 E SU, —— Usa, 
Ri 


de unde rezultă: 


[ Y ]= 
-s -4 
l Ri 
Se observă că: 
Yi £ — Ya 


Probiema nr. 4.29. În schema cuadripolului activ din figura 4.29, 


curentilor, 


a, C repre- 


zintă capacitatea anod-grilă a triodei, care nu poate fi neglijată. Celelalte 
capacități parazite ale tubului și anume capacitatea grilă-catod și capaci- 
tatea anod-catod se consideră incluse în impedanțele Z, și, respectiv, Z,- 


Să se determine elementele matricei [Y] a acestui cuadripol. 


4-4 


C 
| 


7 


Fig. 4.29 
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Soluţie : 

Cuadripolul dat poate fi considerat constituit prin conectarea în paralel 
a cuadripolilor reprezentaţi în figurile 4.29, b și 4.29, c. Matricea ! Y ] a cuadri- 
polului rezultant este suma matricelor [Y] ale cuadripolilor componenți 


conectaţi în paralel. 
Elementele matricei [ Y'] pentru schema din figura 4.29,c au fost deter- 


minate în problema nr. 4.28: 


? $ ro oo 
Ya = — S; EDD a 


Pentru cuadripolul din figura 4.29, b, în cazul încercării de scurtcircuit 
cu alimentarea pe la bornele primare (U, = 0), se obține: 


U U 

=l 4 DP cd | 
dă => Eo — ȘI pE ~ 

joC jC 


Tinînd seamă de ecuațiile de tip Y: 
Ii = Yu Ua + YU 
J = YU F YU 


în care înlocuind UV, = 0, rezultă: 


I 
Y = -== = jaC; pe aC 
—1sc Use 
Scurtcircuitind bornele primare ale aceluiași cuadripol (U, = 0): 


Lise = ag Y; oU sso; Iaue = P Y>: 2U asc 


dar din schemă rezultă: 


U?! ; l U 
Liz = — = ȘI Loen = — =r 
1 1 
jC j&t 
Prin urmare: 
Yi = — juC; Ya = — jol. 


Elementele matricei [Y] a cuadripolului inițial sînt dec:: 


Yu = Yu + Yu = > + joc 


—l 
Yi = Yiz + Y = — joC 
Ya = Ya + Ya = — S + joC 


1 | 
Yo = Yn + Ya = — > — j&C. 


t 
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Ecuațiile de funcționare ale cuadripolului — amplificator sînt deci: 
La = p T jac) Uı— joCUe» 
=l 


L= (joC — S) U, —(ġ + iec)u, 


4.3. CUADRIPOLI ŞI FILTRE ELECTRICE 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 4.30. Fiind dat cuadripolul di ı figura 4. 30; să se determine 
constantele 4, B, C, D. 


ZI, R 1L d, Aplicatie numerică: 

| R=89; 

abato eee d. 
| WC 


Rezultat: A = — 2 + j4, B = (8 + j6) Q, 
Fig. 4.30 C= J035 D= 
Problema nr. 4. 31. Să se determine. P A, B, C, D ai cuadripolului 
din figura 4.31. , 
ES A l 
ĂÂ = D ia Zt + Z, 
} i i Zy— Ze 
B = PAYA i 
T Z — Z, 
' EERE REA 
Fig. 4.31 i Z, — Z, 


Problema nr. 4.32. Cuadripolul din figura 4.32, este compus din trei bobine 
identice, de inductivitate L și cuplate inductiv două cîte două cu aceeași 
inductivitate mutuală M. Să se determine elementele cuadripolului în T 
echivalent. 


Date numerice: L = 1H; M=0,5H; f= 50Hz. 
Rezultat : Cuadripolul echivalent este reprezentat în figura 4.32, b, unde 
Lı = 29 H, L = Li = 0,6 H. 


Problema nr. 4.33. La un cuadripol s-au făcut încercările de gol și scurt- 
circuit, măsurîndu-se ia bornele de intrare tensiunile, curenții și puterile în 
gol și în scurtcircuit, iar la 'Bornele de ieșire curentul, tensiunea, și puterea, 
cu primarul î în gol. Să se calculeze constantele A, B, C, D ale cuadripolului, 
dacă rezultatele măsurătorilor sînt utmătoarele: 


Use 24581 V; ê Pro = 500 W; ILa =10A; e >0 
UI e = "126 5 V5: Pi = 400 W; liz = 10 A; Pise > 0 
să 158,1 V Pia =1500 W; Io = 104; op >0 


Uzo 
Rezultat : A = g - (2 PR B = 4+20(1 +39, C= 40,1 (1—)) S, D= 
=40-] r 
Problema nr. 4.34. Pentru cuadripoliul realizat de autotransformatorul din 
figura 4.34, a să se calculeze coeficienții Z}, Za Za», parametrii A, B, C, D, 
precum și valorile elementelor cuadripolului în Î echivalent. 
Se cunosc: R, = 39; Ri =4Q; X, = ol, = 200; X, = ol, = 309; 
AX 150, 


i — PUN PO 
e 040 iii 


42 
| b 
Fig. 4.34 
Rezultat: Zu = pa + Rə) + jo(L, + La + 2M) = (7 + j80)Q 
Za =— (R, + jol) = — (4 + j30)Q 


Zu = — Zi, mae Ra — jo(La + M) = — (4 + 445)9 
A=1,78 +j1,4: 10; B= = (3,07 + j8,4)Q 
C = (1,96 — j22,2)- 103 S, D = 0,67 — j0,030 
Elementele cuadtipolului echivalent în I sînt indicate în figura 4.34, b. 


Problema nr. 4.35. Cuadripolul din fi~.: 
gura 4.35 reprezintă schema unui atenu- `` / 
ator simetric, Să se determine impedan-, ` 
ta caracteristică și exponentul de trans- 
fer caractetistic al acestui cuadripol;  % 
dacă rezistenţele R au valoarea:de P000. 


Rezultat: Z, = 44170, g = 965 Np = e A-- 
— 8,35dB (a = 965N, b = 0). 
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Problema nr. 4.36. Să se determine frecvențele limită de trecere ale filtre- 
lor trece-bandă cu elemente antirezonante din figurile 4.36, a și 4.36, b. 


P 
EE ENEE, 
q b 
Fig. 4.36, a, b 
Rezultat : 
(9, = : W). = 
è VLoCe s 
1420 
L 
===> TE 9 
VLoCo 142 să 
0 
CU LoCo EC. 


În figura 4.36, c sînt reprezentate 
curbele de variație cu frecvența ale 
parametrului |A| și ale factorului 


1 
de atenuare « Í Og = a] - 


Fig. 4.36, c 


Problema nr. 4.37, În schema filtrului de înaltă frecvență din figura 4.37, 
capacitatea fiecărui condensator este de 4C = 0,2 uF, iar impedanța carac- 
teristică variază cu frecvența, tinzînd odată cu creșterea acesteia, spre valoa- 
rea de 500 Q. 

Să se determine frecvenţa limită a filtrului precum și tensiunea de la ieșirea 
lui, dacă la intrare se aplică o tensiune sinusoidală de valoare efectivă U, = 


= 600 V. Se va considera cazul cînd filtrul este 


4C 4C l 
acordat: 
Rezultat : o, = — = (f, = 3,18 kHz); o, =; 
4C 4C 2|LC 
o= He 
Fig. 4.37 U, = 61,8 u V. 
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Problema nr. 4.38. Să se construiască caracteristica defazajului b(w), pentru 
cuadripolul în punte din figura 4.38, a. 


oL — — 
Rezultat: b= arc RI și caracteristica este cea reprezentată în 
WL + —— 
&C 
figura 4.38, b. 
C 
A 
L C 
a 


Fig. 4.38 


Se observă că acest cuadripol nu este un filtru, deoarece permite trecerea 
semnalelor de orice frecvență fără atenuare. El este utilizat pentru corectarea 
caracteristicii de fază a unor sisteme de transmisie date. 


Problema nr. 4.39. Să se determine lărgimea benzii de trecere și să se con- 
struiască caracteristicele de frecvenţă ale atenuării și defazajului pentru filtrui 
de bandă din figura 4.39, a, constituit din două circuite serie identice cuplate 
inductiv. Să se stabilească apoi, variaţia cu frecvența a impedanţei caracte- 
ristice a filtrului în banda de trecere. 


Date numerice: C, = Ca = 2C = 10uF; L = La = = = 1mH; 
M = 0,2 mH. 


Rezultat : 


Caracteristicile a(w), b(o), şi |Z.(w)| sînt reprezentate în figurile 4.39, b, 
4.39, c, 4.39, d, în care: 


O; = 3 iza j ED 
Vi +k i Vi — k VI Zp 
cu 
1 M 
Oo = — = I k = Ea Aw = w, — w Z Rip 
/ze IAA 
Numeric: E 


w; = 9,13. 10351; &, = 11,15. 103s"1; Aw = 2,02. 103s1; 


2 


fa = 1,45 kHz; f; = 1,775 kHz; Af= f; — fi = 325 Hz; 


w = 10,1. 10° s7}, f'= 1,61 kHz; (Zamar = că pa = 29 
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CIRCUITE ȘI REȚELE ELECTRICE LINEARE ÎN REGIM 


TRANZITORIU 


5.1. BREVIAR DE ANALIZA CIRCUITELOR ELECTRICE 


LINEARE ÎN REGIM TRANZITORIU 


5.1.1. COMPORTAREA ELEMENTELOR DE CIRCUIT IDEALE ÎN REGIM TRANZITORIU. 


Relaţiile dintre tensiunea la borne și intensitatea curentului electric printr-un 
element de circuit ideal sînt cuprinse în tabelul 5.1. 


Comportarea elementelor de circuit ideale 


| Elementul OOO Oea O oO o o o 


Rezistorul ideal 


Condensatorul ideal 


Bobina ideală fără cuplaj 
magnetic 


Bobina ideală cu cuplaje 
magnetice 


Simbol 


Relații 


UR =ri 
i =9'uR 
i 


dt di 


di di 
= Lu Di ks T 


Tabelul 5.1 


9.1.2, TEOREMELE LUI KIRCHHOFF 


5.1.2.1. Prima teoremă a lui Kirchhoff: suma algebrică a. intensităților 
curenților electrici din toate laturile unei rețele electrice care concură într-un 
nod, raportate la sensuri de referință îndreptate toate fie spre nod, fie din 
spre nod spre exterior, este nulă. Aceasta conduce la prima ecuaţie a lui 
Kirchhoff pentru nodul considerat: 


D =o (5.1) 
kEnod 
5.1.2.2. A doua teoremă a lur Kirchhoff: suma algebrică a tensiunilor electro- 
motoare ale generatoarelor de tensiune din laturile unui ochi al unei rețele 
electrice, raportate la un singur sens de circulație de-a lungul ochiului ales ca 
sens de referință, este egală cu suma algebrică a căderilor de tensiune din 
acele laturi, raportate la același sens de referință. Aceasta conduce ia a doua 
ecuație a lui Kirchhoff pentru ochiul considerat sub forma: 


d Ep = > (Urs F Hof Ur), (5.2) 


kEochi REochi 
sau sub forma: 
i a di dis 
DE Ck = d (r+ Uco F T Ty dé + Ly =E + da Lrs =a) (3:3) 


kEochi kEochi dt 


5.1.3. TEOREMA DE UNICITATE A SOLUŢIILOR ECUAȚIILOR LUI KIRCHHOFF 


Într-o rețea cu n noduri, 7 laturi și o ochiuri fundamentale, rezultă din apli- 
carea primei teoreme a lui Kirchhoff un număr de (n — 1) ecuaţii indepen- 
dente, iar din aplicarea celei de a doua te- 


mi oreme, o ecuații independente. Se obține 
a N astfel un sistem cu 
N 
Tn O n—1+o0o=:} (5.4) 


ecuații integro-diferenţiale, din_care se pot 
determina variatiile în timp ale unui număr 


(3) T~ de 1 mărimi necunoscute. 
TE Considerînd un -circuit cu m borne de ac- 
| * ces și fără cuplaje inductive sau capacitive 
Ve iti d r cu exteriorul (fig. 5.1.1.), se demonstrează 
A IN ai următoarea feoremă de unicitate: soluțiile 
PEA Š ecuațiilor lui Kirchhoff sînt univoc determi- 
G b| nate dacă sînt date: 
l i i a) potențialul electric al fiecărei borne de 
TE A bS / acces sau intensitatea curentului electric prin 
E a N / fiecare din aceste borne, în funcțiune de 
om =, timp: l 
Fig. 5.1 {Va (t) sau i,,(7); j= 1,2, ..., m} (5.5) 
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b) tensiunile electromotoare ale tuturor surselor ideale din laturi în func- 
iune de timp: 


felt); k =1,2, a D (5.6) 


c) sarcinile electrice inițiale ale tuturor condensatoarelor și fluxurile 
magnetice inițiale din toate bobinele: 


fg (0) și @,(0); k= 1,2, 0 (5.7) 


Observații: a. Drept moment inițial se consideră în mod curent momentul t = 0 + 
+ = 0 +. În practică se cunosc însă sarcinile electrice ale condensatoarelor și fluxurile mag- 
netice prin bobine în momentul t = 0 —, anterior declanşării fenomenului tranzitoriu care se 
studiază. În circuitele reale sînt valabile următoarele relaţii de continuitate: sarcinile electrice 
ale condensatoarelor și fluxurile magnetice din bobine sînt funcțiuni continue de timp. Rezultă: 


qu(0--) = q0 —) = qz(0) (5.8) 
(0+) = P (0—) = (0) (5.9) 


Se pot imagina: însă și exemple idealizate în care aceste relații nu sînt realizate. 

b. Fenomenele electromagnetice dintr-un circuit electric cu borne de legătură cu exteriorul 
evoluează la fel și în circuitul izolat, însă dotat cu generatoare ideale de tensiune sau de curent 
care să asigure satisfacerea condiţiilor la borne date. 

c. Fenomenele electromagnetice dintr-un circuit electric ale cărui condiţii inițiale sînt re- 
prezentate prin valori inițiale nenule referitoare la bobinele și condensatoarele lui evoluează 
la fel ca și în circuitul cu bobinele și condensatoarele puse în condiţii de mărimi iniţiale nule 
şi dotate cu surse ideale de tensiune sau de curent atașate elementelor de circuit respective, 
conform tabelului 5.2. 


Tabelul 5.2 


Reprezentarea condiţiilor iniţiale prin surse electrice echivalente 


Elementul Reprezentarea echivalentă 


Uco (E=  (q0)=0) 
- To 
Saa /(t) 
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În acest tabel, 3(£) reprezintă funcțiunea improprie sau distribuția Dirac, 
caracterizată în modul următor: 


S(t) =0, pentru ¿#0 şi (o S(t) dt = 1, (5.10) 


iar a doua reprezentare din ultimul rînd e valabilă numai pentru bobinele fără 
cuplaje magnetice. 


5.1.4. ANALIZA CIRCUITELOR ELECTRICE LINEARE ÎN REGIM TRANZITORIU 


Regimurile tranzitorii ale circuitelor electrice lineare se studiază curent 
prin următoarele patru metode: metoda. integrării directe a ecuațiilor lui Kir- 
chhoff, metoda operațională sau a transformatei Laplace, metoda analizei spec- 
trale sau a integralet Fourier şi metoda răspunsului tranzitoriu. 


5.1.4.1. Metoda integrării directe a ecuaţiilor lui Kirchhoff. Se confundă 
cu sistemul metodelor matematice ale sistemelor de ecuații integro-diferen- 
țiale lineare. 


5.1.4.2. Metoda operațională sau a transformatei Laplace. A. Transfor- 
mata Laplace. Fiind dată o funcțiune de o variabilă f(£) netedă pe porțiuni 
pentru / > 0 şi care satisface inegalitatea: 5 


If(£)|] <Ae cu 09 >0, pentru ż > 


funcțiune numită original, se defineşte cum urmează transformata Laplace 
sau imaginea sa Laplace: 


F(p) = LiH] = (7 10) e dts (511) 


unde F(p) este o funcțiune de variabilă complexă 2, analitică în tot semiplanul 


Retp) > co | 
Transformata Laplace are următoarele proprietăți mai importante: 


a) este lineară: 


la fl) + Bg()]-= a Lll] + Belg]; (5.12) 
b) dă următoarea transformare a derivatei unei funcțiuni: 
al $| = F(p) — 10); (5.13) 
c) dă următoarea transformare a Pa unei funcțiuni: 
L N f(t) dr] = is 1 F(p); (5.14) 
0 
d) satisface teorema retardării: ` 
Lif(t — 7) 1 (t — 7)] = e74: F(Ż); (5.15) 
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e) satisface teorema lui Borel: 
Lit(z) * g(t)] = F(£)- G(4) (5.16) 


Observaţie. Produsul de convoluţie a două funcțiuni f(t) și g(t), care se reprezintă prin 
simbolul * între simbolurile funcțiunilor, este definit cum urmează: 


tag) =4 t(x) gt — dap > | ° (E — x) g(t) dr; (5.17) 
0 Jo 


f) satisface, teorema vålorilor limită : 


Oa lim EIP) = = lim f(ż) (5.18) 
lim p F(2) = lim 6) (5.19) 


g) satisface teorema asemănării: 


2] (5.20) 


O 


| L|f(at)] =LF[£ 
$ 


Originalul unei transformate date se poate determina prin următoarele 
metode de inversiune : 


1) metoda formulei Mellin — Fourier: 


o+jæ 


(a) = F | F(p) edp; o> oo; (5.21) 


2) prima formă a teoremei dezvoltării sau a lui Heaviside care arată că 
în cazul unei transformate egală cu raportul a două funcțiuni întregi de £: 


P(p) 
F(5) = PP 5.22 
(2) A ( 
originalul are expresia : 4 B 
| P(p+) brt » = 

e k E l, 2, ...3 5.23 
= aE E ge) = (5.23) 

în care p, Æ 0 sînt rădăcinile funcțiunii 0(2) (polii funcţiunii F(2)); 


3) a doua formă a teoremei dezvoltării şau a lui Heaviside, care arată că 
în cazul particular în care transformata are un pol în origine: 


F(p) = 73 (5.24) 


a . 4 
originalul are expresia: 


sP(0) P(pr) 
f(£) = — + 2, ——— ett; R = 0 5.25 
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Tabelul 5.3. cuprinde cîteva transformate Laplace întilnite mai des în 
aplicații. 
Tabelul 5.3 


Transformate Laplace 


Funcțiunea original fit) Transformata Laplace F(p) 
50 : 
0, pentru ¿< 0 1 
TES p 
(1, pentru t> 0 p 
e7% 1 
p+a 

le e > 
| (p + a} | 
poa ) 
sin (ot + B) (p sin B + œ cos B) | 
p? + 02 | 

1 

cos (ul + B) ————— (p cos B — w sin 6) | 
p? + 0)? | 
a ai 
e“ sin ct AI. PARERI | 
(p + a)? + o? | 
_ seeiis i 
| 
| e—4t cos ol se a cane, | 
| (p + a} + o? | 
t sin ot 2p 
(p? + %9)? | 
t cos ot poo | 
(pe + 0% 
pl e—at (n — 1)! 


B. Forma operațională a teoremelor lui Kirchhoff. Aplicînd transformarea 
Laplace formelor în mărimi instantanee ale teoremelor lui Kirchhoff (5.1 și 
5.3), se obține următoarea formă operaţională a acestor teoreme: 


22, În(b) = 0 (5.26) 
„2 | En(P) + Pn(0) — zo =D È Zm) L) (5.27) 


382 


În aceste relații 


1 
Zmm(P) = Zn(£) = Rm + Pa + PCa (5.28) 
reprezintă impedanja proprie operațională a laturii (m), iar 


Zma(£) ai Plnr: ms (5.29) 


reprezintă tmpedanja mutuală operațională dintre laturile (m) şi (s). Condițiile 
de mărimi inițiale ®„(0) și Usm (0) sînt presupuse reprezentate prin surse 
electrice ideale echivalente. Rezultă că toate relațiile lineare stabilite în studiul 
rețelelor electrice de curent alternativ sinusoidal între reprezentările în complex 
ale tensiunilor și curenților sînt valabile și între transformatele Laplace ale 
mărimilor respective, dacă se înlocuiesc impedanțele complexe prin impe- 
danțele operaționale corespunzătoare, ceea ce se realizează formal prin sub- 
stituția jœ © 5. 


5.1.4.3. Metoda anahzei spectrale sau a integralei Fourier. 


A. Integrala Fourier. Fiind dată o funcțiune f(t) continuă pe porțiuni și 
de modul integrabil, numită funcțiune original, se definește cum urmează 
trans formata sa Fourier : 


Flo) = F[t(2)] = ţ “ f(t) e-itdz (5.30) 
Transformarea inversă este realizată prin următoarea formulă de inverstune : 
(0) = 54E(0)] = 27| 


27 


w 


E (6) e” dw (5.31) 


— 90 


În punctele de discontinuitate ale funcţiunii f, formula de inversiune dă 
media limitelor laterale ale funcțiunii în punctul considerat. 
Reprezentarea grafică a funcțiunii 


Po) = |E(o)| (5.32) 
se numește spectrul funcţiunii f(4). 


B. Metoda descompunerii spectrale în studiul regimurilor tranzitorii. Fiind 
dat un circuit în care se cere să se determine răspunsul său y(t) la o excitație 
x(£), se procedează în modul următor: 


a) se determină transformata Fourier a excitației (semnalului) : 
ă(o) = f[x(ċ)]; (5.33) 


b) se determină, folosind calculul în complex, transformata Fourier a 
răspunsului : 


Yo) = Alo)" Xlo), (5.34) 

în care H este funcțiunea de transfer complexă a sistemului ; 
c) se utilizează formula de inversiune spre a se determina răspunsul: 
yi) = F [Y (%)] (5.35) 
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5.1.4.4. Metoda răspunsulm tranzitoriu. Această metodă permite determi- 
narea răspunsului y(ż) al unui sistem linear și pasiv la o excitație x(ż), în con- 
diții de mărimi inițiale nule, cu ajutorul răspunsului său y,(?) la excitația 
particulară x = 1(£), numit răspuns tranzitoriu, prin formula : 


y6) = E Dot) e yal) (5.36) 


Relația de mai sus se prezintă obişnuit sub una din următoarele forme, 
numite forme cu integrală Duhamel: 


y) = x(0 +) yale) + [e 26) yal — Edk (5.37) 
yA = x00 Hy (+ | EE (Eag (5.38) 
y) = (6) alo +) + È (6) yi — &) de (5.39) 
y(t) = x(t) ya(0 0+) +(x (t — č) yu(E) de (5.40) 


5.2. METODA INTEGRĂRII DIRECTE A ECUAȚIILOR ÎN VALORI 
INSTANTANEE 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 5.1. Să se determine intensitatea curentului dintr-o bobină 
cu inductivitatea L și rezistența R, care se cuplează la o sursă ideală de curent 
continuu, cu t.e.m. Up 


Soluție : 
Aplicând teorema a Il-a a lui Kirchhoff, se obţine ecuaţia diferențială: 


LO + Ri=Uo 


Soluţia generală a acestei ecuaţii se compune din doi termeni: 


i(t) = ia?) + i(?) 


Fig.5.1. 


din care: 


t 


a 
il) =Ae ? 


este soluția generală a ecuației omogene, iar 


Uo 


ia(t) = R 


este o soluție particulară a ecuației neomogene. 
Constanta A se determină prin condiția inițială care exprimă continuitatea 
fluxului magnetic din bobină în momentul 7 = 0 al cuplării: 


Li (0 + e) = Li(0 — e) = 0 


Se obține soluţia: 


ip) = (1—7) 


în care 


L 
T = — 
R 


este constanta de timp a circuitului. 

În, reprezentarea grafică din figura 5.1, b a fost pusă în evidență proprie- 
tatea funcțiunilor exponențiale de a avea subtangenta constantă egală cu 
constanta de timp. 

În practică, se apreciază că regimul tranzitoriu se amortizează după trei 
constante de timp (/ 37). Într-adevăr, valoarea curentului în momentul 
t= 37: 


; U 
37) = 2 (1 — e 
i(3 a) = Z (1 — e=) 
diferă de valoarea de regim staționar cu 5%. 
Problema nr. 5.2. Un circuit R—L (fig. 5.2, a) funcționează în regim stațio- 


nar sub tensiunea la borne U. Să se studieze regimul tranzitoriu produs 
prin scurtcircuitarea bornelor de alimentare. 


Soluţie : 


Ecuația diferenţială a circuitului care cuprinde rezistorul, bobina și între- 
ruptorul, considerînd scurtcircuitul perfect, este: 


LE+R=0; 1>0 


Soluţia acestei ecuații, cu condiţia iniţială 
i(0 + e) = (0 — e) == 


este: 


Problema nr. 5.3. Un releu electromagnetic de curent continuu a cărui 
înfășurare are inductivitatea (în situația în care armătura mobilă nu este 
atrasă) L = 1 H și rezistența R = 10 Q se cuplează la o sursă de curent 
continuu cu t.e.m. U= 12 V și rezistența internă neglijabilă. Să se deter- 
mine intervalul de timp dintre cuplarea releului și începutul deplasării armă- 
turii mobile, știind că valoarea minimă a curentului care asigură anclanșarea. 
releului este 2, = 0,3 A. 


Solutie : 

Intensitatea curentului din bobina re- 
leului, înainte de începerea deplasării ar- 
măturii mobile, este: 

U - = L 
(4) = (1—e 7); t=. 
(6) = Ze = 

Armătura începe să se deplaseze în mo- 

mentul 7, în care t = 7: 
Fig. 5.3 fi = rn = 0,029 s 


o Mla 


În timpul cît armătura se mişcă, legea de variație a curentului se modifică, 
datorită variației inductivității bobinei în urma micșorării întrefierului. 


Problema nr. 5.4. Circuitul din figura 5.4, a funcționează în regim staționar 
cu întreruptorul K deschis. Să se determine variația în timp a curentului din 
bobină, în urma scurtcircuitării rezistorului Rp Aplicatie numerică: U = 
= 120 V, R= 100, R= 300, L= 0,1H. 


Soluție : | 
Ecuația diferenţială a circuitului este, în urma închiderii întreruptoruluiK: 


di : 
LŽ 4Ri=U, 
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a 
Fig. 5.4 
Soluția generală a ecuației este (v. probl. 5.1): 
R 
i 2 Ui pt 
t = +Ae ZŁ 
k T 
Din condiţia inițială: 
; U 
0 = (0 — = d 
iO + e) = i0 — e) = e 
se obține rezultatul: 
R 
= De [e ate e Et = 12 — gene 
R R RR, 


Variația curentului este reprezentată în figura 5.4, b. 


Problema nr. 5.5. Un releu electromagnetic a cărui înfășurare are induc- 
tivitatea (în situaţia în care armătura este atrasă) L = 1 H şi rezistența 
R = 50 Q, este legat în paralel cu un rezistor R = 2000 și e alimentat de la o 
sursă de t.e.m. U, = 100 V, legată în serie cu un rezistor R, = 60 Q. Să se 
determine după cît timp de la decuplarea de la sursă va începe să fie eliberată 
armătura mobilă, știind că acest fapt se petrece în momentul în care intensi- 
tatea curentului din înfășurarea releului scade la valoarea 2, = 0,2 A. 


Soluţie 3 
După decuplarea de la sursă, curentul din înfășurarea releului scade expo- 
nențial (v. probl. 5.2): 


t 
E — — S t=0 e 
i(t) =Ae ie ini time e, = TA fi, | d 


-7 Condiţia iniţială este următoarea: 


i(0 + e) = i(0 — e) = 


RR R+R R 
hps TR ~ 
R + Rp Rp Fig. 5.5 


Rezultă valoarea curentului: 


t 
ilt) = —— = o7 =0,8 e-250: 


Problema nr. 5.6. În montajul din figu.a 5.6, a, întreruptorul K, se închide 
în momentul 7 = 0, iar după 4, secunde se închide și întreruptorul K,. Să se 
determine variația în timp a curentului din bobină. Aplicație numerică : 


U,=12V, R=40, R =2Q, L=1H, 4=0,1s. 


Soluție : 
În intervalul 0 < ż 4, curentul din circuit este (v. probl. 5.1.): 
ET R+ Rı 
i-o E’) 


În momentul închiderii întreruptorului K,, curentul din bobină are va- 
loarea : 


R+R1 


Uo (1 aa e aey, 


R+R, 


i(4) = 
care constituie condiția inițială pentru intervalul de timp î > £, în care 
curentul are expresia (v. probl. 5.2): 


R 
; u F li 
i) = i)e 2" 


bz 
ANR 


07 02 03 tis) 


Soluția problemei este, deci: 


Jo tase 0 << 
| R+R, 3 ~= ~x 01 
i(£) i iau Bi 3 - 7 (t-f) usi 
R+ R, 


Cu valorile numerice date, rezultă: 


| 2(1 — e“) ;0srIsO,ls 
S | 0,9 e—4(-05) : 420,1 s 


Problema nr. 5.7. La decuplarea bzuscă a unei bobine dintr-un circuit, cu- 
rentul nu se poate anula brusc, deoarece tensiunea electromotoare care s-ar 
induce în bobină ar fi infinită. În practică, se constată că între bornele între- 
ruptorului apare un arc electric, prin care circuitul mai este menținut închis 
cîtva timp. Admiţînd că acest arc electric poate fi reprezentat printr-o re- 
zistență echivalentă R, montată în paralel cu întreruptorui, să se determine 
variația în timp a tensiunii la bornele bobinei, ştiind că aceasta are inducti- 
vitatea L și rezistența R şi funcționa în regim staționar sub tensiunea 
la borne U» 


Solutre : 


După deschiderea întreruptorului, curentul din bobină satisface ecuația. 
diferențială : 


LŽ 4(R+R)i= U, 


Soluția acestei ecuații, cu condiția inițială: 


este: 


Tensiunea la bornele bobinci R — L este: 


m) = Ri + LE = — Ri 


Se obţine: 
$ 
Wij - (2f e7] 
Uo 1 Ra R 
R 

Supratensiunea care apare în momentul £ = 0: 

up(0) 1 Ea Ra 

U, R 


poate să străpungă izolația bobinei la întreruperea bruscă a poirentul, cînd 
rezistenta R, este mare. 


Problema nr. 5.8. Pentru a limita supratensiunea care apare la bornele unei 
bobine la întreruperea curentului (v. probl. 5.7), în paralel cu ea se leagă 
un rezistor R, Să se determine variația în timp a tensiunii la bornele bo- 
binei, în situaţia simplificată și totodată cea mai defavorabilă, în care se 
neglijează arcul electric care se formează între bornele întreruptorului. 


Solufie : 
Intensitatea curentului din circuit satisface ecuaţia diferențială: 


LE + (R+ R)i=0 
Soluţia acestei ecuaţii, cu condiția inițială: 


i(0 + e) = î(0 — e) = = 


este: 


2 


t 
. Uaa L 
i) =e 7; r= 
() R 


Tensiunea la bornele bobinei este: 


t 
uh) = — Ri) = — Ze 


Supratensiunea maximă se produce în momentul decuplării și are valoarea : 
ua(0) | _ Rp 

Uo R 
z : E S A R TEE 
Această supratensiune e cu atît mai mică, cu cît raportul z este mai mic. 


Valoarea rezistenței, R, nu poate fi însă micșorată prea mult, deoarece cresc 
pierderile în regim permanent. 


Problema nr. 5.9. În circuitul din figura 5.9, care funcționează în regim per- 
manent ch întreruptorul K deschis, întreruptorul se închide în momentul 
ź = 0 Şi se deschide din nou în momentul ż. 

Să se determine curentul: din ` “circuit. 

Aplicație numerică : 


U, = 100 V, R=100, R, =309, L=1 H. 
Soluție : | 
Intensitatea curentului din circuit variază în timp după relaţiile 
(v. probl. 5.1. și 5.4): 


gs z R 
d ae E „OS 
i(7) = 


SATR (up 


Be E; > 


ET 


Constantele A și B se determină din condiţiile de continuitate ale curen- 
tului: 


R+R, 
it — £) = ilf +e) 
Se obţine: ; 
am-an) 
ÙR RHR, 
R 
B=(2 ~ Uo Ja = eT") 
R., R+R, 


0 


2 03 ES) 
a 6 


Cu valorile numerice date: 
z Do : OLILO,I s 
iH) = 1 2,5 3 4,73 e-t0tt-0) ; g > 0,1 s 


Problema nr. 5.10. Un circuit compus dintr-un condensator C și un rezistor R 
legate în serie este cuplat la o sursă de curent continuu cu t.e.m. U, și 
rezistența internă neglijabilă. 
Să se determine intensitatea 
curentului din circuit. Con- 
densatorul este inițial neîn- 
cărcat. 


Soluţie : 
Din teorema a Il-a a lui 
Kirchhoff, rezultă: 
Ri + ue = Uo 


jar din legea conservării sar- 
cinii se obține: 


0 1 2 3 tk 
á i = Ce 
Fig. 3.10 di 


Tensiunea la bornele condensatorului satisface, deci, ecuaţia diferențială: 


Ținînd seama de condiţia iniţială care exprimă continuitatea variației 
sarcinii condensatorului în momentul £ = 0 al cuplării: 


Cu(0 + 5) = Cu(0—.)=0 


se obține soluția: 
t 


u(t) = Ul —e =) 


în care 
= RC 
este constanta de timp. Curentul din circuit este: 
U Ja 
q= e Tr 
R 


Observaţie: 
Energia disipată prin efect Joule-Lenz în rezistor, în timpul încărcării condensatorului este: 


09 
Wy = | Ri? dt = = We 
0 


Se observă că pierderile de energie sînt egale cu energia electrostatică acumulată în con- 
densator, deci acesta din urmă reprezintă numai jumătate din energia furnizată de sursă, indi- 
ferent de valorile elementelor. 


392 


Problema nr. 5.11. Un condensator cu capacitatea C și rezistenţa dielectri- 
cului R; este încărcat la tensiunea U,, apoi este decuplat de la sursă. Să se 
determine variaţia în timp a tensiunii la bornele condensatorului, dato- 
rită descărcării acestuia prin rezistența de izolație. 


Soluție : 

Condensatorul din problemă 
poate fi reprezentat printr-un 
circuit echivalent R,— C în 
derivație. După decuplarea de 
la sursă, din teorema a Il-a a 
lui Kirchhoff, rezultă: 


Dar din legea conservării 
sarcinii : 
d 
1 = — C suç 
dt 
Se obține ecuatia diferențială : 


Fig. 5.11 


du 
RC a T= 


Ținînd seama de condiția inițială: 
Uc(0 + €) = ug(0 — £) = Uo 


se obține soluția: 
t 


ucl) =U e 7; t= RC 


Problema nr. 5.12. La bornele unui condensator cu capacitatea C, = 4uF, 
încărcat la tensiunea U, = 100 V, se cuplează prin intermediul unui rezistor 
R = 100 kQ, un condensator cu capacitatea Ca = 6uF, inițial neîncărcat. 
Să se determine variațiile în 
timp ale tensiunilor la bornele ad 


celor două condensatoare și N R i 

curentului din circuit. | e | 

Soluţie : C, i üy ( 
Ecuațiile circuitului sînt: | | 


— ua H Ri + ua =0 


a 


1 = — C 
1 at 2 at 


Derivînd prima ecuație și 
ținînd seama de următoarele 
două, se obține ecuația dife- 


renţială : 
di (1 1). 
Roa Z) i=0 
di + G ui Cz Fig. 5.12 
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a cărei soluţie generală este: 


Din condiţiile inițiale referitoare la cele două condensatoare: 
Uel) = Uo; 420) = 0 


rezultă că 


deci: 


U e-— 
i) =° 7 
H= 


Tensiunile la bornele condensatoarelor sînt: 


t 
1 (t C C s 
u(t) = — — îi dt = U - U 2 e-r? 
è (é) 0 T Jo ooa T Tc, 
1 ft C — 
ult) = —\ idt = U —(1—e 7) 
ealt) C, á C +C, 


În cazul numeric considerat: 


TE e 0:24 


t 
Uei = 40 +- 60 e 0,24 
aa AS 
U. = 40(1 =C 0,24 ) 
Observație. 
Energia transformată în căldură în rezistorul R în timpul procesului tranzitoriu este: 
Wy = (“Rear as CICI = 08 
0 C+Ca 2 


Această energie nu depinde de valoarea rezistenţei R. În cazui particular, C, = C, = ©, 
energia pierdută este: 


w, = CU , 
4 


adică jumătate din energia electrostatică inițială. 


Problema nr. 5.13. Circuitul din figura 5.13 funcţionează în regim perma- 
nent cu întreruptorul K închis. Să se determine variaţia tensiunii la bornele 
condensatorului dacă se deschide brusc întreruptorul. 
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Fig. 3.13 


Soluție : . 


După deschiderea întreruptorului, circuitul devine un circuit R—C serie, 
iar tensiunea la bornele condensatorului satisface ecuaţia diferențială: 


RC Se + Ute == Ei; 


a cărei soluție generală este: 
Si 
T 


uot) =E, +4e 7; t= RC 


Pentru determinarea valorii inițiale a tensiunii la bornele condensato- 
rului se observă că înainte de deschiderea întreruptorului, prin R, și R, trecea 
un curent continuu cu intensitatea: 

__ Ea + Ea 
o = 
Se obține de aici relația: 


l RE —R 
uc(0) = E, — Rı Io = aar -ra =E, +4, 
1 2 


din care se determină constanta A. Rezultatul este: 
t 
Tl 


R 
c(t) = E, — ETA (E1 + E2) € 
1 2 


Problema nr. 5.14. Cel mai simplu circuit de integrare este reprezentat în 
figura 5.14, a. Tensiunea U, este mărimea de intrare (semnal), iar tensiunea 
U, este mărimea de ieşire (răspuns). Să se determine răspunsul circuitului 
la un semnal în treaptă, ieșirea fiind în gol și condensatorul inițial neîncărcat. 
Solutie : 


Tensiunea de ieșire satisface ecuaţia diferenţială : 
RCS: + m = Usi 1 >0 
Considerînd că în momentul inițial condensatorul era neîncărcat (U2(0) = 0) 


se obține rezultatul: 
t 


m = Ul —e 7); += RC 
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Fig. 5.14 


Pentru + < 1 dezvoltînd exponenţiala în serie Taylor și reținînd numai 


T 
primii doi termeni, se obține: 


u X Uo(l —1— 1.) a Uot = Èf u dt, 
T T T JO 


răspuns care este proporțional cu integrala în timp a mărimii de intrare. 

Rezultă că pentru ca acest circuit să poată fi considerat un circuit de in- 
tegrare, e necesar ca el să aibă o constantă de timp mult mai mare decît 
durata fenomenului studiat. În aceste condiții, răspunsul este: 


l2-0 
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1 t 
T 0 


Acest circuit prezintă deza- 
vantajul că, dacă se dorește mă- 
rirea preciziei prin majorarea 
constantei de timp, scade ten- 
siunea care se obține la ieșire. 


Observație 


Dacă circuitul este alimentat de 
la generator de curent (fig. 5.44, c), 
considerînd intensitatea curentului 
drept mărime de intrare, răspunsul 
circuitului reprezintă exact integrala 
semnalului 


t 
U, = A i dt, 
C Jo 


indiferent de valorile elementelor. 


Problema nr. 5.15. Să se stu- 
dieze răspunsul circuitului de 
integrare din figura 5.15a la 


un impuls dreptunghiular de tensiune cu amplitudinea U, şi durata 
T & t= RC 


Solutie : 
Tensiunea de ieşire satisface următoarele ecuații: 


[a aR 0<t<T 


| RC% 4 m= 0; t>T 


Ținînd seama și de condiţiile de continuitate: 
u;(T —) = (T +), 


se obține rezultatul: 


Tinînd seama de relaţia T < 7, procedînd ca în cazul problemei prece- 


dente, se obțin rezultatele: 


MR) TRE 
|ù Le =; t>T; 


În figura 5.15, b răspunsul circuitului e prezentat în comparație cu răs- 


punsul unui integrator ideal. 
Dacă durata T a impulsului se micșorează, însă amplitudinea sa U, creşte 


în aceeași proporție, încît U T = K = constant, răspunsul devine (v. fig.5.15, €), 


EA 
: tT T 
ON) a -T 
— e T? 

T 


La limita T — 0, semnalul de intrare este o funcțiune 5: 
Problema nr. 5.16. Cel mai simplu circuit de derivare este reprezentat în 


figura 5.16, a. Să se determine răspunsul U, al circuitului la un semnal U, 
crescător liniar în timp după relația U, = Kt, ieșirea fiind în gol și conden- 


satorul inițial neîncărcat. 
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i.=0 Soluție : 
Ecuațiile circuitului sînt: 


(A 
w 
u, > R u a U, = Ug F U 
Ua = Ri 
dte 
j mni. 
dt 
Rezultă ecuația diferenţială: 


RC 42 + u = RCA = RCK 
dt di 


1 =C 


cafe 


01123 


Soluţia acestei ecuaţii, cu condiţia inițială 
4  Ua(0) = 0, este următoarea: 


t 
u(t) = K(1 — e 7); t= RC 


Pentru ż/t > 1 rezultă: 


Rin. 


123 
Fig. 5.16 ult) a Kr = = 


Rezultă că pentru a putea considera acest circuit drept un circuit de deri- 
vare, este necesar ca el să aibă constanta de timp mai mică decît durata 
fenomenului. În aceste condiţii, răspunsul său este: 


1, = r ni 
2 at 
Problema nr. 5.17..Să se studieze răspunsul circuitului de derivare din fi- 
gura 5.17, a, la un semnal în treaptă cu amplitudinea U,: Ui = U, (8, 
ieşirea fiind în gol. 


c Soluție : 
i i2=0 Curentul din circuit este (v. probl. 5.10): 
t 
U, R 5 pai ae și tRC 
R 
a 
ü Tensiunea de ieșire este, deci: 
Vo _ t 
Ua == Ue £ 
Răspunsul unui circuit de derivare ideal: 
0! f É i 
ú, 7 ug = TU ò(t) 


răspuns ideal este reprezentat în figura 5.17, b, în comparație cu 
răspunsul real. Se constată că răspunsul real e cu 
atît mai apropiat de cel ideal cu cît constanta de 
timp a circuitului este mai mică. De asemenea, 


există relaţia. 


f ” u(t) dt = (> u(t) dt = U, 
0 
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Problema. nr. 5.18. Să se studieze răs- 
punsul circuitului de derivare din figura 
5.18, a la un impuls de tensiune cu amplitu- 
dinea U, şi durata T > t = RC 


Solutie : 
Ecuațiile circuitului sînt: 
U p = tte F ttg; OSTIT 
0 = 1t F tla; ta 
tt = Ri 
= c due 
dt 


Rezultă ecuația diferențială: 
E o  0sisi 
dt 0 : t> T 


Soluțiile generale ale ecuației sînt de for- 
ma: 


E -U p răspuns 
U,+Ae 7; 0OsrisI į ideal 
tte = 
t—T | 
| Be a nys T Fig. 5.18 


Constantele de integrare se determină din condițiile de continuitate ale 
tensiunii la bornele condensatorului : 


uc(0) =0; uo(T —)=ua(T +) 


Rezultă următorul răspuns al circuitului: 


t 


E? > o[<i<T 


tta(t) = pe 


T 
e Pa wel 


În cazul particular T > + se obține: 


Pee 


Ue ~i aT 
Răspunsul unui circuit de derivare ideal este: 
uz (t) = TUL) — (t — T)] 
şi este reprezentat în figura 5.18, b, în comparație cu răspunsul real. 
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Problema nr. 5.19. Amplificatorul operațional ideal este un amplificator 
cu amplificare infinită. El are două borne de intrare, notate cu + și — și 
o bornă de ieșire. Tensiunile măsurate în raport cu o bornă de referință (masa), 
satisfac relația (fig. 5.19, a): 


Ug = A(ug — Un), 
A fiind amplificarea. În cazul A -> co rezultă: 
Up X Un 

De asemenea, curenții 7, Și 2, din cele două borne de intrare ale amplifi- 
catorului ideal sînt nuli. Sursele de alimentare nu au fost reprezentate. 

Cu un astfel de amplificator se realizează montajele din figura 5.19, b, c, 
d. Să se determine răspunsurile U,(ż) ale acestor montaje, la un semnal U,(7) 
oarecare. 

Soluţie : 

În circuitul general reprezentat în figura 5.19, e, ţinînd seama de faptul 

că amplificatorul e ideal, rezultă relaţiile: 


Un = Up 
4 = 1 = 0 
a. În montajul din figura 5.19, b, rezultă: 


kai U = 0 
R R 


Răspunsul circuitului este: 


Circuitul din figura 5.19, b este, deci, un amplificator inversor, cu ampli- 
ficare (R,/R,) 
b. În montajul din figura dt c, rezultă: 


d 
sa ri Fa = 0 
Răspunsul circuitului este: 
1 t 
Ua == a ( Ui dż 
RC Jo 


Circuitul din figura 5.19, c este, deci, un circuit de integrare. 
c. În cazul din figura 5.19, d, rezultă: 


du, ug 
Lapi ei 
Răspunsul circuitului ‘este: | 
du 
di 


Circuitul din figura.5:19, d este, deci, un circuit de derivare. 

Observaţie 

a. În montajel€ cu amplificatoare reale (A = finit, in Æ 0, ip Æ 0) răspunsurile vor diferi 
de cele ideale. În prezent însă, se realizează amplificatoare operaţionale cu amplificări de or- 
dinul A 23 106 și curehţi de intrare de ordinul de mărime al nanoamperilor sau picoamperilor. 
Montajele care cuprind aceste amplificatoare au, în i o comportare foarte apropiată de 
a montajelor cu amplificatoare ideale ; | 

b. Montajul de derivare din figura 5.19, d nu se utilizează sub această formă în practică, 
deoarece componentele de frecvență înaltă ale semnalului, printre care și zgomotele, apar la 
ieşire mult amplificate; 

c. În comparaţie cu circuitele de pica sa. sau de integrare pasive (probl. 5.14, 5.18), mon- 
tajele cu amplificatoare operaționale permit obţinerea unor tensiuni de ieșire de valori con- 
venabile. Precizia este dictată numai de către precizia valorilor rezistenţelor şi condensatoarelor 
utilizate. 


Problema nr. 5.20. Un condensator C întătcat la tensiunea U, este cuplat 
la bornele unui circuit care cuprinde un .rezistor R și o bobină cu inducti- 
vitatea L, legate în serie. Să se determine intensitatea curentului din circuit. 


Soluţie : ză 
Ecuațiile circuitului sînt următoarele: 


| E Ri — u= 0 


; du 
| pe pa A e a 
i d! 


Eliminînd funcțiunea i(t), se obţine ecuația diferențială de ordinul II: 


LC e RC e + u u, = 0 


+ 


Soluția serală, a acestei ecuații este: | 
f za u(t) = Aet! T Bei 
în care f; ṣi pz sînt rădăcinile ecuaţiei caracteristice: 


LCH? + RCP + 1 = 
401 


Aceste rădăcini sînt: 


a=: po |(RP_2 
Pa aE p e: (2) LC 
Constantele A și B se determină din condiţiile inițiale: 


i(0 + £) = i(0 — £) = 0 = =- S = 0 


i=0 


uc(0 + £) = uc(0 — £) = U, 


Se obține următoarea expresie pentru tensiunea la bornele condensato- 
rului: 


uc(£) = U, ech Bé + = sh Be) 
Intensitatea curentului din circuit este: 
l U 
t) = — e—*# sh Bt 
i(£) T e% sh f 
Se disting următoarele cazuri: 
a. Regim aperiodic: R > 22 


În acest caz, funcțiunea i(t) are expresia de mai sus și e reprezentată grafic 
în figura 5.20, b; 


b. Regim aperiodic critic: R = 2 V+ 
În acest caz, B = 0 iar curentul este: 


i = lim & e-a sh Bi 
8-0 BL 
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Rezultă: 
i U 
i(t) = te-au 
= 
Variația în timp a curentului din acest caz e reprezentată în figura 5.20,c; 


l l | T 
c. Regim oscilant amortizat: R < 23 
În acest caz, dacă se notează: 
e R X% 1 
=]; Q0O= 0 1 — —\. og = —— 
să i HE: 0 VIC 


se obține următoarea expresie a curentului: 


. U e 
4 = — e sin wt, 


wL 
reprezentată grafic în figura 5.20, d; 


d. Regim oscilani neamortizat: R = O. 
În acest caz, curentul este (fig. 5.20, e): 


Uo 


4 = ra SIN gl 
Dascuţie : 

Fie 7, momentul trecerii curentului prin primul maxim și 2, valoarea ma- 
ximă corespunzătoare. Pentru cele patru regimuri particulare descrise mai 


sus, se obțin rezultatele din tabelul 5.4: 


Tabelul 5.4 
O e 
Regimul Im L\ Notații 
(2/5) 
aperiodic e atm x = Vi m 
o} L 
C 
R 
aperiodic critic e-1 
oscilant amortizat e Ym r= Vm2 — 1 
oQ L 
oscilant 1 
neamortizat 
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R Problema nr. 5.21. O bobină cu rezistența 
înfășurării R și inductivitatea L este cu- 
plată în momentul ź = 0 la o sursă de curent 
alternativ cu tensiunea la borne: 


á u(t) = UV2 sin (ot + y) 
Să se determine curentul din bobină. 
Soluţie : 
Ecuația circuitului este: 
; LĒ + Ri = UV? sin (ot + y) 


Soluţia generală a acestei ecuații dife- 
rențiale neomogene se exprimă ca suma 
dintre soluția generală a ecuației omoge- 
ne: 


t 
l Ae L 
Fig. 5.21 =e T; t= 
R 
și o soluție particulară a ecuației neomogene. Se alege pentru aceasta din 
urmă chiar soluția de regim permanent: 
L 


| UyV2 
ni) = Pier ap Sina tr 9 (69 p 


Constanta A se determină din condiţia inițială i(0) = 0. Se obține rezultatul : 
Uy2 | - = 
i) = ye ez (Sin (of + y — p) — sin (y — ẹ)e *] 


Se observă că dacă întreruptorul este închis în momentul corespunzător 
anulării componentei de regim permanent a curentului, regimul tranzitoriu 
dispare, stabilindu-se direct regimul permanent. 


Problema nr. 5.22. Să se determine curentul dintr-un circuit R—C serie 
care se cuplează în momentul £ = 0 la o sursă de curent alternativ cu tensi- 
unea la borne: 


u,(£) = UJ2 sin (ot + y) 
C ondensatorul este inițial descărcat. 
Solutie : 
Ecuația circuitului este: 


duc 


ttp = Ri + ug = RC a 


Soluția este suma a doi termeni, dintre care unul reprezintă soluția gene- 
rală a ecuației omogene: 


iar al doilea este o soluție particulară a 
ecuației neomogene și va fi ales de forma: AN 


R 
1ta = UoV2 sin (ot + y — ọ) i 
„= UE sin ( Ă , (d 
Prin înlocuire directă, se obține: N a 


U=% U; tg e =2 ; Xe = — 
z žo 
Z=\ FX? 
Ținînd seama de condiția inițială 4,(0) = 


= 0, se obține tensiunea la bornele conden- 
satorului: 


uc(?) = 


y — 9) 
t 


— sin (y— ee *] 


Curentul este: 
it) = Ce VZ [cos (ot + y — p) + ~> sin (y — p) e 7] 
di Z OT 


Dacă cuplarea se face astfel încît y = e, componenta tranzitorie dispare 
și curentul va fi egal de la început cu cel de regim permanent. & 


5.3. METODA INTEGRĂRII DIRECTE A ECUAȚIILOR 
ÎN VALORI INSTANTANEE 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 5.23. Un electromagnet de curent continuu are inductivitatea 
înfăşurării L = 0,5 H și rezistența R = 10 Q. Electromagnetul este ali- 
mentat sub tensiunea la borne U, = 100 V. Să se determine valoarea rezis- 
tenței R, care trebuie conectată în paralel cu electromagnetul, astfel încît 
la decuplarea bruscă a acestuia, supratensiunea maximă să fie de 400 V. Cu 
cît cresc, în această situație, pierderile prin efect Joule-Lenz în regim sta- 
ționar ? 


Răspuns: R, = 40 Q; 25%. 


Problema nr. 5.24. Circuitul de excitație al unei mașini electrice de curent 
continuu are inductivitatea L = 0,1 H și rezistența R = 1 Q. Tensiunea de 
alimentare este Uo- 
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Pentru micșorarea supratensiunii care apare la decuplarea înfășurării de 
excitație, în paralel cu ea este conectat un rezistor R,. Să se determine valoarea 
acestui rezistor și supratensiunea maximă, știind că după decuplare, curentul 


l E E E 
scade la — din valoarea inițială, în 20 ms. 
e 


Răspuns: Rp =4 Q; U, mar = 4U.. 


Problema nr. 5.25. Pentru măsurarea rezistenței unei înfășurări se utili- 
zează puntea Wheatstone din figura 5.25. Considerînd că este realizată con- 
diția de echilibru, să se determine după 
cît timp de la cuplarea punţii la sursă va 
putea fi cuplat galvanometrul, dacă ten- 
siunea maximă aplicată acestuia nu tre- 
buie să depășească 5% din tensiunea 
electromotoare a sursei. 

Aplicatie numerică : 

R=109, L=1H. 


Răspuns : 


t 
ZORTI L 


Uo 2 R, 
t = z ln 10 = 0,23 s. 


Problema nr. 5.26. În circuitul din figura 5.26 să se determine curentul din 
bobină în urma deschiderii întreruptorului K. Circuitul funcționa inițial în 
regim permanent. 


Răspuns : 


t 
i(t) = [ ee le > = 


~ RR, (R+ R) R, + RR, — RFR, 


Problema nr. 5.27. Circuitul din figura 5.27 funcționează în regim perma- 
nent cu întreruptorul K închis. Să se determine variația în timp a tensiunii 
la bornele condensatorului la deschiderea întreruptorului. 


Răspuns : 
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Problema nr. 5.28. În circuitul din figu- 
ra 5.28, care funcționează în regim perma- 
nent, se scurtcircuitează brusc rezistorul R,. 
Să se determine curentul 7, după comutație. 


Aplicație numerică : 
R, = 509, R= R= 100, Re- 1509, 
C = 100 «F, U= 60V 


Răspuns : 


Fig. 5.28 
i(t) = 4 — 2-75: 


Problema nr. 5.29. Pentru măsurarea rezistenței de izolație a unui conden- 
sator se utilizează montajul din figura 5.29, în care G este un galvanometru. 
Pentru a nu suprasolicita acest aparat în momentul cuplării condensatorului 
în circuit, galvanometrul se cuplează 
mai tîrziu. Să se determine după cît 
timp de la cuplarea comutatorului pe pri- 
ma poziție, el poate fi comutat pe pozi- 
ţia de măsură M, fără ca tensiunea la 
bornele galvanometrului să depăşească 
jumătate din t.e.m.a sursei. 


Aplicaţie numerică : 


Ry, =20MQ, R=4MO, C=6uF. 


Răspuns : 


t 
U -= RR 
u(t) = —— (R + Re 7); t= ‘z 
6 TIN Tae ) R + Riz 
=r n en 1843 s. 


Problema nr. 5.30. Condensatorul din circuitul din figura 5.30 se încarcă la 
tensiunea U ọ apoi se cuplează la bornele celor două bobine conectate în paralel. 
Fără a calcula curenții, să se determine sarcinile electrice care trec prin cele 
două bobine în cursul regimului tranzitoriu de 
descărcare a condensatorului. tao 


Răspuns : 
R C 
qı = CUo E 
R, + Ra 
R 
q2 = CU — 
R, + Ra Fig. 5.30 
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Problema nr. 5.31. Circuitul din figura 5.31 funcţionează în regim permanent 
cu întreruptorul K închis. Să se determine intensitatea curentului după 
deschiderea bruscă a întreruptorului. 


Răspuns : 


t0 N 


i(t) = = e- sh Bi; a= — 


R}? 1 
i id V) -ic 
După relația dintre R și 2 |+ se obțin regimurile 


studiate la problema nr. 5.20. 


Problema nr. 5.32. Circuitul din figura 5.32 func- 
ționează în regim permanent cu rezistorul scurt- 
circuitat. În momentul 7 = 0 se deschide între- 
ruptorul. 

Să se determine curentul din circuit, ştiind că 
sursa de alimentare are t.e.m. ; 


e(t) = E 2 sin o! 


Fig. 5.32 


t 
; E yzf. Nara 
i() = 22 [sin (pg) e E 
unde: 


L 


X Š 


Z=\R +X}; tgọ= 
Problema nr. 5.33. Circuitul din figura 5.33 funcționează în regim permanent, 


sub tensiunea la borne u(t) = U,/2 sin (ot -+ y), cu întreruptorul K deschis. 
Să se determine curenții din cele două bobine, dacă acest întreruptor se închide 
în momentul în care curentul este maxim. 


Răspuns : 
Considerînd că întreruptorul se închide în momentul 7 = 0, rezultă: 


t t 
A U y2 a UV2 o mT 
il) = H [cos (ot + p— qi) —cos(9 — qı)e |+ i 
t 
d =e 7, 
Za 


unde: 
Z = (R; = Ra)? F w’(L + L,)?; Zn = VR? zH (oL); Ze == VR + (oLa), 
408 


tg Ọ == olL + La), l; Re lr A2 la 


RHR ’ 
wL wL ia 
tg p= (Ba e “(Ë A 
1 2 
Ta = Lı . Ta = La 
LERS oR Fig. 5.33 


5.4. METODA TRANSFORMATEI LAPLACE 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 5. 34. Circuitul din figura 5.34 este realizat din elemente ideale, 
între ale căror valori există relația; 


L 


Circuitul este pus în momentul £ = 0 sub tensiunea la borne U,(4). Să se 
calculeze curentul i(t) absorbit de la rețeaua de alimentare. Condensatoarele 


sînt inițial neîncărcate. 
Solutie : 
Impedanța operațională a circuitului este: 


Z($) = ——=— + —— 


Ţinînd seama de relația din enunț, se obține: 


Z($) = R 


Rezultă că acest circuit se compor- 
tă global ca un rezistor, astfel încît 
curentul absorbit va fi în fiecare 
moment proporțional cu tensiunea 
la borne, indiferent de modul în 
care variază aceasta în timp: 


i(t) zd u(t) 
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Problema nr. 5.35. Circuitul din problema precedentă este cuplat în mo- 
mentul ¿= 0 sub tensiunea la borne: 


w(i) = Uo(1 — e“) 
Să se calculeze curentii prin toate laturile circuitului. 
Solutie : 


Folosind rezultatul problemei precedente, intensitatea curentului absorbit 
de la sursă este: 


; up(() U zy 
i) = = e i ema) 


Transformata Laplace a acestui curent este: 


Mia aT 


R Lp pa 
Transformatele Laplace ale celor patru curenți necunoscuţi au expresiile: 
le 
C U2 1 
LOSI e e 
1(Ż) (2) ia + L p(p + a) (P + oo) 
Cp 
R Una 1 
I()=I RER 
2(£) (2) aR i R (p+ a) (Pp + o) 
Cp 
L Ua 1 
I pe m a a a i eaaa 
a(Ż) (2) R+pL R (p + a) (p + oo) 
R UoZ 1 
L(Ż) = I(2) = Ea 


R + pL L  p(p+a)(p+ oo) 


expresii în care s-a notat: 


Utilizînd formulele de dezvoltare ale lui Heaviside se obțin rezultatele: 


a e AN =] 


a =i ei ap a 


Ua e W—e si 
R 09 — 102 


l2(7) = i(t) = 


Problema nr. 5.36. Circuitul din figura 5.36 este cuplat în momentul 7 = 0 
la o sursă de curent continuu cu t.e.m. U, și rezistența internă nulă. Să se 
determine curenții. 


Solutie : 
Impedanța operațională a circuitului este: 
R,pL 
Z(t) = Ri + ——— 
0) = R + 
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Transformatele Laplace ale curenților 
sînt: 


i) 00) aa LU na ai E Pee 
1 Z(p) p RiR: + PL(R, + R) 
L UL 
2(Ż) 1(£) R, + pL R, R+ pL(R + Rə) 
R 
L$) = L$) — = = 
a(2) (2) R, + pL 
Uo R, 


e će 
aana 


p R R, + PL (Ri + R) 


Originalele se determină cu relațiile lui 
Heaviside şi au următoarele expresii: 


t 

: U, R elis 
t 
Ui a 
1 = E t? 


în care constanta de timp are expresia: 
SEI pi EA E 
R, R: 


Problema nr. 5.37. Circuitul din figura 5.37 se cuplează în momentul £ = 0 
la o sursă de curent continuu cu t.e.m. U, și rezistența internă nulă. Să se 
determine curenții. Condensatorul este inițial neîncărcat. 


Soluție : 
Impedanța operaţională a circuitului este: 


Ra 
Z(3) = Rı + — 
1 
R + — 
pC 
Transformatele Laplace ale curenților sînt: 
($) =-= PER 
PZ(p) P  PCRIR: + (R, + Ra) 
Su 
I si PC _ Uo 1 
2(£) = L(Ż) E a aa 
J PE Rază P PCR + (Ri + Rə) 
pC 


__ CR.U9 
PCR, Ra + (Ri + Rə) 


Originalele se determină cu relațiile 
lui Heaviside și au expresiile: 


RER, 
t 
U SDren 
i(t) = 2 l—e 7 
=r. ) 
? 
(= e? 
1 
în care 
RR, 
e (a 
Ri + R, 


este constanta de timp. 


Problema nr. 5.38. Circuitul din figura 5.38, a funcționa în regim staționar 
cu întreruptorul K deschis. Să se determine curentul din rezistorul R după 
închiderea întreruptorului. 


Soluția întîi : 


Schema operațională a circuitului cuprinde un generator echivalent cu 
condiția inițială din bobină: 


U 
P(0—) = L 
0) = LE 
Transformata Laplace a curentului cerut este: 
R 
(2) = —] 
b= A 
Uo LUo 
Mii + Ha 
=. R, P Ru 
R+ RL RR 
R +R 
4 Efectuînd calculele și utilizînd 


a doua relație a lui Heaviside, 
T(P) se obţine: 
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Soluția a II-a: 
Se transfigurează schema din figura 5.38, b, ca în figura 5.38, d, în care: 
Us Le 


— P R, 
Ip) = PR 


Tensiunea la bornele AB are imaginea: 


Uz) = 1/(5) Z(5) = (b) — 


iar curentul cerut este: 


U 


Problema nr. 5.39. În circuitul din figura 5.39, a, care funcționa în regim 
staționar cu întreruptorul K deschis, să se determine variația curentului 
din bobină în urma închiderii acestui întreruptor. 


Solufie : 
Se desenează schema operațională, în care figurează o sursă echivalentă 


cu condițiile inițiale din bobină (2(0) = U,/2R). Cea mai simplă soluție 
constă în determinarea generatorului echivalent care alimentează bobina, 


a 
A 
3 
6 
lo 
2p 
8g 
C 


RIS 


făcînd transfigurările succesive ilustrate în figura 5.39, b. Curentul din circuit 
are imaginea Laplace: 


Du 20 

I($) = 2p | 2R _U, _R+pL 
R p(3R + 2pL 

lie iai P(GR + 2pL) 


Originalul se determină cu ajutorul celei de a doua formule a lui Heaviside 
și este: 


4 
; U 1 -— 
į = = |1 — Tis 
e a (+ ze) 
unde 
_ 2 
3R 


este constanta de timp. 


Problema nr. 5.40. Să se determine curentul din rezistorul R, care se cuplează 
în momentul ź = 0 la circuitul din figura 5.40, a aflat în regim staționar. 


Soluţie. 
Condensatorul este încărcat iniţial la tensiunea U. Ţinînd seamă de acest 
fapt, se determină schema operațională din figura 5.40, b. Curentul cerut 


poate fi determinat după efectuarea transfigurărilor succesive ilustrate în 
figura 5.40, c, în care: 


Curentul cerut are transformata Laplace: 
Uo 


e E R DGE a 
Z) +R, p pCRR, + (R4 R) 


Originalul se determină cu a doua relație a lui Heaviside și are expresia: 


t 
i R —=— 
i(t) = Uo pia j» 
R+R, R, 
în care 
_q RR 


este constanta de timp. 


Problema nr. 5.41. Să se determine intensitatea curentului din conden- 
sator și tensiunea la bornele acestuia, în urma închiderii întreruptorului S. 
Anterior, circuitul se afla în regim staționar. 


Aplicaţie numerică: E = 48 V, R= 200, R =50 Q, R,= 100 Q, 
C = 3uF 


i (A) 
016 032 048 tms) 


Solupie : 


Se reprezintă schema operațională, în care condiția inițială u,(0) = 
este reprezentată printr-o sursă echivalentă. Aplicînd teoremele lui Kc hofi. 


se obţine: 


A = R,1,($) + Rala(P) 


E 
— 2 = (R + Z) IØ) — Rala) 
(5) = Ia(5) + IP) 


Curentul cerut are transformata Laplace: 


ER, 1 
RR, + RR, + R,R, R +R, 
: C(RR, + RR, + RR.) 


I($) = — 


Cu valorile numerice date, se obține: 


4 
dC ie 
p + 6250 


I($) = 


Valoarea instantanee a curentului din condensator este deci: 


i(t) = — 0,3 e 16250 


Tensiunea la bornele condensatorului este: 
j 


u(t) = E +> | i dt = 32 + 16 ee: 
| 


Problema nr. 5.42. În circuitul din figură 5.42,a condensatorul C se încarcă 
pînă la tensiunea Up, apoi se cuplează la bornele circuitului format din rezis- 
toarele R și R, și condensatorul C}. Să se determine variația în timp a tensi- 


unii la bornele condensatorului C}. Se 
va considera C} = C. 

Soluţie : 

Se reprezintă schema echivalentă ope- 
rațională (fig. 5.42, b). 

Tensiunea cerută are transformata 
Laplace: 


R, m 
P 
U(Ż) E I), 
R + —— 
Cp 
unde: 
Uo 
P 
I($) = - 
ž < 1 
>- + R+ aP 
Cp 
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În cazul C = C,, se obţine : 


UCR, 


UA) = -o 


p2C2RR, + pCR, + R) +1 


Originalul se determină cu prima formulă a lu! Heaviside și este: 


U 
(t) = ——- e sh Și 
C| 
S-au utilizat notațiile: 
a= RHR. g, VE ARE 
2CRR, ’ 2CRR, 


Tensiunea la bornele condensatorului este maximă în momentul: 

1 f- 
Li — — aTg th B 3 
B x 


iar valoarea maximă este: 


VET — arg th L 
= U a 
Umaz 


Pentru /— co tensiunea tinde asimptotic spre zero, ceea ce se poate con- 
stata și direct, dar și efectuînd trecerea la limită, în care se ţine seama de 


inegalitatea «a >B. 

Problema nr. 5.43. Circui- 
tul din figura 5.43, a func- 
tiona în regim staționar cu 
intreruptorul S deschis. În 
momentul / = 0 se închide 
acest întreruptor. Să se de- 
termine curenții din circuit, 
stiind că condensatorul C era 
inițial încărcat la tensiunea 
U» cu sensul din figură. 
Aplicatie numerică: E = 
= 60V , R, = 400 Q, R, = 
= 800 9, L = 0,2 H, C = 
= 2,9 nr Ug Vy: 
Solutre : 

Se reprezintă schema ope- 
rațională (fig. 5.43, b), în ca- 
re figurează sursele echiva- 
lente cu ii aut a: 


able La = +R, 
uc(0 —) = 
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Li, (4) 


Ecuațiile lui Kirchhoff sînt următoarele: 


24 aa = Rla(6) + (Ra + AL) la(p) 


E et RID) + ($) 
P pC 


I.(£) = I($) + I(Ż) 
Eliminînd pe I($) și ($), se obține: 


PLCE — Up) + p [Rce E E RI, 
I($) = — fa 
j pIp?R,LC + p(CR,R, + L) + (R, + R3] 


În cazul numeric considerat, rezultă; 
na meet 
Utilizînd a doua. formulă de dezvoltare a lui Heaviside, se obține origi- 
naiul: 
i(t) = 0,05 + 0,1 e-2000: — 0,05 e-30%: 
Pentru a afla ceilalți curenți se determină tensiunea 
üp =E = Rae 40—40 e2007] 20 650006 
Rezultă expresiile celorlalți curenți: 


la(£) = ca = 0,2 e—2 000: _ 0,15 e—3 000 


i(t) = în(£) — is(f) = 0,05 — 0,1 e72% 4- 0,1 e-30%: 


Problema nr. 5.44. Să se determine variația în timp a tensiunii la bornele 
condensatorului din circuitul reprezentat în figura 5.44, a, care după ce se 
încarcă la tensiunea U, este cuplat la bornele unui circuit compus dintr-un 


rezistor R și o bobină L legate în paralel. 


Solutie : 
În schema echivalentă operațională (fig. 5.44, b) figurează generatorul e- 


Uo 
U(£) Pe R - pL | p nD U,RLCp 
R + pL 1 n RpL pPRLC+pL + R 
Cp R4 pL 


Originalul se determină cu prima formulă a lui Heaviside și are expresia: 


u(t) = U, e-e (ch Bt — Zsh pt) , 
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Fig. 5.44 


în care s-au făcut notațiile: 
1 1 
= ——— ’ == Paneis 
x= acei P | LE 


Se disting următoarele situaţii: 
a. Regim aperiodic: 


L 
2R < | aie 
În acest caz (fig. 5.44, c), tensiunea la borne are expresia de mai sus; 
b. Regim aperiodic critic: 
L 
R= |Z. 
Ridicînd nedeterminarea care apare pentru ß — 0 se obține (fig. 5.44, d): 
u(t) = U, e-“(1 — aż). 
c. Regim oscilant amortizat: 
L 
2R > |+. 


Făcînd notațiile: 


se obține rezultatul (fig. 5.44, e): 


u(t) = [Jo e7% [cos ot — 4 sin at] 
(6) 


d. Regim oscilant neamortizat: R = co (fig. 5.44, f): 
u(t) = U Cos wg 
Problema nr. 5.45. Circuitul din figura 5.45, a este cuplat la o sursă cu tensi- 


unea la borne constantă U = 250 V. Să se determine tensiunea U, la bornele 
condensatorului. 


Aplicatie numerică : cazul 1: R = 250 Q, L = H, C = 2uF; cazul 2: 


R = 1000, L = 40 mH, C = I kF; cazul 3: R = 100 Q, L = 40 mH, 
(= uE. 


Solutie : 
Impedanța operațională a circuituiui este: 


pL — i 
© pC p? RLC + pL+R 
A = A TA i PLIR 
| pe LC-+1 
pL -4 EET 
pC 


Curentul absorbit de la sursă are transformata Laplace: 


T(p) = UP ULC +1) 
i Z(p)  p(P?RLC + pL + R) 


% 
Pentru determinarea tensiunii la bornele condensatorului se înmulțește 
acest curent cu impedanța operațională a circuitului L—C : 


pC H U 
Ua(f) = Le MIM 
pL SET R? e —— + ap zac 
salii pC 1 ză RC j i 
ty 


Fig. 5.45 
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Originalul se determină cu ajutorul celei de a doua formule a lui Heaviside. 
În cazul 1, se obține (fig. 5.45, b): 


uc(t) = 500 (e-500 — e—1 500+) 


În cazul 2, transformata Laplace a tensiunii U, este: 


2,5 - 105 
U E R 
c() (p + 5 000)? 
Se observă că polul p = — 5000 este dubiu. 
În cazul polilor multiplii, formula lui Heaviside capătă expresia: 
-1 [_P(p) 1 d”k—-! Pop) 2? 
PPan] 
Q(p) k (mp — 101| dp QP) 


în care m, este ordinul de multiplicitate al polului >. Utilizînd această re- 
lație, se obține (fig. 5.45, c): 


ugt) = 2,9 40546 5000 


Acesta este regimul aperiodic critic. 
În cazul 3, care corespunde regimului oscilant amortizat, se obține 
(fig. 5.45, 4): 


uc(£) = 250 e-10%: sin 2 000 7 


Problema nr. 5.46. Circuitul din figura 5.46, a funcționa în regim permanent 
cu întreruptorul S deschis. Să se determine curenții din circuit, dacă în 
momentul i = 0 se închide acest întreruptor. 

Aplicație numerică: U = 250 V, R, = 50 Q, R, = 2000, R, = 250 Q, 
L = 10 mH, C = 5 pF. 

Solutie : 

Condiţiile inițiale sînt: 

U 


i(0 —) = (0 --) = RER, 0,5A 
l 3 


ua(0 —) = Raiz(0 —) = 100 V 


Cu aceste condiţii inițiale, se re- 
prezintă schema operațională, iar ecu- 
ațiile lui Kirchhoff sînt următoarele: 


+ Li(0—) = (R, + 


+ 2L) L(£) + RIa(£) ” 
+ i0) -22 = 
p 


= (R, + L) (5) + I„(£) 
I($) a I($) zg Is(£) 
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Transformata Laplace a curentului 7, rezultă de următoarea formă: 


| — PRELCiu) + PICR,U + Li0) — Ut) RC] + CU 
pIpP? RCL +- p(CR,Ro + L) + (Ri + R2)] 


I(£ 


Cu valorile numerice indicate, se obţine: 


5 - 107%p? + 15,5: 102p + 250 
p(l0%p? +. 6. 10-2p + 250) 


I($) ga 


Polii acestei expresii sint complecși: 
Pia = — 3 000, + j #000, 


deci regimul va fi oscilant amortizat. Utilizînd a doua formulă a lui Heaviside, 
se obține: 


i(t) = 1 +2,8 e- 30: sin (4000 t — 0,18) 
În continuare, se determină tensiunta U 4g: 


iO SU =R= ĪA = 200 — 125 e-2%0: sin (4 000 £ + 0,926), 


apoi: 


U 
i2(£) = Ea = 1 — 0,625 c-3%04 sin (4 000 t + 0,926) 
2 


Problema nr. 5.47. Pentru limitarea supratensiunii care apare la bornele 
unei bobine în urma deconectării ci din circuit, se utilizează montajul din 
figura 5.47, a, în care condensatorul C are rolul de a anula curentul de regim 
permanent prin rezisterul Rp (v. probl. 5.8). Să se calculeze tensiunea la 
bornele bobinei, dacă se presupune, pentru simplificare, că întreruperea 
curentului din circuit se face brusc, fără ca între bornele întreruptorului 
să se formeze un arc clectric. 


Solutie : 
Se reprezintă circuitul echivalent operațional (fig. 5.47, b) în care figurează 
generatoare echivalente cu condiţiile inițiale: 


LU, 
R 


u(0) = Uo; ®(0) = 


Transformata Laplace a curentului este: 


Uo , LUo 
p _ R 
(p) = — =., 
R + Rp +PpL + — 
Cp 


iar a tensiunii la borncle bobinei este: 
LU, _ Us CR2-L-+ pLC(R — Rp) 


U,(5) = (R + $L) Ip) e = 


R R p2LC+pC(R+ Rp) +1 
Utilizînd prima formulă de dezvoltare a lui Heaviside, se obține: 


u(t) = vo! — Pee ch B+ 


C(R? + Rp) —2L  shft e—at 
2 RLC B ' 


în care s-a notat: 


De obicei, R, şi C se aleg astfel încît regimul să fie aperiodic (8220). 
În cazul regimului aperiodic critic (B = 0) rezultă: 


L 
R+ 8,2% 
iar tensiunea la bornele bobinei devine: 


uD _ Rp R afet Rp-R 
Uo R 


Tensiunea la bornele bobinei este maximă în momentul în care: 


Rp + R 
al, = | + 2—P 
i Rp =R 
și are valoarea: 
UL maz Ps 1 Rp =R e` alim 
Up 2 R(Rp+ F) 


ULO _ Rp 
Uo R 


Se observă faptul interesant că în cazul: 


R=R =|4 


tensiunea la bornele bobinei este nulă după întreruperea circuitului. 
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Problema nr. 5.48. Circuitul din figura 5.48, a este alimentat de la o sursă 
de curent continuu cu tensiunea electromotoare U, și rezistență internă nulă. 

n momentul ż = 0 se închide întreruptorul. Să se determine variaţia în 
timp a curentului z, șttind. că sarcina inițială a condensatorului este gg, cu 
semnui din figură. Ce condiţie trebuie să îndeplinească sarcina q} pentru ca 
Ja închiderea întreruptorului să nu circule curent prin bobină? 


Aplicație numerică : U, == 120 V, A = 40 V, R, = 100 O, R, = 2000, 
Ł = 0,667 H, C == 35, 35 uF 
Soluție : 


Se reprezintă schema echivalentă operațională (fig. 5.48, b). Transforma- 
ta Laplace a curentului cerut se poate calcula cu teorema lui Thévenin: 


U azo(p) — z 
p 
Loe 5 
ZaBo(p) + Z(p) 
în care: 
U R 
U at 2 
aBol Ê) p R, + R, 
R, R 
Z p PRIN E N 
mob) = pe 
1 
Z(5) > bL + — 
Cp 
Rezultă: 
Up _ do 
R+R, C 


L| pee l ea 
L(R +R) LC 


Se obține imediat condiția ca 7 = 0: 


R, 
O OC. ae 


ER 


Se fac notațiile: 


z RR 1 
Q = — F o =e ee 
2L(R, + R) VLC 
Poli funcțiunii I($) sînt rădăcinile ecu- 
aţiei 
H+ 2ap + wo =0 
F: PE adică 


Pire = — a t jV o — a? 
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Se disting următoarele cazuri: 


a 
2 2 Îi in E i e 
1) % > a? sau ————— A |: 


În acest caz, se eta după aplicarea primei formule de dezvoltare a lui 
Heaviside: 


. 1 R L] 
i(£) = — (U. a a) e-« sin œt 
oL R+R C 

în care, 


o Va; 


RIR 
2 2 PP ni! Hume: „203 
2) % = a? sau —— RIR > = 22 


Ridicînd nedeterminata din expresia curentului, se obține: 
i) = (Vo fe — ie; 


3) că <a? sau ER: = 22 
Ri + Re 


În acest caz, se obţine: 


unde 
= in Va 
În cazul numeric considerat, se obține: 
a = 50, că = 42 500, œ = 200 
de unde: 
i(£) = 0,3 e—5: sin 200 4 


Problema nr. 5.49 Circuitul în punte din figura 5.49, a este cuplat în momen- 
tul 7 = 0 la o sursă de curent continuu cu t.e.m. E și rezistența internă 
nulă. Să se determine curentul prin diagonala A—B a punţii. 


Soluhe: 
Se aplică teorema lui Thévenin sub forma operaţională : 


U aBo(p) 
I E ad Ad Ai 
(2) R + ZaBo(P) 


Din schema rețelei pasivizate (fig. 5.49, b), se obține: 


pL = 2 pL 
p P 
Zanolb) = 2 ST LC 
PL + — 
pC 


Pentru determinarea lui U4go (£), se 
utilizează figura 5.49, c, din care rezultă: 


P 1 1 “LC 
EEA +p 
Cp 


UasolŻ) = (7 — 2L) I($) = 
pC 
B 1 — p?°LC 
pA + peLC) 
Se obține imaginea curentului cerut: 


E 1 — p’LC 
S a a 
p PRLC + 2pL + R 


Polii funcțiunii 1(4) sînt rădăcinile nu- 
mitortlui și au expresiile: 


bi: = — ar Jo, 
în care: 
g= oo —a2; 
6 C 
Fig. 4.59 > 
1g. ; Qna = ———— 
8 0 VLC 
Se disting trei cazuri: 
Cazul 1) «5 > «2, adică: 
L 


În acest caz, polii sînt numere complexe. Regimul este oscilant amortizat 
Utilizînd a doua formulă de dezvoltare a lui Heaviside se obține curentul: 


2 (1 — 2e-% cos œt); 


i(t) = 
= 
cazul 2) œ% = a2, adică: 
L 
Acesta este regimul aperiodic critic, iar soluția este: 
t) = — (1 — 2 e=”); 
i(i) = È (1 — 2 e=); 


cazul 3)  w& < &?, adică: 
L 
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În acest caz, corespunzător regimului aperiodic, se obţine: 
ilt) =E (1 — 2 e% ch pd) 
R 
unde: 
B = jo = Vo? — o 


Se observă că în toate cele trei cazuri: 


Într-adevăr, în momentul ź = 0 condensatoarele se comportă ca un scurt- 
circuit, iar curentul prin bobine este nul. La stabilirea regimului permanent, 
curentul prin condensatoare este nul, circuitul închizîndu-se prin cele două 
bobine, care se comportă ca un scurtcircuit (deoarece s-a neglijat rezistența 
lor). 


Problema nr. 5.50. Ce relații trebuie să existe între parametrii punţii din 
figură, pentru ca ea să fie echilibrată indiferent de variația în timp a tensiunii 
de alimentare u(źć)? Condițiile inițiale sînt nule. 
Soluţie : 

Se aplică teorema lui Thévenin sub forma opera- 
țională: T 

ABO\P 
KA) Z(p) + ZABO(P) 


Pentru echilibru, este necesar ca: 


U Bo(£) = 0 
Cu notaţiile: 
Zu) = R, + Pi 20) =——; 
PC, 
Zab) = Ra + pL; Zp) = == Fig. 5.50 


se obţine: 
Uanol) = UP) zip e AN up + Zai 
Condiţia de echilibru devine: 
Za( p) Za(£) = Zil) Za(2) 
indiferent de 4. Înlocuind, se obține: 
Ru + Pli _ Ca 
Ro + PLs C, 
Rezultă, prin identificare, condiţiile cerute: 
RC = RC: 
LC == LC 
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Problema nr. 5.51. Puntea din figura 5.51, a este alimentată de la o sursă de 
curent continuu cu t.e.m. U, și rezistența internă R, și funcționează în re- 
gim permanent cu întreruptorul K deschis. În momentul  — 0, se închide 


ult) 


acest întreruptor. Să se calculeze tensiunea 
U(t) la bornele înfășurării secundare, care 
funcționează în gol. 


Aplicație numerică : 
L= 10 mH, R=5 Q, R1.= 100, 
U, = 20 Y, M = 1 mH 


Solutie : 


Înainte de închiderea întreruptorului, cu- 
renții din circuit erau: 


i A U 
Hosa i(0 — €) = ——— 
2 R + 2R, 
Acestei condiţii inițiale îi corespunde, 
după închiderea  întreruptorului, cîte o 
t.e.m. operațională: 


U 
(0) = L——» 
R + 2R, 
în serie cu fiecare bobină L. Din motive de 
simetrie, curenții din cele două rezistenţe 
i din cele două bobine sînt respectiv egali. 


Se aplică teoremele lui Kirchhoff sub forma operațională: 


Rezuită: 


I(Ż) T I.(£) a I($) 
= R (b) + 2RI(£) 


(0) = pLIu(£) — Rh($) 


Uo R4 (0) (R, + 2R) 


O E ETT 


RR, + pL (R, + 2R) 


Tensiunea U, are transformata Laplace: 


U.($) = PMI(£) — Mi (0) = 


Uo — Ri (0) 
RR, + pL (R+ 2R) 


= MR 


Originalul acestei expresii este: 


RR, 


Oste N ae: HESTER) 


°? L (R+2R,) (R, + 2R) 
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Cazuri particulare: 


R 
a) R=R; wl) = 2U e E; 
9 L 
1 M 
b) R =0; we 7 Vo = constant 


Acest rezultat se explică, deoarece curentul 7, este, în acest caz: 


Uo 
2L 


i(t) = i (0) + 2 


Aplicatie numerică : 
uH) = 0,3 e-2%:(V) 
Problema nr. 5.52. Se consideră două circuite oscilante identice cuplate 
(fig. 5.52). Inductivitatea mutuală este M = kL, în care k <[ este coefi- 
cientul de cuplaj. Unul din circuite fiind în scurtcircuit, se aplică celuilalt o 


tensiune la borne constantă U. Se cer curenții din cele două circuite, înce- 
pînd din momentul aplicării tensiunii. 


Soluție : 


Circuitul se află în condiţii inițiale de repaus. Ecuațiile lui Kirchhoff sub 
formă operațională sînt următoarele: 


U 


(2L +=) (Ø) + PM Lb) = — 
pC P 
PM ilp) + (BL +5) L) = 0 


Rezolvînd acest sistem de ecuații, se obține: 


Ip) i Ea a] 


2 | & p? +1 B2p? +1 
CU 1 1 
la) En E sai]! 
în care: 
x? LC(1 + k); 2 = LC(1 — kà) 
Notînd: t=0 


1 


1 
O = — = — 
1 a O VICULR) 


1 


PREEN EEE a 
8 VLCA—k) Fig. 5.52 
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se obțin valorile instantanee ale celor do curenți: 
i CU i : 
i CU i 


Curenții din cele două circuite apar deci ca suma, respectiv diferența a doi 
curenți de frecvenţe: 


În cazul cuplajului perfect (k = 1), rezultă în consecință: 


CU 1 

I($) a on T J 
CU 1 

ii iai ir matii 


Valorile instantanee ale curenților, sînt, în acest caz: 


z = ci [o sin cot + 3(5) 


i(t) = = [eo sin coat — 3(0)] 


Se observă că apar șocuri infinite de curent în cele două circuite. Fluxurile 
magnetice din cele două bobine, care au expresiile: 


D(t) = Li) + Miz) = Lit) + i2(0)] 
D(t) = Lia(t) + Mia(t) = Lat) + ia(0)] 
nu conțin singularități de tipul è(ż¿), fiind funcțiuni continue de timp. 
Problema nr. 5.53. Două circuite oscilante identice sînt cuplate magnetic, 
inductivitatea mutuală fiind M = kL (k < 1), (fig. 5.53, a). Unul din cir- 
cuite este în scurtcircuit, iar în celălalt se află o sursă cu rezistența in- 
ternă nulă, care dă un impuls de tensiune cu amplitudinea constantă U și 


durata T. Să se calculeze curenţii din circuit. Să se studieze, de asemenea, 
cazul particular în care: 


Solupie : 
Tensiunea electromotoare care acţionează în primul circuit poate fi expri- 
mată în modul următor: 


7 Pi 
e) = O[S¿<T 


= Ui(t) —U,1(t — T), 
A EO 7) 
în care 1(ż) este funcțiunea treaptă unitate. 
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Se poate aplica metoda superpoziției, $ ME 3 
exprimînd curenții ca sumă a cîte doi M 
termeni: x PN 
2 e(t) L L C 
f in(£) = i) + i”) 


|iz(2) = ialt) + iz (6) 


în care termenii i,(£) şi iz(£) sînt curenții 
care rezultă în urma aplicării la borne a 
tensiunii u'(7) = Ugl(7) în condiţii inițiale 
nule, iar termenii ii(£) și iz(£) sînt 
curenții care rezultă în urma aplicării la 
borne a tensiunii u'(7) = —Ugl(4— 7) de 
asemenea în condiții inițiale nule. 

Folosind rezultatele de la problema 
nr. 5.52, se obţine: 


iilt) = o [w, sin wé + wasin o] 1 (t) 


(0); ie ~ f — cop sin cost] 1 (£) 
SRI Fig. 5.53 
respectiv: 
p U : : 
ii (£) = — e [ou sin (č — T) + œ sin o, (t — T] -1 — T) 
12 (£) = sin w (t — T) — o sin w (t — 7)]-1(7— T) 
în care s-a notat: 
a E a pat Sa) ES 
t! VLCUFE >? 7  VICU=R) 


Rezultă, prin urmare, după efectuarea superpoziţiei: 
sin ot + © sin w); 0OsisTI 
>T cos of — z) >T) 


OT 
Bi [e sin = cos ARI (=F) to sin 


sin of — © SIn o) O0OsSrIs7 


i(î) = 


Ae E sin E cos w [t — 2] — cs sin-* 2 cos os [1 — ||: >T 


În cazul T — 0, ţinînd seama de condiţia dată în enunt, se obţine: 


i CP a 
Hi = > 9 Tof COS wë + 42 COS Wali 


CO 
9. [eo COS copt — 43 COS wat] 


12(7) = 
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Același rezultat se poate obține și. direct, studiind comportarea circuitului 
sub acțiunea tensiunii electromotoare de forma: 


e(t) = ®,è(t), 
în care è(t) este „funcțiunea“ lui Dirac, a cărei transformată Laplace este: 
E($) = 


În cazul în care circuitele sînt cuplate perfect (M = L), se obțin rezultatele: 


[o sin cot + 30); OLST 
i (£) => 


leu, [cos sin-* p cosa [i — 2] e T); >T 


E lo sin œt — 3(5]; OLST 
ia(ć) g 


leu, E sin -2&2 cos o p= le S(t — 7) |; t>T 
În cazul T —> 0, se obtine: 


[io = She t+ d(H) 


EG == a [w? cos wtf — 5'(4)] 
în care ò'(t) este „derivata“ funcțiunii 5(7), care are proprietatea: 


| f(2) (4) dé = — f'(0), 
f(£) fiind o funcțiune oarecare continuă în origine. 
NI R Problema nr. 5.54. Receptorului din 
) 


figura 5.54, a, i se aplică la borne în mo- 
mentul ż = 0 tensiunea constantă U,. 

fa Să se determine variația în timp a 
curenților, în următoarele două si- 
tuații: 


a. Inductivitatea mutuală este M = 
= KVL,L,, în care K< 1 este coefici- 
entul de cuplaj; 

b. Circuitele sînt cuplate perfect, 


adică M = VLL(K =1). 


Solutie : 
Din teoremele lui- Kirchhoff sub for- 
ilO? mă operațională rezultă: 
7 t (Rı + PLa) l(b) — 4M I($) = = 
Fig. 5.54 — PM 1() + (Ra + $L) I($) = 0 
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Cazul a: 


M = K VLL: 
Rezolvînd sistemul de mai sus, se obține: 
U R L 
(5) = 2 — ate 
P  P“(LiLa — M?) + p(RuLla + RL) + RiR: 
M 
I($) = Ų 0 


P(Lala — M?) + p(R,La + RL) + RR 
Polii celor două funcțiuni sînt reali: 

Pia = — a) 
S-a notat: 


za Rila + hal . B = Va? Lo rag a Ru Re 
2(L, L, — M?) ° í LiL, — M? 


Utilizînd formulele lui Heaviside, se obțin rezultatele: 


no = Veţi 7 [Ben g a — orte) sh geh 
i2(£) = E 7, e7% zsh Bt 


În cazul 8 = 0, adică «=, ridicînd nedeterminările, se obține: 


i(£) = i — ei + [a — o? i h 


U.M 
ip(£) — ———0——— p e-x 
a(t) LL- M ° 
Cazul b: 
Lila = Me? 
În acest caz: 
I($) = Uo Ra + PL, 
P  OP(RiLa + Ra Lu) + RR; 
U.M 
I2(2) a > 


P(RLa + Rai) + RiR 


Valoarea instantanee ale curenților sînt în acest caz: 


Ra Ra 
i(i = Uo [ i pe Sie m cei Ria Ruta | 
R; RL F RL, 
U.M pt 
il) = e — e Pl Răi 
RL F RL, 


433 


Se observă că în momentul (t = 0,) valorile celor doi curenţi sînt dife- 
rite de zero: 


; UL Ă U.M 
? 0 = TEREE ui E a 1 0 = PESE tarii a 
1(04) TEO 2(0,) BD aL, 


Curenţii din bobine au variaţii în salt, însă fluxurile magnetice din cele două 
bobine variază continuu. 
ntr-adevăr: 


%,(0,) = Lii (0,) — Mis (0,) = 0 
02(0,) = Lata(0,) — Mi, (0,) = 0 


Variațiile în timp ale curenților în cazul cuplajului perfect sînt reprezentate 
în figura 5.54, b. 


Problema nr. 5.55. Circuitului din figura 5.55,a, i se aplică la borne în momen- 
tul 7 = 0, o tensiune constantă Uy. Să se calculeze curenții din cele trei laturi. 
Rezistența internă a sursei este nu- 
lă, iar condensatorul C, este inițial 
încărcat la tensiunea U, cu sensul 
din figură. 


Solutie : 


Din schema echivalentă operaţi- 
onală, în care condiția inițială re- 
lativă la condensatorul Cı a fost 
reprezentată printr-o sursă fictivă 
(fig. 5.55, b), rezultă transformatele 
Laplace ale curenților: 


I> (p 
LA 
Pie 


U — U 1 
I($) = D i i = 
1 PC 
PC? 
1 
C,C Jä RC 
—— (U. — U1) i 
Ci + Ca 1 
R(C, + Ca) 
R 
I.(£) = I($) 1 z 
R+ 
PCa 
= CC (Uo a U,) P 
Fig. 5.55 R(C, + Ca) 
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R+ — ph 
pC, R(C, + Ca) 

Imaginile curenților 7, și tą pun în evidență faptul că aceștia conțin singulari- 
tăți de tipul „funcțiunii“ (t), deoarece gradele polinoamelor în p de la numără- 
tor și numitor sînt egale. Pentru a se putea utiliza relaţiile lui Heaviside, 
se transformă aceste expresii în modul următor: 


C,C c? PREDA 1 
HOS a e om Dren la i i 
1 2 1 2 
P PO e A, 
R(C, + Ca) 
c = 1 
E E o E a ae i, 
C, + C: (Ci + Ca)? R 1 


pap 
R(C, + Ca) 
Se obțin următoarele expresii pentru curenți: 


C@ ë U—-U -4 
1 0 Le T 


(viza AC i cz 
i(£) C, +C, (Uo — U) (t) + C 4 OY pa 


t 
E a ca 00 Uz, e a 
(C+C) R 


în care 


z= R (Ci + Ca) 


Cum se observă, curenții 7, și 22 au două componente: 

1. Prima componentă este un șoc de curent de amplitudine teoretic infinită 
și durată infinit de mică, prin care sarcina condensatorului C, se redistribuie 
instantaneu între cele două condensatoare. Variația bruscă a sarcinilor celor 
două condensatoare este posibilă în acest caz idealizat, deoarece ele fac parte 
dintr-un circuit perfect conductor (care se închide prin sursă). Sarcinile con- 
densatoarelor în momentul anterior închiderii întreruptorului erau: 


qı(0 — e) = C.U,; qe( 0 — £) = 0, 
jar În momentul imediat următor sînt: 


qı(0 + €) = qı (0 =se) oi i.(£) di = q,(0 a e) a CC 


oo n — U.) 


ga(0 + e) = aa(0 — e) +È aE) di = SE (U — U: 


În aceste relații s-a ținut seama de proprieratea fundamentală a „func- 
țiunii“ 8: 
EO dé = 1 
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Se verifică imediat relația: 
He (0 — e) + ue, (0 — e) = ue, (0 + e) + uea(0 + e) = Up. 


2. A doua componentă a curenților reprezintă regimul tranzitoriu de 
descărcare a celor două condensatoare, pînă cînd tensiunea la bornele condensa- 
torului C, devine U,, iar tensiunea la bornele condensatorului C, se anulează. 


Problema nr. 5.56. Se dă circuitul din figura 5.56 în care sursa de tensiune 
este scurtcircuitată pînă în momentul / = 0, cînd întreruptorul se deschide 
pentru T secunde, după care este închis din nou. Să se calculeze curentul 
absorbit de circuit. 


Solutie : 
Deschiderea întreruptorului pentru 7 secunde este echivalentă cu aplicarea 


unei tensiuni continue U, timp de T secunde. Această tensiune poate fi ex- 
primată în modul următor: 


ult) = U, 1(6) — U, I(t — T) 


Imaginea acestei tensiuni este: 


Imaginea curentului 7, este: 


(5) = = CU, (1 — e-+"), 
pe 
iar valoarea sa instantanee este dată de relația: 


ia(£) = CU, Lă() — d(£ — 1)] 


Din punct de vedere fizic, relația de mai sus arată că în momentult = 0 
condensatorul se încarcă brusc cu sarcina CU, absorbind un curent infinit, 


Fig. 5.56 
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iar în momentul 7 = T se descarcă de asemenea brusc, cedînd un curent 
infinit de sens contrar. Variația bruscă a sarcinii condensatorului este posi- 
bilă datorită existenței unui circuit perfect conductor. 


Imaginea curentului Z, este: 


în soia E e cec 
i R+ pL p R+4pL p R+pL 


Problema nr. 5.57. Circuitul din figura 5.57 a, este decuplat brusc de la sursa 
de alimentare. Să se determine curenții, dacă circuitul funcționa în regim 
permanent. Se va considera că întreruperea curentului primar se realizează 
instantaneu. 


Soluție : 
Înainte de decuplarea de la sursă, curenții aveau valorile: 


După decuplare, curentul primar se anulează brusc :7,(0,) = 0], în timp 
ce curentul secundar va face un salt, pentru a asigura conservarea fluxului 
magnetic din circuitul secundar: 

MU 
(0 — e) = Mi,(0.) = — 


R, 
P, (0 + e) = Laiz (0,) 
B(0,) = P, (0_) = 0,(0) 
Schema operațională a circuitului secundar (fig. 5.57,b) cuprinde o sursă fic- 


tivă echivalentă cu această condiție inițială. Curentul are transformata La- 
place: 


®,(0) 
L) = 
R, + pla 
iar valoarea sa instantanee este: 
; MU, -7t 
ol) = a 
12 


Valoarea sa inițială: 


MU, 


ta(0,) = RL, 
1 


asigură conservarea fluxului, după cum se poate verifica imediat. 


Deoarece circuitul primar e întrerupt, fluxul magnetic din bobina primară 
poate face un salt: 


Ag, = ,(0,) — S,(0_) = M72(0,) — Lii (0_) = 


Deoarece s-a admis că întreruperea curentului se face instantaneu, această 
variație bruscă a fluxului va induce o tensiune electromotoare infinită. In 
realitate, spațiul dintre contactele întreruptorului se va străpunge și circuitul 
primar va mai fi menținut închis un timp, astfel că ambii curenți vor varia 
continuu, după curbele reprezentate cu linie întreruptă în figura 5.57, c. 

În cazul particular al cuplajului perfect (M? = L,L},), se conservă și fluxul 
primar, astfel că la deschiderea întreruptorului nu se va mai forma un arc 
electric. 


Problema nr. 5.58. În circuitul din figura 5.58, a, funcționînd în regim per- 
manent cu întreruptorul K închis, curentul din bobina L, se întrerupe brusc 
prin deschiderea acestui întreruptor. Să se determine variaţia în timp a curentu- 
lui din restul circuitului. 

Soluție : 
Înainte de deschiderea întreruptorului, curenţii erau: 


După deschiderea întreruptorului, admițind că întreruperea curentulni 
se face instantaneu, rezultă 2.(0,) = 0, în timp ce curentul 7, va face un salt 
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pînă la o valoare 1,(0,), care asigură con- 
servarea fluxului magnetic din bobina rămasă 


în circuit: 
2.(0.) = — Miz (0) = — “Z 
&,(0,) = Lii (0,) SE 
5.(0,) = 8(0_) = &(0) 


Schema echivalentă operațională este repre- 
zentată în figura 5.58, b, iar transformata ? 
Laplace a curentului cerut rezultă: 

E M 

— + 9,(0) 1 — p — 
E EE REER -E 
Rı+R+pL, p R + R+plL, 


Se obține următoarea expresie a curentului: 


e aA 


R+R, 
+A RER) E] 
L R 
Valoarea sa inițială: 
; ; E 
1(0,) = 7.(0,) = — — 
(0) = 40) = — E 


este în acord cu conservarea fluxului P.. În schimb, fluxul magnetic din bobina 

decuplată din circuit poate varia brusc în cazul idealizat considerat, saltul 

fiind: 

E M-LL 

AS = B2(0,) — P, (0_) = Mi,(0,) — Lata(0_) = = ai ia 
1 


Acest salt corespunde unei t.e.m. infinite, care se aplică la bornele între- 
ruptorului. În realitate, spațiul dintre contactele întreruptorului se străpunge, 
iar curenții și fluxurile magnetice din ambele bobine vor avea variații continue. 
În cazul cuplajului perfect (M2 = L,L,), se conservă și fluxul magnetic O, 
i nu se va mai forma scînteie între contactele întreruptorului. 


Problema nr. 5.59. Circuitul din figura 5.59, a funcționa în regim permanent 
u întreruptorul K închis. În momentul = 0 se deschide brusc acest între- 
uptor. Să se determine curentul din circuit, neglijînd arcul electric care se 
ormează între contactele întreruptorului. 


Solutie : 
Deoarece se consideră că intensitatea curentului prin latura care conține 
întreruptorul se anulează brusc, rezultă că în momentul / = 0, curenții vor 


suferi salturi de la valorile: 


[o > 
î1(0_) = Fă ; ta (0_)=0 
pînă la o valoare 3.(0,) = 12(0,) = 1(0,) 


439 


Fig. 5.59 


Fluxul total din circuit, în schimb, se 
conservă: 
L, Uo 


B(0_) = La1(0_) F Lata(0_) =a R 


B(0,) = (Lı + La) t (04) 
p(0_) = 8(0,) = (0) 


Se reprezintă schema operațională, 
(fig. 5.59, b), care cuprinde și o sursă fic- 
tivă echivalentă cu condiţia inițială de 
mai sus. Rezultă transformata Laplace 
a curentului. 

Uo + PPo 


I — 
(2) PI(Ri + R) + P(Li + La) 


Aplicînd a doua relație a lui Heavisi- 
de, se obține: | 


Se verifică ușor valoarea iniț:ală: 


210, = 


7 Rı +R, t 
e e | a 
R, + R RL, + La) 
UoLı 
R(L, + La) 


în acord cu conservarea fluxului magnetic. 


Problema nr. 5.60. Circuitul din figura 5.60, a funcționa în regim permanent 
cu comutatorul K pe poziţia 7. În momentul / = 0 se comută brusc pe po- 
ziția 2. Să se determine curenții în regim tranzitoriu, neglijind rezistența 


conductoarelor de legătură. 


în la 210) 


R, R 
E È 
Ip Zatp) 
R EA 
fo pC U- (p) 
E, 2(0+) 
P E 


iip iz (A) 


Aplicație numerică : 
ek= Ep = 100V; RR, = Ra = ORO; C,—2uF; C= 8 uF 
Solutre : 


În momentul comutării, sarcinile celor două condensatoare se vor redistribui 
instantaneu, deoarece s-a presupus că rezistența conductoarelor de legătură 


este nulă. Sarcina totală a celor două condensatoare se conservă şi are valoarea 
inițială : 


q(0,) = q1(0_) + q2(0_) = Cite, (0_) + Caze,(0_) 


Deoarece: 


rezultă: 


În schema operaţională (fig. 5.60,b) cele două condensatoare au fost înlocuite 
cu condensatorul echivalent, cu capacitate C = Ci + Ca în serie cu o sursă 
fictivă care reprezintă condiţia inițială de mai sus. Ecuațiile lui Kirchhoff 


sînt: (. 
A =r R:1(Ż) aF RəIa(Ż) 


E, 0 1 
E h RLO +H L) 
P pC pC 


I.(£) a I2(2) i I„(£) 


Eliminînd pe I, și Iş se obţine: 


I (b) ie E, + PRACE, — a(0+)] 
: PIPER, R, + (R, + R3)] 


Utilizînd a doua relație a lui Heaviside, se determină originalul: 


R,+R 
i(i) = = |: Ra z [! — E SER) e crk | 
i Ri + Ra RC, + Ca E, R: 
Tensiunea la bornele condensatoarelor este: 
Ri+R, 
: R C E, R R — t 
up) = E, — Ri (t) = E — | sai (1 ai Pit Sie CRR | 
R; + Ra C, + Ca E, Ra “a 
Valoarea inițială a acestei tensiuni este: 
E, Ra C, EC, = q(04) 


u,(0,) = 
(0) Ri + Ra Cu + Ca Cite Ci + Ca 
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Ceilalţi curenți rezultă imediat: 


a Ruta, 
(i) == Ca [teste aa CR,R, | 
: R R +R, C C E R, 
E C E, R+ RR) — Rata, 
n) = în) — int) = gi 2 Rae ee |] 
1 1 2 1 2 


În cazul numeric considerat, se obţine: 
i(t) = 0,5 - 10° (1 — 0,8 e-¥) (A) 
ia(£) = 0,5 - 103 (1 + 0,8 e-”) (A) 
i(t) = — 0,8 - 103 e-2 (A) 
u,(t) = 50(1 + 0,8 e7”) (V) 


Problema nr. 5.61. La bornele circuitului din figura 5.61,a este aplicată tensi- 
unea sinusoidală u,(7) = U, sin (o? + y). În momentul trecerii curentului 
prin valoarea maximă pozitivă, se închide întreruptorul A. Să se determine 
curenții din cele două bobine. 


Se dau: 
U = 10 V; œ = 5000s51:-R,=3 0; R=4Q; 


L, = 0,8 mH; L, = 4mH 


Solufie : 
Pînă la închiderea întreruptorului, curentul din circuit era: 


i(t) = 2 sin (af + y — ş) 


fr Ly alt) alt) unde 
z =V RFR F AGF = 
=29 9 


o(L, A La) Eps 
R, + Ra 


= arctg 3,43 = 73944 


ọ = arctg 


Întreruptorul se închide în momentul 
considerat ca origine (t = 0), de unde 
rezultă: 


Fig. 5.61 y = 90° + ọ = 16344 
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Pentru a simplifica calculele, se exprimă curentul 7, ca suma a doi ter- 
meni: 


i(t) = if) + ii (2) 


în care 
ip Um g 
u(7) = VR goi (ot + Y — eu); 
L 
tg p = = 
1 R, 


este curentul de regim permanent. Cu valorile numerice date, se obține: 
ii(ż) = 2 sin (ot + 11034") 
Condiţiile inițiale pentru curenții ii (£) și i(t) sînt următoarele: 


i? (0) = î.(0) — î1(£) = 0,4 — 1,87 = — 1,47 A 
i(0) = 0,4 A 


Se reprezintă schema operaţională din figura 5.61, b, din care rezultă: 


n L ix” (0) Laio(0) 
I = 1'i 3 I Z 2*2 
1 (£) R, E pL, 3 ($) R, pi pL, 


Se obțin rezultatele: 
i(t) = 2 sin (50004 + 11034") — 1,47 e-2750 
if) = 0,4 e719% 


Problema nr. 5.62. Circuitului din figura 5.62 i se aplică în momentul ¿ = 0 
o tensiune la borne alternativă u,(/) = U, sin (t + y). Să se determine 
variația în timp a curentului prin rezistență. 


Solutie : 
Impedanța operațională a circuitului este: 
t=0 [4 i(t) 
r 1 om Cea | d 
Z) = re 
PU R + 


Fig. 5.62. 
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Curentul absorbit de la sursă are imaginea: 


I($) = up) ? 


Z(n) 
iar curentul cerut este: 
NE 
Cap G, P 
I(})= I — Z = — U —— „aa 
oaro T a a 
PCa R(C, + Ca) 
sau 
I) = pag AFO) 
unde 


F(b) = -q 


1 
p+ ————— 
R(C, + Ca) 
este o funcțiune al cărei original este: 
l t 
1 — —— 
f(7 = òl — — e R(Ci +C) 
( ) ( R(C, + C3) 


Folosind teorema lui Borel, curentul i(ż) rezultă din relația: 


ilt) => u(t) * 10), 


= u 
R(C, + Ca) 


în care * reprezintă produsul de convoluție, definit prin relaţia: 


u(£) + f(t) = ( u(1) f(t — 7) dr = 


t—rz 

t 1 Pe e Csi E e SR 
= u sin (7 + Òlt — t) — —— e Aerea dla 
o| l Y) | l ) R(C, + Ca) 


Efectuînd calculele, se obţine rezultatul: 


i UC 
1(£) = nene a COS (t Yo 
O= TE [cos lui tr =) + 
aie sait au 
Eee E 9 
oR(C, + Ca) V1 + o2R2(C, + CR 


în care: 
tg op = oR (Ci + Co) 
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Problema nr. 5.63. Circuitul din figura 5.63 funcţionează în regim armonic 
permanent cu întreruptorul K închis. 
Tensiunea la borne este: 


În momentul în care curentul trece prin zero, se deschide brusc acest între- 
ruptor. Să se calculeze variaţia în timp a curentului în noua situație. 
Aphcaţie : 

R, = 50 Q; ami, a 110 «uF; U= 300 V; f= 50 Hz; R,= 


+ 


Sete: IE Se : 
‘Expresia curentul înainte de deschiderea întreruptorului este: 
i ua v, 
ca i) = VA AE sin (t + p dama 9), 


unde . di 


p = arc tg 
Curentul trece -prin zerg în itiomentele : 
ct, =: — y + ọ + 2kr, 
în care valoarea tensiunii esté: 
f | ud) = Usin e 
Făcînd schimbarea de variabilă t = t + tb, se obţine: 
u(t) = Us sin (ot + g), 


care în momentul 7' = 0, care corespunde anulării curentului, are chiar valoa- 


rea inițială U, sin ọ. 
Prin urmare, problema se rezolvă ca şi cum în momentul /' = 0 s-ar deschide 


întreruptorul K, tensiunea la borne fiind u,(7”). 
Condiţiile inițiale fiind nule, curentul are transformata Laplace: 


I($) = £ [i(0)] = Ub) = —— = 


1 
R + R+pL+— 
pC 


pC(p sin ọ + w cos e) 
"Lo + pPC(R, + Rast 1 [P? + o°] 


Cu notațiile: 


O R +.R, E PER | 
Toan 2L > (6) NR 


o = V a — a? 
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polii funcțiunii 1(2) sînt: 
Pia = — ajo 
Pa = + Jo 


Valoarea instantanee se obţine cu ajutorul primei formule de dezvoltare 
a lui Heaviside. Se CI LUI următoarele cazuri: 


Regim oscilant: a2 < e% 
în acest caz se obține după efectuarea calculelor: 


i) = 3 2 (sin (ot + 9 —6) + 


pe-a Pit să sin (o — 0 — $) sin o — sin (ọ — 0) cos ast] o 


(09 1 


în care: 


ae) 


V? — 43 ws 
3 Epa 


tg 6 = 


b. Regim aperiodic: 
a2 > «03 


Se obține: 
i(t) = 2 sin (ot + p — 0) + 


$ = [cos 6, sin (p — 8,) e?! — cos 62 * sin (p — 0.) e2%], 
în care: 
tg6,=——; tgh =——; B=jo=Vo?—oj 
—Pi — Pa 


Aplicație numerică : 
Pentru R, = 10 Q, regimul este aperiodic. Se obține: 


te p = SE: = 0,58, ș=2i og = 314 = o, 
B = 87, P= — 239; P= — 413, 
tg 6, = 1,315, 0, = 52%40'; tg = 0,76, 0, = 37°20' 
Înlocuind, rezultă: 
i(t) = 5 sin (e $ =) — 4,39 e-239 + 1,89 -4131 
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Pentru R, = 0, regimul este oscilant. Rezultă: 
a = 272; 04 = 156,5; tg} = 1,155; = 4910 
Înlocuind, se obține: 


ilt) = 6 sin (3142 d Jr e-2124 (5,25 sin 156,54 + 3 cos 156,54) 


Problema nr. 5.64. La bornele unui circuit constituit prin legarea în serie 
a unui rezistor avînd rezistența R cu un condensator cu capacitatea C 
(fig. 5,64, a) se aplică tensiunea 


u(t) = U \2 sin ot, pentru 0 < œt < z 
u(t) = 0, pentru wi > 7 


Să se calculeze curentul absorbit de la sursa de alimentare, începînd dir 
momentul / = 0, al aplicării tensiunii. 


Soluțae : 
Transformata Laplace a curentului cerut este: 
Us(p) 
I(£) 
R + — 
pC 


Tensiunea la borne poate fi reprezentată ca sumă a doi termeni (fig. 5.64, b) : 
u(t) = w(t) + u(t), 


în care: 
u(t) = U V2sin ct + 1(¢) 
ualt) = U V2 sin (ot — z) -1 pe 


O a 


Rezultă că şi curentul poate fi exprimat ca 
sumă a doi termeni: 


i(£) = în(£) + ia() 


U, (p) ry P 
Li) = -ËP -ocCUYVZI—— P- 
42) Sel (P? + a?) (1 + PRC) 


i(t) =i ee] 
6) | c Fig. 5.64. 
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Curentul 7, se obține cu ajutorul primei relaţii a lui Heaviside. După efec- 
tuarea calculelor, se obţine: 


t 


| i(i) = aCU 2 > (ua. EE Sa - | 


VI oii 1 +oatRCe 
4 = arc tg wRC 


CU y2 =A 


: U =. 
i(Ż) = z y2 sın (ot -+ p) — TF RGA 


în care: 
1 )2 T 1 
Z = | R? >|.: Ha i 
| i E ) R 2 iaia d o RC 
Rezultă deci: 


I(£) = i(£), pentru 0So/sSz 


Pentru w/ > m, se obține: 


feat, 
i(t) = î(7) tif- 2 = ZE sinl p) era € RC | 


1 + w° R?C? 
-3 
Li 
+ sin (o + o= 7) are E 
adică: 
EEN 
O= -ie EH); >E 


Problema nr. 5.65. Circuitului din figura 5. 65 i se aplică în momentul î = 0 
o tensiune la borne: 


| 
Ua , pentru O0s/<7 


t 
u(t) = i 
0, pentru Ł¿>T 


Să se determine variaţia în timp a tensiunii la bornele condensatorului. 
A phicație numerică : 


= 10 V; T = i s; 
R, = R, = 100 kQ; C = 10 pF. 
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Solutie : 


Transformata Laplace a tensiunii cerute 
este: 


1 
Us(p) E 1 t 1 

U(2) = T T U,(5) PE e 

DI Baie i p SL 

Cp CR,R, 


Tensiunea la borne poate fi exprimată în 
modul următor: 


ualt) = Uo m h Jer -1 — T)= 


T; 
H 


i e => unli) aa a l 


ka 
Rezultă că. şi tensiunea u(:) poate fi descom- 
pusă în doi termeni: a 


2 (0) = u) — u(t) i 


în care: 
G i | 1 U 
| 1 1 
| P) = ca P) p CRT LEEA 
j p + = E ( += ) 
CP R, | CRR, 


] u(t?) - cui (fai) 


Pentru aflarea lui u,(£), transformhta sa Laplace se scrie în modul următor: 


i 


', s Uo, 1 1 
E e eee 
CRT p P| TE R, + =] 
ap CR R 


Folosind: teorema integrării originalului, rezultă: 


U (rg 

u(i) = — | m d E OR 

a-si CRT J0 p (i i Rı + =) 
as CR, Re 


Utilizînd a dâua relație a lui Heaviside și efectuînd integrarea, se obține: 


_ CRR, 


r ul) = Z 70g Teamr 


Rezulta deci: pi 
u(t) = u(t) - 40), pentu 0[K¿<ST 
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Pentru t > 7, se obține: 


2 pacali RY diam az 
u0) = ul) — wl — T) = Vega |e ep T li "|, 


t T 


wer e pT 
i că 


Cu datele numerice din enunț, se obține: 
PT 2,5(e7% — 1 + 27); OST Ls 
2,5[2 — (e? — 1) e7]; ¿>s 


5.5. METODA TRANSFORMATEI LAPLACE 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 5.66. Circuitul din figura 5.66 este cuplat în momentul 
¿ = 0 la o sursă de curent continuu cu t.e.m. E și rezistența internă R,. Să 
se calculeze curentii. 


L = 10 mH. 
Răspuns : 


i(t) = 4 — = OO 


i(t) = 2 + Ž e- 66r: 


i(t) = 2 (1 — e- 667¢) 


Problema nr. 5.67. Circuitul din figura 5.67 este 
cuplat în momentul £ = 0 la o sursă de curent 
Fig. 5.66 continuu cu t.e.m. E și rezistența internă R,. Să 
se calculeze curenții. Condensatorul este iniţial 
neîncărcat. Se dau: E = 100 V; R = R, = 
= ky = 100 kO; 0-10 ut, 


Răspuns : 
t 
10-3 1 
i(t) = (ie e] 
—3 a 

la(£) = e fisa i i 

102 -= 

la(£) = e 3 

Fig. 5.67 (6) i 
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Problema nr. 5.68. Circuitul din figura 5.68 
funcționa în regim permanent cu rezistorul R4 
scurtcircuitat. În momentul 7 = 0 se deschide 
întreruptorul. Să se determine curenții după 
deschiderea întreruptorului. 


Sedau: E£E=120V; R,=R=50; k= 
= R4= 2,509; L=10mH. 
RăSpuus : 
i2(£) — 8 — 2 e- 750: 
ls(£) = 8 + e- 750! 


Problema nr. 5.69. Un circuit R—L func- 
tionează în regim permanent alimentat de 
un generator ideal de curent Jọ. Să se deter- 
mine curentul din rezistorul R, care se cu- 
plează în momentul ¿= 0 la bornele circui- 
tului. 


Răspuns : 


SE due 


Roae E) 


RER, 


it) =I 


Problema nr. 5.70. În circuitul din figura 5.70, aflat în regim staționar 
cu întreruptorul deschis, se închide acest întreruptor. Să se determine curenții 
după comutație. 


Se dau: E =20 V; R= 100; i L 


i3 
L =0,02H; C= 200 pF. tz 
R R \/t=0 
Răspuns : 
i(i) = 1 — e—5004 F C di 
j A = — e” 500 1 
2(£) Fig. 5.70 


(7) = 1 


Problema nr. 5.71. În circuitul din figu- 


ra 5.71, aflat în regim staționar cu între- 
ruptorul deschis, se închide acest întrerup-  & i> f E0 
tor. Să se afle tensiunea la bornele bobinei c lu 


și curenții. L 
Se dau: E =100V; R=10Q; 
L = 20 mH; C = 200uF. Fig. 5.71 
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Răspuns : 
~ 200 2504 a | Ci =] 
u(t) = T e sin | 250 V3t + = 


i.(£) = 10 — m sin (25034 + 5] 
E 20 $ PE 
i(t) = — Ad 250: sin 250 34 


i(t) = 10 + o sin | 2503: SE =] 


Problema nr. 5.72. Circuitul din figura 5.72 funcționează în regim perma- 
nent cu întreruptorul K deschis, sub tensiunea la borne: 


u(t) = 100 V2cos ot 


În momentul 7 = 0 se închide întreruptorul. 
¿0 Să se determine curentul i(ż). 


C 


c(t) 


A Se dau: f = 10Hz; R, = 200 Q; R, = 150Q; 
L = 0,7H; C = 220 uF i 
fe Răspuns : 
i(t) = 0,578 cos (20 mt + 1540) + ` 
Fig. 5.72 + 1,95 e— 113: — 1,795 e- 124: 


Problema nr. 5.73. Circuitul din figura 5.73 funcționează în regim permanent 
sinusoidal, cu întreruptorul A deschis. Tensiunea de alimentare are valoarea 
efectivă de 100 V și frecvența de 50 Hz. Să se determine curentul din rezistorul 
R care se cuplează în momentul în care tensiunea la borne are valoarea 


minimă de (— 100 V2) V. 


l ilt) Se dau: R =25 Q; R, = 50 Q; 
L=025H; C = 400 uF. 
Răspuns : 
i(£) = — 0,64 sin (100 z 4+ 1*50') — 


— 0,115 e- 50t sin (64,6 £ + 3958") 


Problema nr. 5.74. În circuitul din figu- 
Fig. 5.73 ra 5.74 comutatorul K este trecut, în momen- 
tul ż = 0, din poziția (7) în poziția (2). Să 
se determine curentul din rezistorul R. 


Se dau: u(t) = 10 VZsin{ 1 000 4 H= ; 


R= 1009; L =10 mH; C= 100 uF; 
E9 = 30 V. 


Răspuns : 
ilf) = VŽ sin (i 000 £-+ z) $ 
Fig. 5.74 + 4,16 e-50¢ sin (500 |/ 34 — 73956”) 
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5.6. METODA TRANSFORMATEI FOURIER 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 5.75. Să se determine spectrele următoarelor funcțiuni de 
timp: í 


u(t) = U, T 56) 


4 
a ualt) = Upe 71(4) 


y= l O — e 7) 
Soluţie : D DA 
Conform definiției, transformata Fourier a funcțiunii f(/) este: 


— 0 


FUIS Elo) = h ea ai 


. 


În primul caz, conform ct proprietatea fundamentală a funcțiunii 3: 
6 a A , 


ră LR 
i | 1) da) da = (0) 


7 
sa 


se obtine: 


Fig. 5.75 
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Spectrele căutate sînt modulele transformatelor Fourier ale funcțiunilor 
și se obține: 


Ulo) = UT 


1 
Ulo) = UT rrem 


OT 
2 
oT 


2 


sin 


Ulo) = U,T 


Problema nr. 5.76. Să se studieze spectrul unei impulsii de amplitudine 
U, și durată T: 


u(t) = Udi() — 1 (t — T)] 
Se vor considera următoarele situații: 
a) durata T a impulsiei este variabilă, amplitudinea U, rămînînd constantă ; 


b) durata T a impulsiei și amplitudinea U, variază invers proporțional, 
încît: 


UT = Pg = constant 


Solutie : 
Spectrul funcţiunii u(£) este (v. probl. 5.75): 
stu O 
U(0) = UT — 
oT 
2 


Această funcțiune se anulează pentru: 
ok; pab lrn 


Punctele de maximum au abscisele wọ = 0 și w„, reprezentînd soluţiile 
ecuației: 


lar valorile maxime corespunzătoare sînt: 
U(0) = UT 


Ulan) = UT i 


119 
me 
2 

În cazul unor impulsii de durată variabilă, pe măsura creşterii duratei 
impulsiei, maximele. centrale devin din ce în ce mai pronunțate, în timp 
ce valorile wo 'și ©m sînt din ce în ce mai dese. 

În cazul b, micșorarea duratei impulsiei (T —> 0) face ca funcțiunea u(t) 
să tindă către funcțiunea lui Dirac O, 8(7), spectrul tinzînd către valoarea 
constantă O,. 

Problema nr. 5.77. Să se determine transformata Fourier a unei funcțiuni 
treaptă: 

u(t) = U1 (£) 
Solutie : 


Funcțiunea dată nu este de modul integrabil, încît ea nu admite ca transfor- 
mată Fourier o funcțiune, dar admite ca transformată Fourier o distribuție. 

Fără a face apel la tgoria distribuitorilor, se poate găsi o transformată 
Fourier a funcțiunii date, cu ajutorul funcțiuni lui Dirac. În acest scop, se 
observă că funcțiunea u(ż¿) poate fi exprimată în modul următor: 


u(t) = lim U[1(¢) — 1(t— T)] 


Admitînd că și transformata Fourier cerută poate fi determinată prin 
trecerea la limită, se obține: 


Ulo) = lim Ẹ {UA — 1 — T)} = 


x — jT 
=- — U, lim (Å l ) 


J% T> œ jo 


Fie funcțiunea: 
RE joT 
| fro) = jo 
Ea are proprietățile: 
lim f„(w) = 0, pentru œ Æ 0 
T- o 


Z falo) do = — x 


Fig. 5.77 
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Ultima relație se deduce efectuînd transformata: 


jæ e 


N f„(0) du —— j | dr 
și calculînd integrala pe conturul închis reprezentat în figura 5.77, b. 
Proprietățile funcțiunii f„(w) sugerează pentru această funcțiune urmă- 


toarea reprezentare: 
lim f„(0) = zò (w), 


T- o 
astfel că pentru transformata Fourier cerută se obține expresia: 
Ş|Uot()] = = = + zU, (o) 
Jo 
Problema nr. 5.78. Un circuit alcătuit dintr-un rezistor R în serie cu un 
condensator C este pus în momentul £ = 0 sub tensiunea la borne: 
Să se determine curentul din circuit. 


Solupie : 
Problema se poate rezolva prin oricare metodă, dar în continuare, se va 


prezenta utilizarea metodei transformatei Fourier. 
Transformata Fourier a tensiunii la borne este: 


ue) = fi eman i 


Impedanța complexă a circuitului este: 


1 


deci transformata Fourier a curentului este: 


I(w) = 


Uwo) __ ÎoCUs 
Z(o) (æ + jo)(1 +joRC) 


(5) 


Se aplică formula de inversiune: 


Făcînd notația z = jœ, se obține: 


| | P 
O= a ȘT Sa fa ft de 
e *atafz+ 2) di iata cu 

RC 


Integrala se poate calcula cu ajutorul teoremei reziduurilor, pe conturul 
închis din figura 5.78, b. Conform lemei lui Jordan, pentru 7 > 0, acest contur 
trebuie completat cu un semicerc de rază infinită situat în semiplanul din 
stînga. Pentru £ < 0 se știe că 7 = 0, rezultat care se poate obține și efectuînd 
integrarea pe un contur care se închide, de această dată, prin semiplanul 


din dreapta. Polii funcţiunii de integrat sînt z = — a, z = — E „iar rezi- 
duurile relative la acești poli sînt: 
at 
(Pez f(2) | = -a = (z + &) f (— a) = e 
— a + paroa 
RC 
t 
ea Re 
1 1 RC 
Rez f(z) = [2 20] [aa DE MERE) 
p = -RC RC RC _ E 3 is 
RC 


Rezultă, ţinînd seama că integrala pe semicercul de rază infinită este nulă: 


t 
iH) = 03 2mi E Ree fa) = Sac [age FE eet] pentra i >0. 
27iR 1 — «RC LRC 
Evident, = 0, pentru £ < 0. 
Exemplu numeric: U= 100 V; C=100uF; R=S5kOQ; a=— sl. 
Rezultă (fig. 5.78, c): 
i(t) = 20: 1073 (2 e”2 — e?) A. 


Problema nr. 5.79. La bornele unui circuit R — C serie se aplică în momentul 
= 0 un impuls de tensiune cu amplitudinea U și durata Tọ. Să se determine 
curentul din circuit, folosind metoda transformatei Fourier. 


Solutie : 
Se calculează transformata Fourier a tensiunii la borne: 
U(w) = e u(Z) e— lot di = Ca (1 — e- i07o) 
— Q J% 


Transformata Fourier a curentului este: 


asta a a 
DO Rp 1 + jaRC 
joC 


Fig. 5.79 


Valoarea instantanee a curentului rezultă din formula de inversiune: 
i) = S[1(o)]= A ( Lo) i do 
27 J= 


Înlocuind, se obține: 


ip — CUe [7 elot aljo) _ (e eial — To) aga ] 
i(t) = 2%) L J-jæ 1+ joRC —jo [1 +joRC 

Cele două integrale se calculează cu metoda reziduurilor. Ambele funcțiuni 
au cîte un pol în punctul z = — = . Alegînd contururile de integrare ca în 
figura 5.79, b, alese în acord cu lema lui Jordan, astfel încît integralele pe 
semicercurile de rază infinită să fie nule și ținînd seama de teorema retar- 
dării, se obține: 


t t—-To 
i(t) = = [e E ip — e` TE 1 (t — To) 


sau 
0 ; t<0 
Uo „RC 
i(i) = R € ; oO[K¿<T, 
U To _Ż 
So (pietei i > To 


Problema nr. 3.80. Să se calculeze cu ajutorul metodei transformatei Fou- 
rier curentul dintr-un circuit R — C serie, căruia i se aplică la borne în mo- 
mentul / = 0 tensiunea constantă U, 
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Soluţie S a 


Tensiunea aplicată la bornele circui- 
tului poate fi exprimată cu ajutorul func- 
țiunii treaptă-unitate: 


u(t) = Us (7) 


Această funcțiune nu admite o trans- 
formată Fourier în sensul obișnuit. Din 
acest motiv, dacă se doreşte să se evite Fig. 5.80 
operarea cu distribuții de tipul distribuției 
lui Dirac, se poate rezolva problema pe căi ocolite. 

O soluție ar fi considerarea unei tensiuni la borne care scade exponențial: 


ua (t) = Upe” 1 (£) 
căreia îi corespunde curentul (v. probl. 5.78): 


t 

i CU Laor 

i(i) = ——— |> C RC — a e=] 
1 —aRC L RC 


Dacă acum se face a — 0, se obține soluția căutată: 
U -Ż 
i(£) = limi(£) = e RC 
a-> 0 R 
O a doua rezolvare pornește de la tensiunea la borne: 
u(t) = Vo 1) — Vol t — T) 
căreia îi corespunde curentul (v. probl. 5.79): 
t—T 


i(t) = = [e Txe 1(t) —e C 1(t—T)] 


Considerînd că T —> oo, se obține pentru ż finit același rezultat: 


t 


i(t) = = e RC 11) 


Se poate însă aborda și direct problema, exprimînd transformata Fourier 
a funcțiunii u,(ź) în următorul mod (v. probl. 5.77): 


wl) = Vall) > U, (0) = + Udo), 


în care (w) este funcțiunea (distributia) lui Dirac. Impedanța complexă 
a circuitului este: 


1 
AESI 
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încît transformata Fourier a curentului va fi: 


U CU j 
Ilo) = Ito) _ | o U, „Cala 
Zœ)  joRC-+1 joRC + 1 


Valoarea instantanee a curentului se obţine din formula de inversiune: 


if) = + S Io) df do, 


din care rezultă: 


i(t) = S% (r e” dz 4 Uo 5 joc (w) do 
~ 27j J-io zRC +1 2 J-o  joRC+1 


Prima integrală se calculează cu teorema reziduurilor, închizînd conturul 
de integrare printr-un semicerc cu raza infinită, situat în semiplanul stîng 
(pentru > 0). Conform lemei lui Jordan, pentru +> 0 integrala pe acest 


semicerc este nulă. Reziduul funcțiunii de integrat în polul z = — = este 


t 
1 -5 E aai ; E 
ae RC , deci prima integrală are valoarea: 
4 
> 1 -RC 
27] — e 
RC 
A doua integrală se calculează ținînd seama de proprietatea funcţiunii 
lui Dirac exprimată formal prin relația: 


M flo) (6) do = f(0) 


În cazul de față această integrală este nulă. 
Rezultă, deci, pentru / > 0: 
t 
ip) = De E, 


adică rezultatul cunoscut. l | 
Problema nr. 5.81. Să se calculeze, cu ajutorul metodei transformatei 


Fourier, curentul dintr-un circuit R — L serie, căruia i se aplică la borne, 
în momentul 7 = 0, tensiunea continuă Uy. 
Solutie : 
Transformata Fourier a tensiunii la 
borne 
u(t) = Uo (4) 
are expresia: 


Usla) = 7 — zU oblo) 


Impedanța operațională a circuitului 
este: 


Z(o) = R + jol, 
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deci transformata Fourier a curentului va fi: 


(a) = Uo TUg5(w) 
= Jo(R + joL) R + joL 


Din formula de inversiune rezultă: 


i ( > e ay e% Slo) deo 
~ 27jL Jojo ($ +z] 2 J-o R+joL 
L 


în prima integrală notîndu-se jw = z. Al doilea termen se evaluează imediat 
. Uo . . (o pen . 
si are valoarea TE Pentru prima integrală se adoptă un contur de integrare 


care ocolește polul din origine și se închide printr-un semicerc de rază infinită, 
pe care integrala este nulă. 


Din teorema reziduurilor rezultă (fig. 5.81, b): 


| T = [a US $ f(z) dz — | f(z) dz = 
L 


= 2mj E Reel tle) ] — È f) dz 
Reziduurile funcțiunii f(z) în polii z = 0 și z = — = sînt: 


Rez f(z) =o = (0) = => 


R 

TL 

(ez îl) „z= -2] ({-4)=: R 
L E sua: 

L 


Integrala pe semicercul c de raza p tinzînd către zero se calculează exprimînd 
pe z în modul următor: 


z = pei — dz = jpe! d 


și deci: 
mT 
DJ ztd , L 
( te) dz = lim | d jr 
c o> 0 r R B 
-7 A z 


Problema nr. 5.82. Folosind me- 
toda transformatei Fourier, să se 


E) A determine curentul dintr-un cir- 
cut R— L serie, căruia i se 
u, ct) L aplică în momentul 7 = 0 tensi- 
unea la borne: 
utb u(t) = Um sin ot- 1(ż) 
i Solufie : 
0 Tensiunea la borne poate fi 
exprimată în modul următor: 
a b i 
Fig. 5.82 u,(£) = Ua (eieo — e— io) . 1(ż) 
Tinînd seama de relația: 
Ffei = ——— + rè(o — o), 


jlo — 09) 
se obține transformata Fourier a tensiunii la borne: 


Ulo) = BO az TIm Ffw — 09) — òfo + wo)] 


o — 42 2j 
Transformata Fourier a curentului este: 


W= o pir 
Z(o) R + joL 


Aplicînd formula de inversiune, se obține: 


E e 


(- eztdz 
L 2rj 


ai R 
19 (7 — jo) (2 + joc) k + z] 


— 0 


+ Un ( ei“! [Slo — ce) — deo + c0)] de 
4jL R 
— + jo 
L 


A doua integrală se calculează imediat, termenul corespunzător fiind: 


Ui ejoot e— io? 
4Lj |. R R 
Ja SE ah 
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Prima integrală se calculează cu teorema reziduurilor, închizînd conturul 
de integrare cu un semicerc cu raza infinită, pe care integrala este nulă și 
ocolind polii z = + jọ prin două semicercuri cu raza p — 0. Rezultă, deci: 


ȘI , | 
| | e“ dz. - =|" f(z) dz 2 
TiS (e — ja) E + jo) (+7) aa 


= 2j X Rez [f(2)] — ` f(z) dz — | f(z) dz 


1 Co 


Reziduurile funcțiunii f(z) în cei trei poli sînt, respectiv: 


su ed 

Rez f(2) R == EN L 

Se DI PA 
ejoot 
Rez (2) | z=joo = R 
2jog | — — jo 

J | T J o) 

— jogt 


(Rez f(z) | zice = 


Integralele pe semicercurile c} și C se efectuează făcînd respectiv sub- 
stitutiile: 


z Fjo = deh; dz = j(z F joo) d9 


; x : ; = T ž . X 
și efectuînd integrarea pentru ð cuprins între — A 


Se obține: 


Ținînd seama de toate aceste rezultate şi grupînd termenii convenabil, 
se obține: 


i(¿) = -u [sin (wọ — ọ) + sing +e E - 1(ċ), 


— 


în care: 


Z=\R F (o; tg o= 15 
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Problema nr. 5.83. Folosind metoda transformatei Fourier, să se calcu- 
leze curentul din rezistorul R}, care se cuplează în momentul ż = 0 la bornele 
circuitului din figura 5.83, care funcționa în regim permanent. Se dau: E = 
= 100 V; R = R, = R=100Q; L=1H. 


Fig. 5.83 


Soluție : 
În momentul £ = 0, curentul prin bobină are valoarea: 


Această condiție inițială poate fi reprezentată printr-o sursă echivalentă 
cu t.e.m.: 


e(t) = Lis(0 —) 30) = 5 30) 


legată în serie cu bobina neparcursă de curent. 
Transformatele Fourier ale tensiunilor electromotoare ale celor două 


surse din circuit sînt: 
Elo) = Ë + nE3(o) 
jo 
E.(o) = 5 


Utilizînd metodele calculului în complex, rezultă transformata Fourier 
a curentului: 


E(0) _ _Erlo) 
jo L 1 5 2 j 10 + j 
Io) = Ath ae + Sr HA Bo) 
i R jo(15 + jo) 15 + jB 


R R+joLl R 
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Se aplică formula de inversiune: 
i) = 6 Ito) ei do = 


s UEO * (10 + jo)e!! (a) de 
— 2 27zjJ—jo z(15 + 2) -œ 15+ jo 

A doua integrală se calculează imediat și rezultă = Prima in- 
tegrală se calculează cu teorema reziduurilor, pe conturul închis în figura 5.83, d: 


jo  e2t(20 + z) za jæ __ , _ 
f eT j za, VOET a (ta ta) ff) dz 


Reziduurile funcţiunii f(z) sînt: 
Rez f(2) | s<0 = f(0) = 


Rez î(2) | = (z + 15) £(— 15) = — Zett 
Integrala pe semicercul C, cu raza pọ —> 0 este: 


[r 


2  et(20 + 2) „4 
dz — lim (* —200+2 i eicdo= im 
f(z) R _n z (5 Ki z) pei? jP e JT 3 


Înlocuind, se obţine: 
jo] Dom [4 ias 
(o, f(z) dz = 27j (3 -e ) in < 


Deci: 
i(t) = È (4 — e~t) -1 (2) 


Problema nr. 5.84. Un dielectric cu pierderi poate fi caracterizat printr-o 
permitivitate electrică complexă e,(4). Un condensator a cărui capacitate 
măsurată în curent continuu este C, are dielectricul cu permitivitatea 
relativă complexă: 


1 + joa 
1 + job 


g (W) = €70 


Acest condensator este legat în serie cu un rezistor R. 
Să se determine curentul din circuit, dacă în momentul ż = 0 se aplică 
o tensiune la borne continuă U,. Se dau: 


U. = 100 V; C= 10 F; a=20us; b=10pus; R=10Q. 
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Solutie : 
Impedanța complexă a circuitului este: 


Sa : i 
Zo) = R+ __ (o) art + jo(b+rTr)+l A 


1 + joa joC(l + jwa) 


joC 
1 + job 


în care t = RC. Transformata Fourier a tensiunii la borne este: 
Ula) = SL Ut] = Z? + Uolo), 
încît transformata Fourier a curentului rezultă: 
Io) = e e ap T do) 
Zo) Ga) at + job +T) +1 (jo) at + jo (b4 7) 
Cu valorile numerice date, rezultă: 


0 10 (jo + 5. 104) 10 jo + (jo + 5: 104) 
= (jo) + 5,5-10%j0 + 5.10% (jœ) + 5,5 -104%j0 + 5.103 
Se aplică formula de inversiune: 


: 1 (o ; 1 jo 10(z + 5: 104) e” dz 
i= (° (o) ei do = — | NE naiul A a 3 
2m J—o 2mj J—jo z2 + 5,5. 10% z + 5-103 


L5 sf” jóljw + 5 - 104) ei“!ă(a) do 
œ (jœ)? + 5,5. Go) + 5,5 + 10îjo + 5-108 


Ultima integrală este nulă. Prima integrală se calculează cu teorema re- 
ziduurilor. Polii funcțiunii sînt soluţiile ecuației: 


z2 + 5,5 : 10êz + 5 + 108 = 0] 
și au valorile: 
a a — 1,15 10%; z, = — 4,35 -10t 
__ Reziduurile în cei doi poli sînt, respectiv: 
Rez f(2) | a = (z + 1,15 - 10%) f( — 1,15 + 104) as 12 e7145- 104 
Rez î(2) | z = (2 + 4,35 - 104) £ (— 4,35 » 104) 2 — 0,2 + e7435- 104 
Rezultă : 
i(t) = 12 e—145:104t — 0,2 e7435: 104: 


În momentul inițial curentul are valoarea: 


; U, 


= 466 


Problema nr. 5.85. Efectul pierderilor prin curenți 
turbionari în miezul magnetic al unei bobine poate 
fi reprezentat printr-o permeabilitate relativă com- 
plexă u,(w). 

Considerînd că permeabilitatea relativă complexă 
a miezului unei bobine este de forma: 


1 + jwa 
2 
1 + job 


u, (%) = Uro 


iar inductivitatea bobinei măsurată în curent con- 
tinuu este L, să se determine curentul dintr-un cir- 
cuit alcătuit din bobina dată legată în serie cu un 


rezistor R, dacă în momentul 7 = 0 se aplică la borne tensiunea constantă U,- 
Se dau: U, = 10 V; R=100 9; L=10mH; a =—2:10%6s; b = 100 us. 


Solutie : 
Impedanța complexă a circuitului este: 
; j io)? io (L b 
Z(e) = EA aaa E (jœ) SLA, + bR) + R 
1 + job 1 + job 
Transformata Fourier a tensiunii la borne este: 

U 

U,(0) = F[U.1()] = = + tUe (o), 


Jo 


deci transformata Fourier a curentului este: 


Ilo) z Usla) Z U, (1 + job) z U (1 + job) 
- Z(o) jol(joPaL + jo (L + bR) + R] (jœ) aL + jw(L +bR)+ R 


Cu valorile numerice date, rezultă: 


Ilw) = 5 - 104 mi e N a aa e a ai 
bi je [ (jo) + 106 ja + 0,5 : 1010] (300)? + 10%jco + 0,5. 1010 
Curentul rezultă din formula de inversiune: 


(7) = 5. 104 f7 (z + 10$) e” dz 
2rj J-—jco z[22 + 106z + 0,5- 1010] 


Poe e a Bo) deo 
2 -æo (io) + 10° jo + 0,5. 10 


Polii funcțiunii de integrat sînt z = O și rădăcinile ecuației: 
z? + 1062 + 0,5- 101 = 0 
și au valorile: 


— 108 + V1012 — 2.1010 ( — 5:10 
21,2 = FE EEE 


2 — 105 


ami 
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ò(%w) 


ò(%) 


Coaturul de integrare ocolește polul z = 0 pe un cerc cu raza ò —> 0, încît 


1 5 10% 

= 4 > a > car di 10% 3 

i(t) = 5- 10 | Rez f(2) a | f(z) dz] E TAT 

unde s-a notat cu f(z) funcțiunea de sub prima integrală. 
Reziduurile relative la cei trei poli sînt: 


Rez î(2)| 20 = z f(0) = 2 -10% 


Rer î(2) |z=-5.103 = (z + 5° 103) f(— 5 » 108) — 10% e75 009! 
Ree f(2) | as = (z + 108) f(— 105) ~ — 10% e-104 


Integrala pe curba c se calculează în modul următor: 


T 
| f(z) dz = lim $ (2 + 10%)e ee 68 122.107 
c 930 ) n pe? dð (22 + 1062 + 0,5 + 1010) 
2 


Se obține rezultatul: 


i(£) œ 0,1 |: z eenn $ = 
Curentul tinde asimptotic către valoarea: 


i(co) = 0,1 A = = . În momentul ż = 0, curentul este nul 


Problema nr. 5.86. Să se determine functiunile complexe de transfer ale 


unui circuit de integrare R—C și ale unui circuit de derivare R—C, mărimile 
de intrare și de ieșire fiind tensiunile 4, respectiv tts, 


Solutie : 


Considerînd circuitele în gol, se obțin: 
a. Pentru circuitul de integrare (fig. 5.86, a): 


1 
Epio Ulo); T= RC, 


E2 


deci functiunea complexă de transfer a circuitului este: 
1 1 
H — = ĀE 
Hilo) 1 + jor V1 + (or) 
b. Pentru circuitul de derivare (fig. 5.86, b): 


e— jarctg wt 


jo 


U: = PE Ulo); = RC, 


funcțiunea complexă de transfer a circuitului fiind, deci: 


i [re i 
E RN a AR PONI, A, ki -arete or | 
— 1 + jort V1 + (or 
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Fig. 5.86 


Circuitele ideale de integrare, respectiv de derivare, au funcțiunile de 
transfer: 


Hə (6) = jot = ore ? 


În figurile 5.86, a şi b sînt reprezentate caracteristicile de amplitudine 
H(wr) şi de fază ọ(w7r) ale celor două circuite, în comparație cu cele ideale. 
Se observă că circuitul de integrare se comportă ca un circuit ideal pentru 
frecvențele care satisfac relația or > 1, în timp ce circuitul de derivare 
se comportă ca un circuit ideal pentru frecvențele care satisfac relația 


wT< |. 

Problema nr. 5.87. Să se determine funcțiunea complexă de transfer a circu- 
itului din figura 5.87, considerînd tensiunea 4, ca mărime de intrare și cu- 
rentul ïf ca răspuns. Să se determine răspunsul circuitului la semnalul: 

u(t) = U e” 
Aplicație numerică: R= 109; L =0,1H; U= 10 V; a= 1s 


469 


Fig. 5.87 


X 


Soluție : 


Se aplică teorema lui Thévenin sau se efectuează transfigurările,succesive 
din figura 5:87, b, în care: 


R-joL _ RR -+'j20L) 


Z, = R = 
ci + R + joL R + juL 
Lă 
E A Re joL Si .. jL 
— R Rjal “'R+joL 


Transformata Fourier a curentului este: 


I = Ze == ———————— 
Hom Z = ue aa an 


deci funcțiunea de transfer a circuitului are expresia: 


i CA EEEN a EE 
= R(R + j- 20L) 


În cazul tensiunii date, a cărei transformată Fourier este: 


Ulo) = = 


3 
ză a + jo 


transformata Fourier a curentului rezultă: 


Ko) = H(o)U,(o) = 


Uo jot . 
RR + 20) (+ io) 


Valoarea instantanee a curentului rezultă din formula de inversiune: 


: 1 (° ; U ii ioLei%! do "Uo [o 
Zo jot sista i, SOARES ovia E IRC E f(w) du 
i) = Tr ) a 10) e” do mjR 0 (R + jo) (aia)  2rjR J-o (6) 
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Alegînd, pentru 7 > 0, un contur de integrare închis prin semicerc de rază 
infinită din semiplanul superior, pe care integrala este nulă, rezultă din teo- 
rema reziduurilor: 


i(t) = | Ree flo) osia + Reef (o)l 2] 


Se obţine: 


a DTA 
În cazul n numeric consideră rezultă. (fig. 5.87, d): 
n == 1, 25 [5 e-s: — e~] 


5.7. METODA RĂSPUNSULUI: TRANZITORIU 
L fă 3 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 5.88. La bornele circuitului R — L din figura 5.88 se aplică 
în momentul i = 0, tensiunea: 


“ut = U” 


F e losiuid metoda E tranzitoriu, să se determine curentul din 
circuit. 
Soluţie :. 
Răspunsul tranzitoriu în EER al circuitului dat, la o excitație prin ten- 
siunea treaptă unitate, este:- 
t 


; 1 SN z L 
= a să 
Răspunsul circuitului la tensiunea dată se obține E 
utilizînd una din cele patru forme ale integralelor si 
lui Duhamel, spre exemplu | 
pile, u(t L 
i) = wl) i0 +) + RJ HE) w(t — E) dë a 
În cazul de sai rezultă: | 
ng 
l i= = a Eau dă = 
Jo 
3 t 
= Uo 1 TI — at 
~ Rari (e ct 
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Problema nr. 5.89. Folosind me- 
toda răspunsului tranzitoriu, să se 
calculeze curentul din circuitul R—L 
(fig. 5.89) care funcționa în regim 
permanent alimentat sub tensiunea 
Jodi la borne continuă U, și ale cărui 
borne sînt scurtcircuitate în mo- 

mentul ż = 0. 


R 


Solufie : 
În momentul inițial, fluxul mag- 
netic din bobină are valoarea: 
__ LU, 
Fig. 5.89 © R 


Această condiție inițială poate fi reprezentată printr-o sursă echivalentă 
cu t.e.m.: 


Conform metodei răspunsului tranzitoriu, curentul din circuit va fi: 
LU, d 


A a) wi), 


unde 


este răspunsul tranzitoriu în curent al circuitului. 
Deoarece distribuţia 3(7) este elementul unitate pentru produsul de con- 
voluție, rezultă: 


| R 
i) = Fe AO = Joe 1! 
R dt R 


Problema nr. 5.90. Circuitului din figura 5.90 i se aplică în momentul £ = 0 
tensiunea la borne: 
u(t) = Ul —e-%]; a >0 
Să se calculeze curentul absorbit de circuit, folosind metoda răspunsului 
tranzitoriu. 
i(t) Soluhe : 
Răspunsul tranzitoriu în curent al circuitului este 


suma curenților din cele două laturi la aplicarea 
tensiunii treaptă unitate: 


RI e 

, 1 -7 1 -EF 

i= 7] + are 22 
1 
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Se utilizează următoarea formă a integralei lui Duhamel: 


il) = u,(0) i(t) + (, i(E) u(t — E) dẸ, 
din care rezultă: 
i(t) = (, i (E) Usa e-e -0 dE 


Efectuînd integrarea, se obține: 


ilt) = — | 1 — e-* + e-# —e L |p X — [e-t e RC 
R; a— Fi R 1 a 
L R,C 
În cazul particular în care: 
R 1 
— = —— = g, 
L RC 


se obține: 
i(t) = Jo [i — e-d — aţe-a 4 Îi ate-a] 
R: 
În cazul particular în care: 
L 
R, = Ra |+ , 
se obține: 
i = Eva e) = 0 
L 
C 
Problema nr. 5.91. La bornele recep- 
torului din figura 5.91 se aplică în 
momentul = 0 tensiunea: 
u(t) = U(1 —e-%); a >0 


Să se calculeze variațiile în timp ale 
curenților. Condițiile inițiale sînt nule. Fig. 5.91 


Soluţie : 


Răspunsurile tranzitorii în curent relative la cele două laturi se obţin 
din rezultatele problemei 5.54, făcînd U, = 1: 


| n0 = ti- [pc pe [a — az she] 


PN 7 ORI. A  îă 
| no = ae a nf 


t=0 
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în care; 
aa RL + Rl, . 2 __ Ry Ra 


XLL— MLM i poe 
Folosind integralele lui Duhamel, curenții i, (£) și i;(£) rezultă: 
p(t) = Uo(0) -ipi (t) + t% * ip: 
is(t) = Uo(0) + isa?) + t * isı 


Înlocuind și efectuînd integrările, se obtine: 


: U a aU R + PiL i 
EE a ae E E N E E E 
ipl ) R, ( Ae 2B(LiLa — i + a) (e a 
z Ra + Pale (e$: RS o] 
Pa(Pa + a) 
. n __ O MUsa eT% 4 B ) OEN i | 
1,(£) = LiL, — M? [e Vaa B sh į — arg th —— -+ (a — a — pe z 


unde: 
$ı=—a+ß; f= —a—p 


Problema nr. 5.92. La bornele circuitului din figura 5.92, aflat în condiții 
inițiale de repaus se aplică în momentul / = 0, tensiunea: 


u(t) = Uyll—e-%]; a>0 


Să se determine variația în timp a tensiunii ue(Z), secundarul fiind în gol. 
Solutie : 
Deoarece secundarul este în gol, 
di 
t) = M —= 
u(ż) 7 
Curentul i,„(£) care se stabileşte la aplicarea la borne a unei tensiuni treaptă 
U, a fost determinat la problema nr. 5.36. Răspunsul tranzitoriu în tensiune 
se obține făcînd U, = 1: 


[A 

di M  —— 

u(t) = M — =—e f, 
di U,=0 Rt 
unde: 
L 
To 
RıR, 
R, T R, 


Răspunsul u(ć) se determină cu 
ajutorul integralei lui Duhamel: 
4 


a 


a ul) = 340) u(t) + ug m = 
ult) | = 


P 1 
= a, ea (i d 3) ac 
1 
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Rezultă: 


t 
u(t) = F A -U ole * — e7”) 


Problema nr. 5.93. La bornele unui circuit R—L serie se aplică în momen- 
tul î = 0 tensiunea la borne sinusoidală: 


ualt) = Un sin (ot + y) 
Să se determine curentul din circuit, folosind 
metoda răspurisului tranzitoriu. 
Soluție : ra e 


Răspunsul tranzitoriu în curent $å circuitului 
la excitarea prin. tensiunea treaptă unitate este: 


t 
1 — — 
ue]; t= 
Folosind următoarea (orii a integralei lui 
El cl: 


ile) = ul) (0s) HG mult) inte — E) d, 


în care: 


(7) = 


us(8) = Unsin (a + y) = Z [eletty — e-Mettm)] 
j 


După efectuarea integralelor și gruparea convenabilă a termenilor se 
obține: 


(7) = 2 [sin (ot + y — 3) — sin (y — 9): Sel 


unde: 


P} g 


=a, wL 
E VR? t to); č = arc te n 
Se observă că în cazul: în, ce API circuitului se face astfel încît y = Y; 


componenta de regim tranzitoriu lipsește, curentul avînd în acest caz numai 
componenta de regim permanent. 
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Problema nr. 5.94. Circuitul din figură este 
supus în momentul ź = 0, unei tensiuni la 
borne sinusoidale: 


u(t) = U, sin (ot + Y) 


Să se determine curentul din circuit folo- 
sind metoda răspunsului tranzitoriu. Circuitul 
i se află în condiții inițiale de repaus (t = 0, 
U,(0) z 0). 


 Soluţie : 


t 
Răspunsul în curent la o excitație treaptă 
unitate a fost determinat la problema nr. 5.20 
URAS și este: 
il = T e-a sh fi, 
unde: 
5 PARI IA 1 
= — , = Va — Qo, Ogo = = 
x 2J, B y (0) 0 VLC 


Folosind integrala lui Duhamel sub forma: 


i() = 300) ialt) + (w (E) aë — E) dk, 
în care: 
u'(E) = oU, cos (oë + y) = t [eitettn + e-iot-v)] 


; 1 
f — E) = e 0tt—E) feBl-E) — e—Blt-E) 
i — =l e-e] 
se obține, după efectuarea integralei și gruparea convenabilă a termenilor: 
(0) =E e-e sh pt + Ze sin (ot + y — 9) — 


ge i 


— = [sin (y — ọ) (chp + 3-sh e) + cos (y — p) -g sh g|? 


unde: 


Problema nr. 5.95. Un circuit R—L—C serie al cărui condensator este 
încărcat la tensiunea “e, este pus în momentul £ = 0 sub tensiunea la borne: 


u(t) = U,„ sin (af + y) 
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Să se determine curentul din circuit şi condi- R L 


țiile în care regimul tranzitoriu lipsește, folosind 

metoda răspunsului tranzitoriu. 

Solutie : { C 
Reprezentînd tensiunea inițială a condensa- 


torului printr-o sursă echivalentă, se constată 
că problema se poate reduce la o problemă cu 


condiții inițiale nule, tensiunea la borne fiind: t R L 
ul) = wl) — Ua \ i 
u 
Răspunsul tranzitoriu este: p îi 
Co 
i — Í o-a b 
a) = BL ic Fig. 5.95 


unde: 


R tal RE nule 0 IEPURE e 
& = — ; B = Væ — a; o = FIE 


Folosind integrala lui Duhamel sub aceeași formă ca în problema prece- 
dentă, se obţine rezultatul: 


Uo sin — Uco 


i?) => BL 


e7% sh Bt +- = sin (ot + y — e) — 


— a e=“ [sin (y — e (ch Be + Ž sh ge) + cos (y — g) & sh g), 


unde: 


= 2 L — — = == memenne 
Z a + G z) ; p=arctg = 
Componenta tranzitorie dispare dacă sînt satisfăcute condițiile: 


1 
A a L C 
Y=9 şi Ua = Uosin e -$ )= — Us, 


în acest caz curentul avînd numai componenta de regim permanent: 
Uo 
i(t) = 2 sin wé 
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Capitolul 6 


SINTEZA CIRCUITELOR ELECTRICE LINEARE 


6.1. BREVIAR DE SINTEZA CL UITELOR ELECTRICE LINEARE 


6.1.1. INTRODUCERE 


Sinteza unui circuit electric pasiv, linear și invariant în timp constă în 
determinarea elementelor de circuit ideale (rezistoare, bobine, condensa- 
toare, transformatoare ideale), a parametrilor lor și a schemelor lor de legă- 
tură în circuitul electric, astfel încît acesta să răspundă într-un mod impus 
unor excitații exterioare, atît în regim permanent, cît și în regim tranzitoriu. 

Procesele tranzitorii și permanente din circuitele electrice lineare depind 
de felul dependenței răspunsului circuitului de frecvența excitaţiei (tensiunii 
aplicate, curentului injectat) din exterior. Deci sinteza circuitelor electrice 
lineare duce în mod obișnuit la determinarea structurii schemei și a para- 
metrilor elementelor de circuit ale acesteia după caracteristica (sau functiunea) 
de frecvență impusă circuitului; de exemplu, după dependența de frecvență 
a impedanţei, a admitanței sau a defazajului în cazul sintezei unui dipol, 
sau după dependența de frecvenţă a raportului de transmisiune, a atenuării, 
a parametrilor săi fundamentali etc. în cazul sintezei unui cuadripol. 

Determinarea (construcția) schemei unui circuit electric pasiv cu elemente 
de circuit lineare ideale care să aibă o caracteristică sau funcțiune de frecvență 
impusă (şi dată analitic sau grafic) se numeşte realizarea (construirea ) acelei 
caracteristici sau funcțiuni. Există funcțiuni de frecvență realizabile cu 
mai multe scheme (structuri) de circuit, funcțiuni realizabile cu o singură 
schemă (structură) și funcțiuni irealizabile sau neconstruibile cu nici o schemă 
(structură) de elemente de circuit ideale. 

Determinarea condiţiilor pe care trebuie să le îndeplinească caracteristicile 
(funcțiunile) de frecvență spre a fi realizabile este una din problemele sintezei 
circuitelor, ca și alegerea schemei (structurii) optime dintr-un anumit punc: 
de vedere, dintre schemele (structurile) capabile să realizeze o caracteristică 
(funcțiune) de frecvență dată. 

Se tinde ca în schema (structura) care realizează o caracteristică (funcțiune 
de frecvență dată să se cuprindă pe cît e posibil rezistoare și condensatoare. 
fiindcă bobinele au și capacități între spire și deci la frecvenţe înalte au c 
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schemă echivalentă diferită de cea de la frecvențe joase; de asemenea, trans- 
formatoarele, datorită pierderilor, au o schemă echivalentă care variază 
odată cu frecvența și eventual prezintă o diferență între coeficientul de trans- 
formare real și cel calculat. 

Metodele generale de sinteză a dipolilor sînt aplicabile și la rezolvarea unor 
cazuri de sinteză a cuadripolilor. 


6.1.2. PROPRIETĂȚI ALE IMPEDANȚEI ȘI ADMITANȚEI OPERAȚIONALE A 
DIPOLILOR LINEARI PASIVI 


r 
B 
$ 


Un dipol electric linear și pasiv. este caracterizat prin impedanța sa opera- 
1 


tională Z(£) sau prin. inversa ei, admitanța operațională Y(£) = E 
P 
unde $ = o + jo este variabila cor% Jexă din transformata Laplace. 
Considerente elementare efectuate “cu ajutorul teoremei curenților ciclici 
arată că impedanţa respectiv admitanța unui dipol linear și pasiv, format 
din elemente de circuit discrete, se exprimă prin raportul a două polinoame 


în variabila complexă f, fără rădăcini comune: 


: n-i 
Z(5) E 1l- — PP) m cae An—ıP — + .+ap + ao (6.1) 
Y Q(p) bmp” + bmp” +... + bip + bo 


adică printr-o funcțiune rațională de %. 

Distribuția zerourilor și a polilor funcțiunii Z(%) în planul complex £ deter- 
mină dependența de frecvență a proprietăților circuitului electric linear dat, 
de care depind procesele tranzitoriu și permanent din acel circuit. 

Dacă dipolul e pasiv și conține cel puțin un rezistor, orice regim liber al 
circuitului, cînd bornele sale de intrare sînt în gol sau scurtcircuitate, se amor- 
tizează în timp, curenții și sarcinile inițiale care determină acumularea ini- 
țială de energie tinzînd către valorile lor de echilibru, energia electromagnetică 
disipîndu-se prin efect Joule. Deoarece soluţiile de regim liber (curent sau 
tensiune), sînt de forma unor sume de funcțiuni exponențţiale de timp, ai căror 
exponențţi sînt polii admitanței operaționale (sau zerourile impedanţei opera- 
tionale), respectiv polii impedanţei operaţionale (sau zerourile admitanţei 
operaționale), rezultă că impedanța operațională Z(4) și admitanța operatio- 
nală Y(2) a unui dipol linear pasiv au toți polii și toate zerourile situate în 
semiplanul stîng al variabilei complexe 5, Re $ < 0. În cazul dipolilor nedisi- 
pativi L—C, există soluții de regim liber neamortizate, corespunzătoare unor 
poli sau zerouri situați pe axa imaginară p = Jo. 

Coeficienţii a, şi b, din expresia impedanţei (admitanței) operaționale sînt 
reali, ei provenind prin operații algebrice din parametrii (reali) ai elementelor 
constitutive ale circuitului (rezistențe, bobine, condensatoare). 

De aici rezultă că zerourile și polii complecși ai funcțiunilor Z(2) sau Y(7) 
sînt întotdeauna doi cîte doi complex conjugați. 

Se mai demonstrează că pot exista zerouri și poli multipli în semiplanul 
stîng; exceptînd axa imaginară, pe care zerourile și polii pot fi numai simpli. 
De aici mai rezultă că gradele polinoamelor P(4) și 92) din expresia (6.1) 
nu pot diferi cu mai mult de o unitate, deoarece numai în acest caz zeroul sau 
polul de la infinit sînt simple. 
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fe[pj=0 


Fig. 6.1.2 


m a 
sa Aa 


Fig. 6.1.3 


În cazul dipolilor pasivi îti regim permanent 
sinusoidal 2 = jw, defazajul între tensiune și 
curent, deci și argumentul funcțiunilor Z(jw) 


sau Y(jw) este cuprins între — E şi +- z Şi este 


T a . . © o 
+ - în cazul dipolilor pur reactivi (care nu 


conțin decît bobine și condensatoare). În acest 
din urmă caz, ţinînd seama de faptul că zerou- 
rile sau polii sînt simpli și pur imaginari, re- 
zultă că ei trebuie să alterneze şi că numărul 
total de zerouri și poli este impar, în origine 
aîlîndu-se un zero sau un pol (fig. 6.1.2). 


Cîteva exemple concrete ilustrează repartiția 
zerourilor și a polilor impedanței operaționale 
a unor dipoli pur reactivi. 

În cazul dipolilor de tip R-L sau R-C, ze- 
rourile și polii impedanței sau admitanței sînt 
situați numai pe semiaxa reală negativă. Deoa- 
rece în cazul regimului permanent sinusoidal, 
defazajul între tensiune și curent, deci și 
argumentul funcțiunii Z(jœ) sau Y (jœ), nu poate 


. . TT v v 2e o . 
atinge valorile + P rezultă că polii și zerour ie 


acestor funcțiuni nu pot fi decît simpli și trz- 
buie să alterneze (fig. 6.1.4), numerele de poli 
și de zerouri nu pot diferi cu mai mult de o 
unitate, iar numărul total de zerouri și poli este 
impar. De asemenea, la dipolii R-L, originea 
poate fi un zero sau dacă nu este cel mai apro- 
piat de origine, este un zero. Dimpotrivă, la 
dipoli R-C, originea poate fi un pol, iar dacă nu 
este, cel mai apropiat de origine este un pol. 

Distribuţia zerourilor și a polilor impedanței 
sau admitanţei operaţionale în planul complex 
furnizează deci informații atît asupra caracteru- 
lui și structurii interne a dipolului, cît și asupra 
dependenţei de frecvență a proprietăţilor lui. 

În cazul dipolilor pasivi în regim periodic 
sinusoidal, puterea activă primită de circuit 
nu poate fi negativă: 


P = Re Z(ju) I? = Re Y(jo) U? > 0; 


rezultă că partea reală á impedanței complexe 


și partea reală a admitanței complexe sînt po- 
zitive pe axa imaginară. Ținînd seama, în plus, 
de faptul că funcțiunile Z(%) și Y(p) sînt ana- 
litice în semiplanul Rep > 0, valorile extreme 
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ale părților lor reale pot fi atinse numai 

pe frontieră, deci ele vor fi pozitive în 

întregul semiplan drept: HF 
PeZ(9) > 0, PeY(5) > 0, pentru 


Rep 2 0 (6.2) 

De asemenea, este evident că pentru 

valori reale ale lui 4, funcțiunile Z(%) și 
Y(4) iau valori reale. O astfel de func- ef j pa 

tiune, reală pentru valori reale ale argu- 

mentului și cu partea reală pozitivă pentru 


valori ale argumentului situate în semipla- 

nul drept, se numește funcțiune pozi- 

tiv-reală. F H} 
Rezultă deci că impedanța și admi- 


tanța operațională a unui dipol linear și 
pasiv sînt funcțiuni pozitiv-reale. 
O funcțiune pozitiv-reală rațională se i 


numeşte de tip Brune, deci funcțiunile 
Z() şi Y(p) sînt funcțiuni de acest tip. =f F 
Oricărei funcțiuni de tip Brune i 


se poate asocia un dipol linear și pasiv 

care să aibă acéastă funcțiune ca Fig. 6.1.4 

impedanță sau admitanță operațională. 

Această afirmație se demonstrează arătînd că o funcțiune de tip Brune are 
proprietățile impedanței sau admitanței operaționale, relative la situarea 
polilor şi zerourilor în planul complex. Rezultă deci că pentru sinteza unui 
dipol linear și pasiv cu o impedanţă sau admitanţă operațională dată, condiția 
de realizabilitate fizică constă în caracterul de funcţiune de tip Brune a impe- 
danței sau admitanţei date. | 


6.1.3. SINTEZA UNUI DIPOL LINEAR ȘI PASIV CU O CARACTERISTICĂ 
DE FRECVENŢĂ DATĂ 


Sinteza unui dipol linear și pasiv constă în determinarea elementelor, a 
valorilor lor și a modului de conectare, astfel încît impedanţa sau admitanța 
operaţională a dipolului să fie exprimate printr-o funcțiune dată. Acest dipol 
este realizabil dacă funcțiunea dată este de tip Brune, ceea ce se verifică, 
după cum se poate constata din cele de mai sus, examinînd succesiv dacă 
sînt îndeplinite următoarele condiţii necesare și suficiente: toţi coeficienţii 
polinoamelor să fie reali (condiția de realitate a funcțiuni), să nu existe poli 
în semiplanul drept (condiția de analiticitate), polii de pe axa imaginară să 
fie simpli, iar reziduurile relative la aceşti poli să fie pozitive, la p->co funcţi- 
unea să aibă un pol simplu — un punct ordinar sau un zero simpiu — și 
partea reală a funcțiunii să fie nenegativă pentru punctele situate pe axa. 
imaginară. 

Sinteza dipolilor se realizează prin diferite metode, printre care metoda 
eliminării succesive a zerourilor sau a polilor și prin metoda descompunerii 
în fracție continuă. 
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Cr ; Cx 
L se = eC oo C,= 
la =Z l i e 
“o Gaga 
Fig. 6.1.5 


a. Metoda eliminării succesive a zerourilor sau a polilor. Fiind dată funcțiunea 
Z(p) sau Y(4) se separă mai întîi polii situați pe axa imaginară (£ = + jox)» 
inclusiv originea și punctul de la infinit (dacă este cazul). Aceasta conduce 
la exprimarea funcțiunilor date prin relații de forma: 


Z($) = aop +% + Dag + ZA), (6.3) 
respectiv: 
YA) = ep + De + YA) (6.4) 


în care Z,(2), respectiv Y,() sînt de asemenea, funcțiuni raţionale pozitiv- 
reale și se numesc funcțiuni de reactanță, respectiv susceptanță minimă. Rela- 
tiile (6.3) sau (6.4) conduc la realizarea circuitelor reprezentate în figurile 6.1.5 
sau 6.1.6. În acest fel, problema se reduce la realizarea unui dipol avînd 
impedanța Z,(2) sau admitanţa Y,(4). În cazul în care aceste funcțiuni nu au 
poli în semiplanul stîng, ele vor fi constante și vor fi realizabile fizic prin 
rezistoare. Dacă polii acestor funcțiuni sînt situați numai pe semiaxa reală 
negativă, ele sînt realizabile fizic prin dipoli R—L sau R—C. În acest scop, 
aceste funcțiuni se descompun în fracții simple de forma: 


Oo (6.5) 
Lo i 
respectiv, 
L A 
pF Yil) = y (6.6) 
| P l z P+ Àk 
L 
koH în cazul în care există un zero în origine, sau de forma 
| | 
Lm Z($) = Pe 6.7 
= 1(£) = Bo + 2 a (6.7) 
Pa = E a i = a respectiv, 
Lotz ice = a 
i i Yi($) = Bo D i (6.8) 
Fig. 6.1.6 T Àk 
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în cazul în care nu există un zero în origine. Dipolii corespunzători sînt repre- 
zentaţi în figurile 6.1.7, 6.1.8, 6.1.9 şi 6.1.10. 

În cazul general, funcțiunile Z,(2) sau Y.(2) pot avea și poli complecși. 
În acest caz, dacă ele au zerouri pe axa imaginară, care sînt poli pentru func- 
țiunea inversă, ei se vor separa mai întîi pentru aceasta din urmă, prin relații 
de tipul (6.3) sau (6.4), rezultînd alte funcțiuni Y2(4) sau Z„(4). Separarea 
polilor și a zerourilor se repetă de cîte ori este posibil, pînă cînd eventual se 
obțin elemente direct realizabile. 

Se poate începe și cu eliminarea zerourilor de pe axa imaginară, în locul 

polilor. În acest caz se va obține o schemă de dipol diferită de cea de mai 
înainte. În funcție de condiţiile impuse se va alege o schemă sau alta. 
b. Metoda descompunerii în fracţie continuă. În figura 6.1.11 este reprezen- 
tată o schemă lanț, a cărei impedanţă poate fi exprimată sub forma unei 
fracții continue și care, de asemenea, corespunde unei funcțiuni avînd o expresie 
de tipul (6.1). 

Descompunerea funcţiunii fracție rațională date Z(2), în fracție continuă 
se realizează împărțind numărătorul cu numitorul și prelungind operaţia 
pînă ce expresia obținută ca rest reprezintă o impedanţă sau admitanţă a unui 
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dipol cunoscut, care va constitui o verigă terminală a schemei lanț corespunză- 
toare acestei descompuneri în fracție continuă: 


Z(£) = Z, + (6.9) 


n 


În funcție de modul cum sînt dispuse polinoamele la numărătorul și numi- 
torul funcțiunii fracție rațională date, adică de modul ordonării după grade 
crescătoare sau descrescătoare ale lui Ș, fracțiile continue obținute — și deci 


și schemele lanț. corespunzătoare — vor avea o forma sau alta. Uneori este 


îi au SIA ant 1 
mai convenabil să se descompună în fracție continuă funcțiunea Y(4) = —» 


Z (p) 
obținîndu-se în funcție de modul de.ordonare a gradelor lui 4, scheme lanţ 


suplimentare diferite. Se poate efectua și o descompunere în fracție continuă 
la care în procesul împărțirii, la început să fie respectată o anumită ordine de 
dispunere a gradelor lui 2, iar apoi alta. 

Unele sau chiar toate variantele de descompunere în fracție continuă, 
pot să nu permită realizarea fizică a dipolului. - 


6.2. SINTEZE DE DIPOLI ELECTRICI 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 6.1. Să se arate că funcțiunile: 


pr+4p+l pP? + 3p 
oe o OS ORE IRT a 
ř#+p+1 p* + 10 p +9 


sînt funcțiuni de tip Brune, deci că aceste funcțiuni pot reprezenta impedanta 
sau admitanța operațională a unor dipoli realizabili fizic. 


Solutie : 

Ambele funcțiuni sînt funcțiuni raționale de variabila complexă Ș, cu coefici- 
enți reali, iar gradele numărătorului și numitorului sînt egale în cazul funcțiunii 
F(2) și diferă cu o unitate în cazul funcțiunii G(4). 

Polii funcțiuni F(5), 


I aal 
Pese S 
sînt situați în semiplanul stîng Re p < 0. Polii funcțiunii G($), 
bia = +j ȘI z4 = = 3j 
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sînt situați pe axa imaginară, dar sînt simpli, iar reziduurile relative la acești 
poli sînt pozitive: 


Pee G(P)| = (z— i) GÜ) = = Rer G(p) 


Ps 


Pi 


Ree G(p)| = (z —3i) G(3i) == Ree G(7) 


Pa 


Pa 


Părţile reale ale celor două funcțiuni sînt nenegative pe axa imaginară: 


SIRE ORA (1 + 02) 
Re F(jo) = TIET URC) > 0 


Re G(ju) = 0 


Ambele funcțiuni satisfac deci condiţiile necesare și suficiente pentru a fi 
funcşiuni de tip Brune. 
Probiema 6.2, Să se examineze dacă funcțiunile: 


PAL, —_ P+3p+1, 
a a i; 


Poa ml ao a lu A 
j (p? + 2) (pP? + 6p? + 5p + 12) 


sint funcțiuni pozitiv-reale. 


Solutie : 

Funcțiunea F(p) nu este funcțiune pozitiv-reală, deoarece are poli dubli 
£= + j/2 pe axa imaginară. 

Funcțiunea F,() nu este nici ea funcțiune pozitiv-reală, deoarece partea 
sa reală nu este nenegativă pe axa imaginară: 


Re (E, (io) = 


(92 


ta pentru |o| > 1 
<0 pentru |o] < 1 


Funcțiunea F}(%) este pozitiv-reală, deoarece toți coeficienţii săi sînt reali, 
gradele nurnărătorului și numitorului sînt egale, nu are poli în semiplanul 


Re p > 0, polii p = + j/2 de pe axa imaginară sînt simpli, reziduurile cores- 
punzătoare sînt pozitive: 


Te EP) | yr = O F IVD FE V3) = 


iar partea reală este nenegativă pe axa imaginară: 


et Gaee e 0 


3602 — 022 + (5 — o?) 
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Problema nr. 6.3. Să se reprezinte distribuția polilor și a zerourilor funcţi- 
unilor: 


N E RER a: d DRE 
> p(p2+ 3p + 2)’ 
F == P41, A 
(2) (P + 2) (p + 3)’ 

p —9 , 
F;($) = 


pt + 5p2+ 4 


în planul variabilei complexe p și să se arate care din aceste funcțiuni sînt 
p ozitiv-reale. 


Solutie : 
Funcțiunea F,(4) are zerourile: 


ps] 
și polii (fig. 6.3, a): 
P=0,p=—1,42=—2 
Funcțiunea F(p) are zeroul p = —1 și polii (fig. 6.3, b): 

pa p=-3] 
iar funcțiunea F,($) are zerourile: 

p= 5, = i 
și polii (fig.[6.3, c): 

pk pE] 


Funcțiunile F,(4) şi F,($) sînt pozitiv-reale, în timp ce funcțiunea F;(Ż) 
nu este pozitiv-reală. 


o ZE/OUTI 
x poli 


Fig. 6.3 
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Problema nr. 6.4. Să se construiască o schemă de dipol din elemente R—C 
a cărei impedanţă Z(5) să aibă zerourile 2, = — 1, fa = —4 şi polii fo = 0, 
pa = —3 Și p, = —6, iar (PelZ(jo)] = 5 Q pentru w = 0. 
Soluţia întîi : 


Impedanța operațională Z(2) va avea expresia: 


PP — Pa) (P — Pa) p(p+ 3)p + 6) 
Coeficientul H se află din ultima condiţie: 


Z(5) =H (p — Pı) (P — P3) =H (p+ 1)(p + 4) 


Re [Z(jo)l0 = T = 5, 
din care rezultă: 
H = 30 


Funcțiunea Z(7) se descompune în fracții simple de forma: 


Zp 250 ea 
p P= Pi P= Pa 


3 


coeficienții a, fiind reziduurile relative la polii respectivi și avînd valorile: 
date de relaţia: 


ay = ((5 — Pi) Z(P)lpe 
Se obține: 


4 20 
18 3 


sets (E SE De 34) 20 
— 3(—3+6) 3 
mp HEERDEN 0 
— 6(— 6 + 3) 3 
Schema corespunzătoare este re- 
prezentată în figura 6.4,.a, valorile 


: si Rə R 4 
elementelor rezultînd din relațiile: 
C 
1 3 , 
Co = — =F Cea 
ag 20 
1 1 c $ ý 
A Ak 
C=; R=- EA (> 
ak PxCk Pk 
şi se obține: A, C, 
3 3 
C= F:; G =F; 
2 20 s b 
20 5 f. C 
Fig. 6.4 
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Soluța a doua: 
Admitanța operațională a dipolului are expresia: 


1 p(p+3)(p +6) 
Vp) = -— =P t90 
Z(p) 30(p + 1) (p + 4) 
Această expresie se poate descompune în fracții simple: 
a 
Y(£) = ap +—— + 
P — Pı P— Ps 
în care: 
49 = lim YP) = A 3 
g> P 30 
Y(p) 


iar coeficienții 4, Și az sînt reziduurile funcțiunii și sînt dați de relația: 


Ag = [e — 20%] ; k= 1,3 


Pk 
Se obţine: 
ja CITI 1 
1 30 (—1 + 4) 9 
pa (CALDA TO_1 
3 30 (—4+1) 45 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.4, b. Valorile elemen- 
telor sînt date de relațiile: 


Ca = da = —F 
j 0 30 
1 1 
R,=—j CC Eee E eta 
ay RkPk Pk 


obținîndu-se: 


dara oana ca a 
Ca Cao 


Problema nr. 6.5. Să se construiască schema unui dipol compus din elemente 
R—C, a cărui impedanță să aibă zerourile în punctele p; = — 1 și f = — 3 
și polii Po = 0, fa = — 2, iar (PeZ(juw) = 12,5 Q, pentru w = 0 
Soluția întâi : 

Impedanța operaţională a dipolului are expresia: 

H(4) 2a 1 P—PO(P — P3) — H (P + 1) (p + 3) 
P (P — Pa) P (P + 2) 
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Din ultima condiţie, rezultă: 


(o (a 
Re [Zljo)]o=0 =H = 125 
R 
din care se obține: f, 2 
H = 10 
Se separă polul din origine: R2 


Ip) = + Z) = EE 


a ° 
Termenul — corespunde unui condensator 
p 


cu capacitatea 


conectat în serie. În continuare, fracția 
Z,(2) se dezvoltă în fracție continuă: 


10 p + 25 1 1 
zp) = Pt Ba = 
p+2 p +2 Zyl 
25 + 10 p EF 
EA 
5 
_ 1 
Ra l 
25 gy 1% 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.5, a, în care: 
R, = 2 = 12,50; R, = 509; C, =F 
2 125 


Soluția a doua : 
Se descompune impedanța Z(/) în fracții simple: 


Z(p) = b, br EL p -1 
O T 
în care: 


b= lm Zíb) = 10 

ao = (5Z(8)lp=0 = 

as = [{$ + 2)Z(£)lp=-2 = 5 
463 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.5, b, elementele avînd 
valorile : 


Ri =b, = 109 
(Otita, atat o IO ei ep e 
do 15 az 5 


Soluția a treta: 
Admitanța operațională a dipolului 


(5) = i setei PPI) e 
Z(p) 10 (p + 1) (p + 3) 
se descompune în fracții simple: 


vip p ap 
(2) PC SEE 


în polii f ṣi fa: 


Ld (3 sa. . A Lă . e. eo Y 
Coeficienţii a, și az sînt reziduurile funcțiunii E) 
P 


[one], 


a= [lo + 3) XP ea air 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.5, c, elementele 
avînd valorile: 


Ra =9005 Ry 20Q: 


a, 03 
Cacia 
i Pi 2 
C, = — Mae P E 
P3 60 
Problema nr. 6.6. Să se realizeze o schemă în lanț din elemente R— SI î 
cărei impedanță operațională să aibă polii o= 0, f= — 2, p, = 
zerourile 2, = — 1, p = — 3, iar Re [Z(jvo)] = 3 Q, pentru w = 0. 
Soluţie : 
Impedanţa operațională a dipolului are 
expresia : 
Ca Z(p) = H (P — Pı) — P3) _— 
P(P — Pa) (P — Pa) 
E +, (Pp + 1) (p + 3) 
Fig. 6.6 P(P + 2) (p + 4) 
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coeficientul H rezultînd din ultima condiţie: 


i 7 96 
Z -0 = H— = 3; H =— 
Re [Z(jo)]o=0 ze = 
Se obține: 
SC pia pa Ei 
7 7 7 


Z($) = — 


pP? + 6p* + 8p 


Pentru realizarea unei scheme în lanț, se dezvoltă funcțiunea Z(4) în fracție 
continuă : 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.6. Elementele au 
valorile : 


To _ 7 pg. E 
C= i Ca -z F; Cs F; 
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7 7 
Problema nr. 6.7. Să se realizeze schema unui dipol a cărui impedanță 
operațională Z() are zerourile în punctele 2, = 0, f = — 2, p; = — 4 ṣi 
polii în punctele f = — 1, f, = — 3. În plus, se dă 


lim Re [Z(jo)] = 2Q 


Soluția întâi 
Expresia impedanţei operaționale a dipolului este: 


Z(p) =H P(P — Pa) (P — Ps) _ ppPP+ 2(p + 4) 
(P — P2) (P — Pa) (Pp + 1) (p + 3) 


Din ultima condiție, rezultă: 


; A : 204 + 14%? 
lim Re [Z(jo)] = lim H +e _ — 
W> o O> oO wt + 102? +9 


din care se obține: 


H=| 


În continuare, impedanța opera- 
țională se descompune în fracții 
simple: 


i Zep REL ARE RE A 
P — Pa P— Pa 
în care coeficienţii a, și a, sînt re- 
ziduurile funcțiunii ZP) în polii fa 
5 : p 
ȘI Pa: 
Z( 3 
n =|(6 =b) 2 = 
Pe 2 
Zip) 1 
c zaii getea PEA 
da E Pa) > | A 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.7, a. 
Valorile elementelor sînt: 
Lo=lH 
Ra = a = 1,59; R, = 4 = 0,59 
lg 


I. A E E 
P2 Pa 6 


Soluția a doua: 
Admitanţa operaţională a dipoluiui este: 
1__ (P+Dp+3) 


Y (5) = — 
(2) Z(p) p(p+2)(p+4) 
ȘI se-descompune în fracții simple: 
Y oMi bee + Cs 
(2) P  p+2 p+ă 


coeficienţii a, fiind reziduurile aâmitanței în polii respectivi: 
x 3 
d = [FY (b)]p=0 = — 


8 
as = [(p + 2) Y(P)hp--a = 
3 


as = [( + 4) Y(b)l=-1 =3 


Schema corespunzătoare este reprezentaiă în figura 6.7, b. Valorile ele- 
mentelor sînt: 


a 3 a, 
Ry = —B = 80; R, = — Pisa 
G3 ER G; 3 


soluția a treia: 
Se dezvoltă expresia impedanţei operaţionale în fracție continuă: 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.7, c. Valorile ele- 
mentelor sînt următoarele: 


Cein L =/H; L; =-H 


R! =2Q:; R=20 


Problema nr. 6.8. Să se realizeze un dipol a cărui impedanță operațională 
să aibă expresia: 
3p? + 200p + 4.101 


Z(p) = 1 000 z 
p? + 100p? + 4 -104p + 4. 106 


Soluhe : 


La început se verifică faptul că funcțiunea dată Z(p) este o funcțiune pozi- 
tiv-reală. intr-adevăr, coeficienții sînt reali, gradele numărătorului si numi- 
torulut diferă cu 1, polii funcţiunii: 


bı = — 100, fa = 200j, p, = — 200j 


nu sînt situați în semiplanul drept, reziduurile relative -la polii de pe axa imagi- 
nară sînt pozitive: 


as = Rez [Z(p)]2=+;200 = 1 000, 


iar partea reală a funcțiunii este pozitivă pe axa imaginară. 
Pentru sinteza dipolului, se descompune impedantțta în fracții simple: 


7 __ __ du d 2azp 
(2) P— P, (P—P)(P+ Pa) 


în care 4, este reziduul din polul 2,: 
= Rez [Z(2)lp=—100 = 1 000 
și se obține: 


1 000 2.000 p ` 
p + 100 p2 -+ 4 + 10% 


Z($) = 
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Schema corespunzătoare este repre- 
zentată în figura 6.8, elementele avînd 
valorile: 


C i= =1000pF; R = — = 100 
ai Pı 
; 1 2a, 
2 42 pi 


Problema nr. 6.9. Să se realizeze un dipol a cărui impedanță operațională 
să aibă expresia: 


z(5) = 10 p? + 2 000 p? + 24. 105 
p? + 1000 p2 + 4-104p + 4. 107 


Soluție : 


Se verifică faptul că funcțiunea dată este pozitiv-reală. Într-adevăr, coefici- 
enții săi sînt reali, polii sînt simpli și nu sînt situaţi în semiplanul drept: 


By = — 1000, fa = j 200, fa = — j 200 
Reziduurile din polii de pe axa imaginară sînt pozitive: 
az = Rez [Z(P)]p=izoo = 1 000, 


iar partea reală este pozitivă pe axa imaginară. 


Rezultă că funcțiunea dată reprezintă impedanța operațională a unui 
dipol realiząbil fizic. Pentru sinteza acestui dipol, se descompune funcțiunea 
dată în fracții simple: 


Z( 2) tie at LD + 2a,p 
P — Pı (P — Pe) (Pp — Ps) 
coeficientul a, fiind cel de mai sus, iar a, fiind reziduul în polul ş.: 
a = Ree [Z(b)]p-- 100 = 10 


Rezultă: 


10p 2 000 p 
Z = — m L 
(2) saio p? + 4.10¢ 


Schema corespunzătoare este reprezentată în figura 6.9, valorile elementelor 
fiind: 


R, Z L, = —/ = 10 mH 
pm doza Pı 
C, = E EET 
2a, 2000 
W „= — 3 = 50 mH. 
Fig. 6.9 q + 106 
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Problema nr. 6.10. Să se realizeze un dipol a cărui impedanță operaţională 
să aibă expresia: 


Z(5) = u 2 100p% + 1 H . 104p? + 2 124. 106p? + 46. 100p + 4. 1012 
p5 + 1 100pt + 105 » 104p? + 544. 105p? + 404- 108p + 4. 10! 

Solutie : 

Funcțiunea de la numitor are polii: 

pı = + j 200, pe = — j 200 
pe axa imaginară. Se separă acești poli: 
ZIP) = — + Za) 
unde: 
wi = 4. 10%, 
iar 4 este reziduul funcţiunii Z() în aceşti poli: 
a, = R oz Z(5) |p= zizoo = pa = 1000 
S-au notat cu P,(2) și Q,(£) polinoamele de la numărătorul și numitorul 


funcțiunii Z(%). 
n această etapă, schema se va pre- 


zenta ca în figura 6.10, a, valorile i 
elementelor fiind: Z, 
C, = + = 500 pF G | a 
2a 


l 


2a 
oi 
Funcțiunea Z,() are expresia: 
11p3 4- 100p? + 11 - 106p + 108 
Za(P) = 3 2 4 7 
p -+ 1110p2 + 101.10%p + 10 


Ea are zerourile: 


p = j + 1000, fa, = — j 1 000, 


astfel încît aceste puncte vor fi poli ai 
admitanței: 


y. — P + 1110p? + 101 -10%p + 107 
211p + 100p? + 11 -106p + 108 


Se separă acești poli: 


2b, p 
Poe a 
2 Ppa TAA) Fig. 6.10 
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w = 10, 


iar b, este reziduul funcțiunii Y,(2) în polii fau: 
P e(P3) EA 50 


b, = Rez [Y(2)l=z: cuci Qa(P3) E 


P(£) și Q(Ż) fiind polinoamele de la numărătorul și numitorul funcțiunii 
o(f). Schema precedentă se va completa deci ca în figura 6.10, b, în care: 


2b, 


Ca = Č = 100 pF, 
3 


iar admitanța Y,(p) are expresia: 
_ _10+p 
XP aa i 


Această expresie poate fi descompusă în fracție continuă: 


See 


Admitanţța Y, va fi realizată prin schema în lanț care completează 


figura 6.10, c, elementele avînd valorile: 
Ry = 10-09 RR, = LO, da = 01LH. 


Capitolul 7 


CIRCUITE ŞI REȚELE ELECTRICE NELINEARE 


7.1. BREVIAR DE ANALIZA CIRCUITELOR ELECTRICE NELINEARE 


7.1.1. ELEMENTE DE CIRCUIT NELINEARE 


Elementele de circuit nelineare, adică avînd relații 
nelineare între tensiunile și intensitățile de curent elec- 
tric de conducție, pot fi elemente nelineare dipolare m [ 
(fig. 7.1.1) cum sînt rezistoarele nelirsare, cu rezistivi- 
tate dependentă de densitatea de curet din material, p An. 
condensatoarele nelineare, cu permitivitate a dielectri- 
cului lor dependentă de intensitatea cîmpului electric Fig. 7.1.1 


din dielectric și bobine nelineare, cu permeabilitate a mie- 
zului lor dependentă de intensitatea cîmpului magnetic din miez. 


7.1.2. CARACTERIZAREA ELEMENTELOR DE CIRCUIT NELINEARE 


Elementele de circuit nelineare se caracterizează fie direct 'prin caracte- 
ristica lor, fie prin parametrii lor statici și dinamici. 

7.1.2.1. Caracteristica elementului nelinear exprimă analitic sau grafic de- 
pendența uneia dintre mărimile lor (tensiune, curent, flux magnetic etc.) 
de alta sau de altele. 

Se utilizează, de exemplu: pentru rezistoarele nelineare, caracteristica ten- 
siune-curent: 


UR = ugli) (7.1) 
pentru condensatoarele nelineare, caracteristica tensiune-sarcină electrică: 
u, = uc(g) (7.2) 

și pentru bobinele nelineare, caracteristica flux-curenți: 
D — D(t, 12, . o .) (7.3) 
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Fig. 7.1.2 Fig. 7.1.3 


+ 
care în absența cuplajelor magnetice ia forma mai simplă: 
a j (7 
® = (1) (7.4 


În figura 7.1.2. sînt reprezentate cîteva exemple de caracteristici de 
acest fel, cu cîte o singură variabilă independentă purtată în abscise. Se 
deosebesc : caracteristici simetrice (a, b, c), caracteristici nesimetrice (d, e, f), 
caracteristici univoce (4, d, e) și neunivoce (b, c, f), caracteristici fără his- 
terezis (a,c, d, e, f) și cu histerezis (b) și caracteristici fără saturație (c, f) 
și cu saturație (a, b, e). 

Se mai deosebesc: caracteristici statice, valabile la variaţii lente ale mări- 
milor și caracteristici dinamice, valabile pentru variaţii repezi ale mărimilor. 

7.1.2.2. Parametrii statici și dinamici ai elementelor nelineare. intr-un 
punct P de pe caracteristica unui element de. circuit nelinear se definesc 
următorii parametrii ai elementului (fig. 7.1.3.): 

— rezistența statică a unui rezistor: | 


Nr 


S 


R, = = = kp tg a (7.5) 


— rezistența dinamică a unui rezistor: 
du 


Ri = R — fa tg B (7.6) 


— capacitatea statică a unui condensator: 


q \ 
= > = È ~ PI 
C îi „tg 2 Ae) 


— capacitatea dinamică a unui condensator: 


: d ' 5 
Ca = în = k, tg B (7.8) 


Ue 


= k, tg x (7.9) 


— inductivitatea proprie dinamică a unei bobine fără cuplaje magnetice: 


dO 
La = = k te B (7.10) 


— inductivitățile mutuale dinamice ale unei bobine avînd fluxul magnetic 
, parcurse de curentul +, și avînd cuplaje magnetice cu bobine parcurse 
a curenții t: 
209 
Lari z a (7.11) 
lk 
Cot.icienții k din formulele». de. definiție țin seama de scările folosite în 
construcția graficelor cate: 'reprezință caracteristicile. 


Parametrii statici și dinăiici ai; elementelor nelineare depind de punctul 
de funcționare. t A S 


Parametrii dinamici pot” avea, şi valori negative și anume pe porțiunile 


descendente ale caracteristicioi. ` gis 
3 na 


2 


i Ea A X E: 


„a 


7.1.3} CIRCUITE NELINEARE “ÎN “CURENT CONTINUU 


; 


Tl 3 1. Teoremele Jui Kirchhoff pentru circuitele nelineare în curent 
continġu. Teoremele au în cazul circuitelor de curent continuu formele: 


LDI T, =0 (7.12) 
DE = pa U, [1] (7.13) 


a ni ğ e ochi 


-ae . 
2 


i 

| 

| 

7.1 3: 2. Punct de fnckonare, Se ese punct de funcționare, punctul 

de pei caracteristica elementului nelinear determinat de regimul căruia îi 
este supusă funcționarea elementului; 

7.1.3.3. Teoremele lui Kirchhoff pentru micile variaţii lente ale mărimilor 

de stare ale circuitelor. Dacă o stare de referință a unui circuit e caracte- 


rizată prin valorile Exo, Ivo, Ury ale mărimilor sale și acestea au mici variații 
lente față de starea de referință, adică dacă: 


E, = Epo F eu Iy = fai; Us = Uko F Ur, (7.14) 


pentru aceste variații sînt valăbile următoarele relații care rezultă din cele 
două teoreme ale la ‘Kirchhoff: . E, 


E | i 4 Di = (7. l 5) 

i D : 4 a E] , 

i să Lise = 20 Ras (Iro) în (7.16) 
i Se see 


` 
“a s-a er. ~ 


7.1.3.4. Calculul circuitelor electrice nelineare de curent continuu. Se uti- 
lizează două clase principale de metode de calcul al acestor circuite: calcu- 
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lul grafic, bazat pe utilizarea nemijlocită a caracteristicilor grafice ale ele- 
mentelor nelineare și calculul analitic, bazat pe utilizarea unor aproximații 
analitice ale caracteristicilor acestor elemente. 


z „An R 


js 


a(U=0; 


7.1.3.5. Probleme de calcul frecvente. În cele 
rmai frecvente probleme de calcul de circuite ne- 
lineare survine caiculul sistemelor formate dintr-un 
rezistor nelinear în serie sau în paralel cu un 
rezistor linear sau nelinear. 

a. Rezistor nelinear conectat în serie cu un re- 
zistor linear (fig. 7.1.4). Punctul de funcționare 
al sistemului se obține intersectînd caracteris- 
tica U, = U,„(I) a elementului nelinear cu dreapta 
de sarcină în prezența rezistorului linear, care 
are ecuația: 


u= U, — RI (7.17) 


și intersectează axele în punctele: 


=) și BU=U,; I=0) (7.18) 


b. Două vezistoare nelineare conectate în serie (fig. 7.1.5). Caracteristica 
tensiune-curent rezultantă a sistemului se obține însumînd grafic — în 
ordonate — tensiunile la bornele celor două elemente nelineare, cu intensi- 
tatea curentului care le parcurge purtată în abscise. 

c. Două rezistoare nelineare conectate în paralel (fig. 7.1.6). Caracteristica 
tensiune-curent rezultantă a sistemului se obține însumînd grafic curenții 
din cele două elemente nelineare, purtați în abscise, cu tensiunea la borne 
care li se aplică, purtată în ordonate. 
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7.1.4. CIRCUITE NELINEARE ÎN REGIM TRANZITORIU 


7.1.4.1. Teoremele lui Kirchhoff. În cazul circuitelor nelineare în regim 
tranzitoriu au formele: 


di, (9) =0 (7.19) 
2, e(t) = 2 [urt + ucu(£) + o. (7.20) 


7.1.4.2. Calcuiul circuitelor electrice nelineare în regim tranzitoriu. Se 
utilizează următoarele clase principale de metode de calcul al circuitelor 
nelineare în regim tranzitoriu: calculul grafic, bazat pe utilizarea nemij- 
locită a caracteristicilor grafice ale elementelor nelineare, calculul analitic, 
bazat pe utilizarea unor aproximaţii analitice sau prin segmente de dreaptă 
ale caracteristicilor elementelor nelineare și calculul pe cale numerică, bazat 
pe înlocuirea ecuaţiilor diferențiale nelineare prin ecuaţii cu diferenţe finite 
corespunzătoare. 

7.1.4.3. Studiul circuitelor nelineare cu ajutorul reprezentării stărilor lor 
în planul fazelor. Dacă q, (k = 1,2, ..., n) sînt cele n mărimi de stare inde- 
pendente ale unui sistem fizic și q, = A sînt vitezele lor de variație în timp, 
se numește spațiu al fazelor sistemului, spațiul cu 2n dimensiuni care are 


drept coordonate mărimile: 
dy: (kr); (k == 1, 2, e.e) n) 


Dacă, în particular, sistemul are o singură variabilă de stare independentă q, 
spațiul fazelor devine planul fazelor q, q al sistemului. Orice transformare 
a unui sistem fizic poate fi reprezentată printr-o curbă în planul fazelor, 
numită /razectorie fazică, de-a lungul căreia g depinde deci într-un anumit 
fel de variabila q. Determinarea evoluţiei în timp a sistemului constă deci 
în determinarea traiectoriei sale fazice în condițiile în care se pune această 
problemă. 

În anumite cazuri, traiectoria fazică a unui sistem cu o singură variabilă 
de stare g poate fi determinată direct, iar în cazurile în care aceasta nu se 
poate realiza, pentru determinarea traiectoriei fazice a unui sistem cu o 
variabilă de stare q se utilizează metoda 1soclinelor. 

Se numeşte soclină locul geometric al punctelor din planul fazelor în care 
traiectoria fazică are pante egale, adică în care, dacă g se notează q =, 
există relaţia : 


SP — k = constant (7.21) 
dg 
Din ecuația integro-diferențială a sistemului și utilizînd identitatea: 
S R T 7.22 
A A r T A (7.22) 


se obțin pentru isocline ecuaţii de forma: 
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tga ka corespunzătoare diferitelor 

7 uh a bol de valori & ale pantei traiec- 
R2 G Fo 7I Ra Sak : ; v 
/ toriei fazice considerată ca 
tgp, te” e parametru. 

Trasînd un număr destul 
de mare de isocline cores- 
punzătoare tot atîtor valori 
ale pantei, traiectoria fazică 
se obține prin construcţia 
grafică indicată în figu- 
ra 7.1.7. care porneşte din 
punctul P, corespunzător 
condițiilor inițiale date. 

După comportarea pe care 
traiectoriile fazice obținute 
o au în vecinătatea unui 
punct din planul fazelor, se 
disting cazurile prezentate 
în figura 7.1.8. În această 
figură, se numește ciclu li- 
milă o traiectorie fazică În- 
chisă și izolată, pe care se înfășoară sau de pe care se desfășoară traiectoriile 
fazice alăturate. 


Fig. 7.1.7 


7.1.5. CIRCUITE NELINEARE ÎN REGIM PERIODIC PERMANENT 


7.1.5.1. Teoremele lui Kirchhoff pentru circuitele nelineare în regim 
periodic permanent. Leoremele sînt exprimate în cazul general prin rela- 
tiile (7.19) şi (7.20). În regim periodic permanent, aceste relații pot fi 
scrise pentru fiecare armonică v a tensiunilor și curenților în parte, sub 
forma: 


SiP o0 (7.24) 
nod 
y v, doM 
Dep = ek pati 49 (1.25) 
ochi oghi dt 


Aceste ecuații între componentele armonice ale mărimilor de stare pot îi 
reprezentate și în complex, însă, datorită nelinearității elementelor, armoni- 
cele de ordinul v ale acestor mărimi depind nelinear de toate armonicele. 

7.1.5.2. Teoremeie lui Kirchhoff pentru micile variații ale mărimilor 
de stare în jurul unui punct de funcționare. Dacă un punct de funcționare 
staționară, de referință, a circuitului e caracterizat prin valorile Ero» Ivo» 
Urgo Igos Pxo ale mărimilor de stare și dacă acestea au mici variații în jurul 
valorilor de referință, adică dacă: 


e(t) = Er + Aeslt); în(7) = Iro + Ailt) (7.26) 
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focar stabil 


nod nestabil 
p 
g 
J 
ciclu limit cichu limit ciclu limită 
stabil nesfabil semistabil 


Fig. 7.1.8 


sînt valabile pentru aceste variații următoarele relații care rezultă din cele 


aăcuă teoreme ale lui Kirchhoff: 


2 Ailt) = 0 (7.27) 
nod 
Do Ael) = D | Rabi t f Ard +E La) 028) 
ochi ochi Cak S dé 


în care valorile parametrilor dinamici corespund punctului de funcționare 
de referință. 
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7.1.5.3. Calculul circuitelor electrice nelineare în curent alternativ. Calcu- 
lul acestor circuite în curent alternativ se efectuează prin metode fie grafice, 
fie analitice. 

a. Calculul grafic. O primă metodă de calcul grafic utilizează caracteristi- 
cile exprimate prin relaţii între valorile instantanee ale variabilelor de stare. 
Cunoscând variația în timp a uneia din ele, modul de variaţie al altora se 
obține punct cu punct, prin construcţie grafică. 

O altă metodă de calcul grafic utilizează caracteristicile exprimate prin 
relații între valorile efective ale mărimilor de stare, care se obțin de obicei 
experimental, iar în locul mărimilor instantanee reale, care variază nesinu- 
soidal în timp, consideră mărimile sinusoidale echivalente, corespunzătoare 
valorilor efective considerate. 

b. Calculul analitic. O primă metodă de calcul analitic utilizează linearizarea 
pe porțiuni a caracteristicilor elementelor nelineare și folosește teoremele 
lui Kirchhoff pentru micile variații ale mărimilor în jurul punctelor de func- 
ționare de referință. 

O altă metodă de calcul analitic utilizează aproximări analitice ale carac- 
teristicelor elementelor nelineare. 


7.1.6. STABILITATEA CIRCUITELOR ELECTRICE CU ELEMENTE NELINEARE 


Existenţa parametrilor dinamici negativi face posibilă apariţia unor regi- 
muri de funcționare nestabile. Un sistem se numește stabil dacă, fiind supus 
unor perturbații trecătoare care determină variații destul de mici ale mărimi- 
lor corespunzătoare unei evoluții neperturbate, revine la evoluția inițială 
la un anumit timp după încetarea perturbaţiei. 

7.1.6.1. Criteriul algebric de stabilitate al lui Routh și Hurwitz. Ecuațiile 
lui Kirchhoff pentru mici variații ale mărimilor de stare în jurul unui punct 
de funcționare P, al unui circuit electric formează un sistem de ecuații integro- 
diferențiale ale cărui integrale de regim liber au forma: 


Aip = 20 Cp P (7.29) 
q 


în care mărimile g sînt soluțiile ecuației caracteristice a circuitului: 
ap” + ab +... F anp + ar = O (7.30) 


Circuitul este stabil dacă toate rădăcinile ecuației caracteristice au partea 
reală negativă (pentru ca variațiile să se amortizeze cu timpul). 

Criteriul Routh-Hurwitz exprimă condiția necesară și suficientă pentru 
ca sistemul (circuitul) să fie stabil în jurul punctului de funcționare conside- 
rat și anume sub forma, ca toți determinanții următori să fie pozitivi: 


4, (3 Ay... e oè +. Aoki 


49 do Aa e . o o . « Aok 2 
D, = O a, ag.. .. .. A3 (7.31) 
O aa Qq.. .. .. loka 


0 00...... ay 


Cazuri particulare : 


Ecuația caracteristică 


Condiţii de stabilitate 


Imp ) 


fie(2] 


_.p— 


dop? + ap + d = 0 Toți coeficienții să aibă același semn 
și să fie diferiți de zero. 

ap? + aP? + dab + a = 0 Toți coeficienții să aibă acelaşi semn 
și să fie diferiți de zero, iar: aaa — 
— 4943 > 0. 


După pozițiile din planul complex ale rădăcinilor ecuaţiei caracteristice, 
se disting cazurile fundamentale indicate în figura 7.1.9. 

7.1.6.2. Autooscilații. Autooscilațiile sînt oscilații neamortizate care apar 
în circuitele nelineare alimentate de surse de curent continuu. Energia nece- 
sară întreținerii oscilaţiilor e furnizată de sursele de alimentare. Se disting: 


oscilatoare armonice, în care apar osci- 
lații sinusoidale și oscilatoare de rela- 
xatie, în care apar oscilații nesinu- 
soidale. 

În planul fazelor, fenomenele de 
autooscilație sînt caracterizate prin 
cicluri limită. 


7.2. CIRCUITE NELINEARE 
ÎN CURENT CONTINUU 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 7.1. Un dipol este 
compus dintr-un rezistor nelinear a 
cărui caracteristică  tensiune-curent 
este dată în figură şi dintr-un rezistor 
linear R = 5 ohmi, legate în serie. 

a. Să se determine caracteristica 
tensiune-curent a dipolului; 
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(mA) În 


b. Dacă tensiunea la bornele dipoluiui este U, = 5 volţi, să se determine 
curentul, tensiunea la bornele rezistorului nelinear și la bornele celui linear. 


Solutie : 
a. Construcţia caracieristicii î(4,) a dipolului se face grafic, ca în figură; 
b. = 480 mA; Upg = 2,4 V; Ur = 2,5 Y. 


Probiema nr. 7.2. Pentru stabilizarea curentului din filamentul unui tub 
electronic se folosește schema din figura 7.2, care cuprinde un baretor a cărut: 
caracteristică tensiune-curent este dată în figură. Cunoscînd tensiunea nomi- 
nală la filamentul tubului U, 6,3 V şi curentul nominal în filament 
1, = 0,4 A, să se determine: 

a. Valoarea rezistenței R; 

b. Între ce limite poate varia tensiunea la borne, fără ca intensitatea cu- 
rentului din filament să varieze? 


Soluie : 
a. Intensitatea curentului din rezistorul R este: 


Se presupune că baretorul funcționează pe porțiunea orizontală a carac- 
teristicii, deci I = 1 A, Ię = 0,6 À. 


R =% =ê? = 10,5 Q; R= = êt = 15,7Q 
Ig b Ip 0,4 
b. Rezistența echivalentă este: 
AE 6250 
R+ R; 


Ducînd cele două drepte de sarcină extreme, care cuprind porţiunea ori- 
zontală a caracteristicii, se obțin valorile tensiunii la borne între care se 
manifestă efectul de stabilizare: 


U, = (17... 19,1) V 


Fig. 7.3 


Problema nr. 7.3. Stabilizatorul din problema precedentă este alimentat 
de la o sursă care are tensiunea la borne U, = 24 V. Pentru a se putea obține 
stabilizarea, se introduce în serie cu stabilizatorui un rezistor r. Să se deter- 
mine valorile între care poate varia rezistența 7, pentru a se obține efectul 
de stabilizare. 


Solutie : 


Se trasează cele două drepte de sarcină care îndeplinesc la limită condiția 
impusă. Valorile corespunzătoare ale rezistenţei totale a circuitului sînt: 


R, = (24) PER a E Eco) 
AJ ja i 


R, = (F3) =i 18 
2 


AI 1 
Valorile rezistenței adiționale sînt deci: 
T: = Ri, Ta R, == 1.35 Q 
ra = R, — R, = 11,75 Q 
Stabilizarea se va obține pentru: 
Sr Sr 
Problema nr. 7.4. Un termistor a 
cărui caracteristică  tensiune-curent 
U„(7) este reprezentată în figura 7.4 
este legat în serie cu un rezistor 
cu rezistenţa R — 2 M Q. Să se de- 
termine limitele între care poate varia 
curentul, fără ca tensiunea totală la 
bornele celor două elemente să va- 
rieze. 
Solutie : 


Tensiunea totală are expresia: 


U = RI + Uz 
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I(mA] b și se obține însumînd grafic ordo- 
(2) (1) natele caracteristicilor : 


ur = Url) şi Ur = RI 
Se constată că pentru I = 
= (1 ...2,5)u A, tensiunea rămîne 
aproximativ constantă și egală 
cu 17 volți. 


Problema nr. 7.5. Pentru stabi- 
lizarea tensiunii la bornele rezisto- 


LA 


1 20 SE. 40 50 69 y 8 w o w 
b 


Fig. 7.5 


rului R, se folosește schema din figura 7.5, a, care conține un termistor R,, 
a cărui caracteristică tensiune-curent este dată în figura 7.5, b (curba (7)). 
Să se determine valoarea rezistenței R, și limitele între care poate varia 
tensiunea U,, fără ca tensiunea U, să varieze și să se calculeze valoarea ten- 
siunii stabilizate. 
Soluţie : 

Tensiunea U, are valoarea: 


Ua = Rola + U(1)2 
Pentru ca U, să nu varieze, este necesar ca: 
AU, = 0 = R, ATI, -+ Rô 
de unde 
Ra = — Ra, 

Ra fiind rezistența dinamică a termistorului pe porțiunea descendentă și 
lineară a caracteristici, 

Fe (n) = 9100 

AI 


Se construiește caracteristica I(U,) însumînd grafic abscisele curbei (7) 
cu cele ale dreptei (2) (curba a) 


U = R, Ia 
În continuare, se construiește caracteristica grupului R}, R,, R (curba b) 
însumînd ordonatele curbei (a) cu cele ale dreptei: 
U = R Í 
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Din punctele P, și P, care mărginesc porțiunea pe care are loc stabilizarea 
se duc dreptele de sarcină corespunzătoare, determinate de rezistența R,. 
Se obțin cele două valori extreme ale tensiunii la borne, între care are loc 
stabilizarea : 

70 V Ş U, < 100 V 


Tensiunea stabilizată are valoarea: 
U; = 46,5 V. 


Problema nr. 7.6. Caracteristica tensiune-curent a unei lămpi cu incan- 
descență cu filamentul de wolfram este dată în figura 7.6, c (curba 7). Cu 
două asemenea lămpi identice și cu două rezistoare lineare R se realizează 
o punte. Într-una din diagonalele punţii se află o sursă cu tensiunea elec- 
tromotoare U,, iar la bornele celeilalte diagonale, aflate în gol, se măsoară 
tensiunea U}. 

Să se determine valorile pe care trebuie să le aibă rezistențele R pentru 
ca tensiunea U, să varieze cît mai puțin cînd tensiunea electromotoare a 
sursei variază. Să se traseze caracteristica U,(U,). 


Soluție : 
= RI— U, 


U= RI+U, 
Pentru ca U, să nu varieze, este necesar ca: 
AU, = RAI — AU, = RAI — RAI = 0, 


unde R, este rezistența dinamică a lămpii. De aici rezultă: 


Deoarece R; variază, se alege R în așa fel încît condiția (2) să fie îndeplinită 
într-un domeniu cît mai mare. Pentru aceasta, se ia rezistența R egală cu rezis- 
tența dinamică pe porţiunea liniară din caracteristica lămpii. Se obține: 


R= Ra = fFe) în eee sil 200) 
0,5 — 0,25 0,25 
Pentru a determina caracteristica Uz(U,) se duce dreapta Up = RI 
(fig. 7.6, c). Diferența ordonatelor Up — U, va da tensiunea U,, iar tensiunea 
U, este egală cu suma lor. Se obține curba din figura 7.6, b. Se observă că pentru 
un domeniu larg de variație a tensiunii de alimentare, tensiunea U, rămîne 
practic constantă. 


Problema nr. 7.7. Într-una din diagonalele unei punți Wheatstone se află un 
rezistor nelinear R, (fig. 7.7, b) avînd caracteristica tensiune-curent dată în 
figura 7.7, a. Să se determine curentul din acest rezistor. 


Se dau: E = 60 V, R, = 2 Q, R2=49,8=40,R,=30. 


Solutie : 


Se înlocuieşte partea liniară a schemei printr-un generator echivalent. 
Elementele acestui generator vor fi: 


=R R 7 
EaU = E| i TA AAA 
e ABO R, + R, R, +R, 


RR; 
R+ BR RER 


= 3,04 Q 


ui) 
Fig. 7.7 
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Punctul de funcţionare pe caracteristica elementului nelinear se obține 
trasînd dreapta de sarcină, definită de punctele: 
(U: = e Gata A) 
Re 
Se obţine: 
U =8V și I =2,07A 
Problema nr. 7.8. În două braţe opuse ale unei punți se află două re- 


zistoare nelineare de tirit, iar în celelalte brațe, două rezistențe lineare 
egale R. Tensiunea de alimentare a punţii este U, = 200 V. 


a. Să se determine valoarea rezistențelor R care echilibrează puntea; 


b. Să se determine variația tensiunii la bornele secundare ale punţii, 
dacă acestea se află în gol, iar tensiunea de alimentare este 200 + 20 V. 


Caractristica I(U) a rezistorului cu tirit este dată în figura 7.8. 


Soluție: 
4. La ecbilibru: 


U, = Up = 2 = 100 V 


Din caracteristica rezistoru- 
lui nelinear se obține pentru 


U = 100 V, I = 65 mA, 


100 


= = 1 540 Q 
65 » 103 
b Ura R =U; 
GRAU 


de unde 
Uac U, — 2, Uj 


Trasînd dreptele de sarcină 
corespunzătoare valorilor ex- 
treme ale tensiunii la borne, 
se obține: 


Fig. 7.8 


Un = 103 V „ = 220 — 206 = 14 V 
Uma = 96V  U,= 180 — 192 = —12 V 
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Problema nr. 7.9. Un generator de curent continuu are tensiunea electro- 
motoare E, iar rezistenţa sa interioară, nelineară, are caracteristica tensiune- 
curent dată în figura 7.9. 


Să se traseze caracteristica externă U,„y(]) a acestui generator. 
Solufie: 
Aplicînd teorema a II-a a lui Kirchhoff 
E= U,s + Ur 
rezultă: 
Ur = E — UB 


Fig. 7.9 


Se constată că la Ur = 0, Uag = E, I = 0, iar pentru Ug = E, U4p=0, 
IS A 

Caracteristica I(Uap) va trece deci prin punctele: Uig = E, I =Q şi 
Ug = 0, I = I,e Grafic, ea se va obține translatînd caracteristica I(U,) 
pînă în punctul (E, 0), apoi luînd simetrica sa față de o dreaptă paralelă cu 
axa ordonatelor, trecînd prin acest punct. 


Problema nr. 7.10. Se dă schema din figura 7.10, a în care Ry, ṣi Rna sînt 
două rezistoare nelineare ale căror caracteristici tensiune-curent sînt date 
în figura 7.10, c (curbele 7 și 2), Rs este un rezistor linear, iar E, și E, sînt 
două surse de curent continuu cu tensiunile electromotoare de 100 V, respec- 
tiv 140 V. 


a. Să se determine generatorul echivalent părții de rețea din stînga bornelor 
AB (fig. 7,10, b); 


b. Să se traseze curba de variație a curentului Z în funcțiune de rezistența R; 
c. Să se determine caracteristica U48 = f(I) a generatorului echivalent. 
Solutie : 


a. Folosind construcția grafică de la problema precedentă, se trasează 
caracteristicile I,(U„p) (curba 7') ṣi I2(Uuz) (curba 2') (fig. 7.10, c) 
Din teorema întîi a lui Kirchhoff: 


Ida 


Caracteristica rezultantă I(U 4p) se obţine deci însumînd ordonatele curbelor 
(7”) și (2') (curba (3)). Această caracteristică poate fi considerată ca fiind 
cea a unui dipol activ care conține o sursă avînd tensiunea electromotoare 
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-60 -60 -40 -20 


| SR UU) 


TOi | b 
A 20 40 60 80 100 120 140 
/L., 


Uas lY) 


e Fig. 7.10 f 
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E, = 110 V determinată de intersecţia curbei cu axa absciselor și un rezistor 
nelinear R,, a cărui caracteristică tensiune-curent se obține deplasînd curba 3 
în origine și luînd simetrica sa față de axa ordonatelor. În figura 7.10, d această 
caracteristică a fost desenată separat. 


b. Din punctul (E,, 0) se duc dreptele de sarcină corespunzătoare diferi- 
telor valori ale rezistenței de sarcină. Se obține curba I(R) din figu- 
ra 7.10, e. 


c. Caracteristica U„p() a generatorului echivalent a fost obținută la punc- 
tul (2) (curba 3, partea de deasupra axelor de coordonate) și a fost dese- 
nată separat în figura 7.10, f. 


OBSERVAȚIE. Caracteristicile celor două elemente nelineare sînt simetrice, însă ca- 
racteristica tensiune-curent a rezistorului nelinear echivalent nu mai este simetrică. - 


Problema nr. 7.11. Pentru stabilizarea tensiunii de alimentare a unor aparate 
electronice se folosesc circuite cu, diode Zener. Cunoscînd caracteristica ten- 
siune-curent a unei astfel de diode și tensiunea sursei de alimentare U, = 12 
volți, să se determine, pentru funcționarea în gol a stabilizatorului: 


4. Valoarea minimă a rezistenței R, pentru care curentul prin diodă nu 
depășește valoarea Ina = 30 MA ; 


b. Valoarea tensiunii stabili- 
zate; 
© c. Variația acesteia, cînd ten- 
siunea de alimentare variază între 
y limitele 12 + 2 V. 


10 Soluţie : 

4. Se trasează dreapta de sar- 
cină determinată de punctul 
30 Uny = Ui = 12 V de pe axa ab- 

sciselòr și punctul corespunzător 


6 N 12 W 


10 unui curent de 30 mA de pe ca- 
5 racteristică. 
Rezistența de sarcină va fi: 
60 
AUR 12 
lz (mA) AI 60.10% 
Fiz. 7.11 3, U, E 


c. Se trasează dreptele de sarcină corespunzătoare celor două cazuri extreme. 
Se obține: 


U, = (5,9 ... 6,1) volți, adică AU, = 0,2 V 


Coeficientul de stabilizare este: 


Problema nr. 7.12. Un stabilizator de tensiune cu dioda Zener DZ 306 are 
schema din figura 7.12, a. Tensiunea de alimentare are valoarea E = 12 V, 
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iar R = 200 Q. Caracteristica tensi- 
une-curent a diodei Zener este dată în 
figura 7.12, b. Să se determine limitele 
între care poate varia rezistența de sar- 
cină R, și valoarea maximă a curentului 
prin ea, pentru care se manifestă efectul 
de stabilizare. 


Soluţie : 


Se determină generatorul echivalent de 
tensiune care alimentează dioda. Elemen- 
tele acestuia sînt: 

Pur 


a 
R “i r :12;.Rg 
E, RI a 
1 + E 200 H R; 
R R s RE - 


= 
RR, ° 200:R, 
R+ R, * 200 + R; 


e = 


Dreptele de sarcină | corespunzătoare 
diferitelor valori ale rezistenței de sar- 
cină R, trec prin punctele :; | 


U=- E; 1= 0 
h 


Şi i 
19 c 

3 E | O mA 
i U = 0, I = pe = 60, mA Fig. 7.12 
i e 

Valoarea minimă, i admisibila a a rezistenței de sarcină corespunde cazului 
Mn care: i 
o Peev 


Și este: 
_ 3 Rim = 200 9, 


4 pi 


curentul : maxim debitat fiing deci: 


St a ONA 


Ra min 


dă 


Problema nr. 7.13. Să se deducă relația U, = f(4,) dintre tensiunea de 
ieşire și cea de intrare pentru; cuadripolul din figura 7.13, care conţine o diodă 
ideală Și care hune piongaza în i:gol; 


Solufie : p Eo 


= Ra a 


În iai] în care: doda conduce, tensiunea la bornele sale este nulă, încît: 
U, = e. 
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Fig. 7.13 


În cazul în care dioda este polarizată invers, curentul prin ea este nul, 
iar tensiunea la ieșirea cuadripolului este: 


Ra. 


U, = U, ——*— 
Ri + Ra 


Valoarea U a tensiunii de intrare în care se trece de la un caz la celălalt 
rezultă din relația: 
Re 


U n = ——— = 
10 R, + R, 


> 


de unde se obține: 
R+ R 
Uone 
« Ra 
S-a realizat un circuit de limitare superioară, denumirea fiind justificată 
de valoarea constantă a tensiunii de ieșire pentru U, > Use. 


Problema nr. 7.14. Să se deducă relația dintre tensiunea de ieșire și cea 
de intrare pentru cuadripolul din figura 7.14, a, care conţine o diodă ideală 
şi care funcționează în gol. 


Soluţie : 


În situația în care tensiunea U, la bornele diodei este negativă, dioda 
este blocată și 2 = 0, deci U, = 0. 


În situaţia în care dioda conduce, tensiunea la bornele sale este nulă, și 
rezultă : 


> (Usa) 2 a U,+eso 


e: f, 


Fig. 7.14 
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Caracteristica rezultantă este reprezentată în figura 7.14, b, în care: 
ha 

Retk 

S-a obținut un cuadripol care prezintă o zonă de insensibilitate. 


tg a = 


Problema nr. 7.15. Să se determine coordonatele punctului static de func- 
ționare al triodei 6 H 8 C montată ca în figura 7.15, a, dacă se dau: e, = 250 V, 
R, =50k O, R=1KQ şi caracteristicile statice E (U,, U,) ale 
triodei (fig. 7. 15, b). 

Soluție : 

Coordonatele (720, Uao, Ugo) ale punctului static de funcționare se determină 

rezolvînd grafic sistemul de ecuații: 
la = (Ra + Re) ta + Ua 
0 =U, +R, ia 
la = fa (U U,) 

Prima ecuație este reprezentată în planul (U,, 74) prin dreapta (7) definită 
prin tăieturile: 

(U, = e, = 250 V, îi, = 0); (Ua = 0, i= fa = 49 mA) 
Ra + Re 


Punctul de funcționare se va afla pe această dreaptă la intersecţia cu curba (2) 
definită de a doua ecuație, care trece prin punctele: 


(MA) | o 1 2 3 4 5 


U, (V) 0 —1 —2 —3 —4 —5 
Coordonatele punctului de funcţionare P se citesc pe desen: 
Tao = 3,1 MA; Um =95V; Up= — 3,1 V 
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Problema nr. 7.16. Să se determine coordonatele punctului static de functio- 
nare al triodei 6H8C (fig. 7.16, a), dacă se cunosc elementele: 


e, = 250 V 

RR, = 25k 40 
Raiko 
Ra = 23KO 


și caracteristicile statice ale tubului în planul 7, Ua (fig. 7.16, b). 


Solufie : ! 
Aplicînd teorema a II-a a lui Kirchhoff pe circuitele anodice și de grilă 
se obține: | 
la = Rata T a + (Rat Ra) ta 
0 = ty + Rata 
Relaţiile (1) și (2) alcătuiesc împreună cu «ecuația 


la aa f(u, Ug) 


un sistem de trei ecuații cu trei necunoscute (44, pă, už). 


Se va rezolva acest sistem pe cale grafică și anume: 

— în planul caracteristicilor t, = f(4,) se trasează dreapta dată prin 
ecuaţia (1); = 

— se trasează apoi prin puncte dreapta de ecuaţie (2); 

La intersecția celor trei curbe reprezentative se găsesc coordonatele punc- 
tului static de funcționare: 


ml = — 3,2 V 
ul = 85 V 
qM — 4,45 mA. 


7.3. CIRCUITE NELINEARE ÎN CURENT CONTINUU 


PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 7.17. Să se determine coordonatele punctului static de func- 
ționare al diodei din figură. Se dau: €40 V, R = 2,66 kQ. 


Răspuns : ȘI U: = 23,5 V; i= 7 mA 


3 


10 0130 40 valV) 
; Fig. 7.17 


Problema nr. 7.18. Două diode D, și D, (fig. 7.18, a), ale căror caracteristici 
sînt date grafic (fig. 7.18, b) sînt montate în serie și alimentate de la un genera- 
tor de t.e.m. E = 50 V în serie cu o rezistență R = 2,5 kQ. Să se determine 
curentul debitat de generator¥ și tensiunile la bornele celor două diode 
(fig. 7.18, c). 


Răspuns : | 
Se determină caracteristica tensiune-curent rezultantă. Se trasează dreapta 
de sarcină. Rezultă: 7 = 1,25 mA, 4, = 22,5 V, ug = 17 V. 


ia (mA) 


10 20 30 40 50 (v) 
b 


Problema nr. 7.19. Fotodiodele sînt diode semiconductoare a căror rezis- 
tență inversă scade atunci cînd joncțiunea este iluminată; caracteristicile 
I = f(U n) pentru diverse iluminări sînt reprezentate în figura 7.19, a. Să se 
traseze caracteristica Z = f(E) a unui circuit compus dintr-o fotodiodă, un 
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j Unel") E AA 
5 10 75 28 25 2 Æ 400 600 800 1000 


Fig. 7.19 


rezistor R = 0,5 Q și o sursă de curent continuu cu t.e.m. U, = 30 V 
(fig. 7.19, b). 
Solufie : 

Se trasează dreapta de sarcină. Intersecţia sa cu caracteristica I(U, E) 
determină valoarea curentului. Se obține curba I(E) din figura 7.19, b. 


Problema nr. 7.20. Fotorezistențele sînt rezistoare din material semiconduc- 
tor, a căror rezistență se modifică sub acțiunea luminii. 

Caracteristicile. I(U) pentru diferite iluminăti Æ sînt reprezentate în 
figura 7.20, a. Un circuit conține o fotorezistență, un rezistor R = 1 000 Q 
şi o sursă cu tensiunea electromotoare U= 60 V (fig. 7.20, b). 

Să se determine relația dintre curentul din circuit și iluminare. 


Soluţie : 
Se trasează dreapta de sarcină determinată de punctele: 


(Uo = 60; 0) și (o; 2o = 60- 10%.) 
Din intersecția acesteia cu caracteristica corespunzătoare unei ve Onări 


oarecare E se deduce curentul I. În acest mod se obține caracterist © I(E) 
din figura 7.20, b. 


I(mA) | eamin 


L Z/mA) 


60 G A îi 60 
340 


20 
WM 20 3 40 59 60 70 80 U(V) 7 ó 10 50 100 500 1000 
a ô 
Fig. 7.20 
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Problema nr. 7.21. Să se deducă relaţia dintre tensiunea de ieșire și cea 
de intrare pentru cuadripolul din figura 7.21, care funcționează în gol. Dioda 
este presupusă ideală. 


Fig. 7.21 


i Marii PR e 
Ue, = Ra tga 


— ê, pentru u; < — Up = — 


Ra 


Ri + Ra 


tg «a = 


Circuitul studiat este un circuit de limitare inferioară. 


Problema nr. 7.22. Să se deducă relația dintre tensiunea de ieșire și cea de 
intrare pentru cuadripolul din figura 7.22, care funcţionează în gol. Dioda 
este presupusă ideală. 


Răspuus : 
île 0, pentru u; <e 
f (4, — e) tg e, pentru u: > e 
R 
tg « = = 
Ru + Ra 
Fig. 7.22 


Problema nr. 7.23. Combinînd montajele din problemele 7.14 si 7.22, se 
realizează montajul din figura 7.23. Să se deducă relația dintre tensiunea de 
ieșire și cea de intrare, la funcționarea în gol. Diodele sînt presupuse ideale. 
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Fig. 7.23 


Răspuns: (u; + e) tg «, pentru u< — e 
“= 0 , pentru— e <u, <e 
(u, — e) tg «, pentru u; >e 
R 
tg a = a 
5 R + Ra 


Acest circuit prezintă o zonă de insensibtlitate. 


Problema nr. 7.24. Combinînd montajele din problemele 7.13 și 7.21, 
se realizează montajul din figura 7.24. Să se deducă relația dintre tensiunea 
de ieșire și cea de intrare, la funcţionarea în gol. Diodele sînt presupuse ideale. 


y . R R 
Răspuns : —e, pentu m < — e == ardeii A 
R, tg « 
e e 
Us = 4 e tg «, pentru — — < tņọ, < 
tga ga 


3 
e, MO — 
P tg a 


Acesta este un circuit cu dublă limitare. 


Problema nr. 7.25. Prin combinarea unor montaje de tipul celui din proble- 
ma 7.22, se realizează montajul din figura 7.25, a. Să se determine relaţia 
dintre tensiunea de ieșire și cea de intrare la funcționarea în gol. Diodele 
sînt presupuse ideale, iar e, < eg < ez. 
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Răspuns : 
Caracteristica, este reprezentată în figura 7.25, b, în care: 


R R R R 
Uie Mg > e L E; g= eg It j 


= — ; tg a, = ———— ; tg, = ———— 
Rı + Rs Riz + Rs Rio + Rs 
unde: 


7.4. CIRCUITE NELINEARE ÎN REGIM PERIODIC PERMANENT 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 7.26. Pentru o bobină cu miez de fier s-au ridicat experimental 
curbele de histerezis P = f(7). La bornele acestei bobine se aplică o tensiune 
sinusoidală avînd valoarea efectivă de 90 V și frecvența de 50 Hz. 

Să se determine curba de variații în timp a intensității curentului din 
bobină. Se vor neglija rezistența înfășurării și pierderile prin curenți turbio- 
nari. 


Rezolvare: 
Aplicînd legea inducției electromagnetice în lungul bobinei, se obține: 


de i U, /2 cos ot 
dt 
de unde 
p = OE sin wf = 0,4 sin ot (Wb) 


Din familia de curbe de histerezis se alege cea care corespunde unei valori 
maxime de 0,4 Wb a fluxului magnetic. Determinarea curentului se poate 
face grafic ca în figura 7.26. 


Problema nr. 7.27. Un circuit cu ferorezonanță este compus dintr-o bobină 
cu miez de fier și un condensator, legate în derivație și alimentate de la o sursă 
de curent alternativ. 

Se cunoaște caracteristica U = f(J,) care leagă valorile efective ale curentu- 
lui în bobină şi tensiunii la bornele sale, caracteristică reprezentată în fi- 
gura 7.27. 

Să se traseze caracteristica U = f(I) a întregului circuit. 


Se vor neglija rezistența bobinei și armonicele curentului. Se dă C = 64 uF; 
f = 50 Hz. 
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«de 


Fig. 7.26 


. Rezolvare.: 


Considerînd numai fundamentala curentului, curenții din bobină și con- 
densator vor fi în opoziție de fază, încît curentul total va fi egal cu diferența 
lor. Valoarea sa efectivă va fi: 


I= |l, — lol 
Trasind pe aceeași diagramă curba U = f(I,) și dreapta U = f(1J.) = îi în, 
Q) 
caracteristica cerută se obłine grafic scăzînd abscisele corespunzătoare acele- 
iaşi ordonate. 


Se observă că pentru o tensiune de 82 V curentul absorbit de circuit este 
nul, motiv pentru care circuitul se numește ctrcutt cu ferorezonauță. 


Problema nr. 7.28. Bobina și condensatorul din problema precedentă se 
leagă în serie şi se alimentează de la o sursă de curent alternativ. 


Să se traseze caracteristica U = f(/) a circuitului. Se vor neglija rezistența 
bobinei şi armonicele curentului. 


Rezolvare : 


Tensiunile la bornele bobinei și condensatorului sînt în opoziție de fază. 
Tensiunea la borne are deci valoarea efectivă: 


U,=|U,—Vel, 


care se obține grafic scăzînd ordonatele curbelor U, = f(I) și Uc = 


1 : nS . ! 
= — I corespunzătoare aceleiași valori a curentului. 
wC 
La ointensitate a curentului de 1,65 A se obține fenomenul de ferorezonanţă. 


Up, Ui. Ue 


H / | DN / h eff/I) 
L r i M/S 
w( LU, IJ |L 
= U Ue 
d 7 2 7 TA) 
a b 


f 2 3  :ẹ: JfA] 
[7A 0 20 30 49 9 ANMA 1 
Fig. 7.29 


Problema nr. 7.29. Să se rezolve problema precedentă, în cazul în care 
în circuit se află înseriat și un rezistor cu rezistența R = 20 Q (fig. 7.29, a). 


Rezolvare : 

Considerînd numai armonica fundamentală din dezvoltarea în serie Fourier 
a curentului, se poate trasa diagrama circuitului. Se constată că valoarea 
efectivă a tensiunii la borne este dată de relația: i 

U, = V(RI) + (UL — Uc)? 
și se poate obține pe cale grafică. 

În figura 7.29, b, pentrua simplifica construcțiile grafice, s-a modificat scara 
curenților astfel încît tensiunile U, și Uo din ordonată și Ug = RI de pe 
axa absciselor să fie reprezentate la aceeaşi scară. În acest mod, ipotenuza 
OA a triunghiului dreptunghic OAB definit de o valoare oarecare a intensi- 
tății curentului electric va reprezenta chiar tensiunea la borne corespunză- 
toare. Se obține caracteristica reprezentată în figura 7.29, b. 

Se constată și aici existența unui minim al tensiunii la borne, diferit însă 
de zero. Dacă rezistența are o valoare suficient de mare, caracteristica devine 
monoton crescătoare. 


Problema nr. 7.30. În figura 7.30, a este reprezentată schema unui stabiliza- 
tor de tensiune cu ferorezonanță. Circuitul cu ferorezonanță LC este compus 
dintr-un condensator C şi o bobină cu miez de fier a cărei caracteristică U „= 
= f(1,) e dată în figura 7.30, c. 

n serie cu acest circuit e conectată o bobină lineară cu inductivitatea L, 
cuplată magnetic cu o bobină L, aflată în circuitul secundar al stabili- 


zatorului. 
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Să se determine relaţia dintre tensiunea la ieșire U, și cea de la intrarea stabili- 
zatorului, U,, la funcționarea în gol. 

Se vor neglija armonicele superioare și pierderile. 

Se dau: C = 8 uF, L, = 95 mH, Lp = 64 mH, f= 50 Hz. 


Rezolvare : 


Considerînd numai fundamentala curentului, se poate trasa 'diagrama cir- 
cuitului. 
Se pot scrie ecuațiile: 


Ui=Umn + U' = jL, I + U’ 
U, = U' — Ur = U' atzi joLil 


1 = Iv + Le d d s Ie 
g J&C 
cu care s-a reprezentat diagrama din figura 7.30, b. 
Se constată că între valorile efective se pot scrie relațiile: 


U, = U’ + oL, 
U, = U’ — wLa 
I= I, — Ic 
Constructia caracteristicilor se face în modul următor: avînd dată curba 
U' = f(U,) şi U' = — le se deduce curba U' = f(I) scăzînd abscisele 
celor două curbe de mai sus corespunzătoare aceleiaşi valori a tensiunii 


(fig. 7.30, c). 

Adunînd la ordonatele acestei curbe valoarea wL,J] corespunzătoare acele- 
iaşi valori a curentului, se obține curba U, = f(I). Scăzînd pe de altă parte 
valoarea wLa, se obține curba U, = f(I). Se poate trasa apoi curba U, = 
= î(U,) luînd ordonatele celor două curbe corespunzătoare aceleiași valori 
a curentului. S-a considerat numai porțiunea situată la tensiuni superioare 
celei de ferorezonanță (fig. 7.30, d). 

Se constată că pentru valori ale tensiunii U, mai mari decît cca. 150 V, 
tensiunea secundară variăză foarte puţin la variații relativ mari ale tensiunii 
primare. 


Problema nr. 31. Un redresor ideal are rezistența nulă în sensul direct 
și infinită în sensul invers de trecere a curentului electric. Cu un astfel de redre- 
sor s-a realizat un circuit pentru redresarea unei singure alternanțe, avînd 
ca sarcină un rezistor R (fig. 7.31, a, b) tensiunca la bornele circuitului este 
de forma: ia 


u, = U, V2 sin ot (fig. 7.31, c). 


Să se determine: 

a. Valoarea medie și valoarea efectivă a curentului ; 

b. Valoarea medie și efectivă a tensiunii la bornele sărcinii ; 

c. Puterea aparentă absorbită de la rețea, puterea activă Fipată în sarcină 
şi puterea deformantă ; 
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d. Indicațiile aparatelor de măsură din circuit, dacă se presupune că rezis- 


tența internă a voltmetrului este infinită și a ampermetrului nulă, iar apara- 
tele sînt: 


1) magnetoelectrice, 
2) electromagnetice. 
Se dau U, = 120 V, R = 1 000-9 


Rezolvare : 


a. Curentul va trece- prin circuit numai în timpul alternanțelor pozitive 
ale tensiunii la borne: 


Lă 


i = VZ sin œt kr ot S (2k + 1)r k=0,1,2,... 


4 = 0 (2k — 1) x So/S2ân  k= 1,2, 
Valoarea sa medie va fi: 


1 CT 
I =F |, id= ZË = 54 må, 


+ 


iar valoarea efectivă: 


Sate 1 (7 e — V _ 
Pi = 


b. Uro = RI, = ue 54 V> 


Up = RI =% = 85V 
y2 


c. Puterea aparentă absorbită de la rețea este: 


+ -0l =o VA 
Ry2 
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Puterea activă disipată în sarcină este: 
U$ 
Pr = Url =z 72W 
Puterea deformantă este: 


= 7,26 VAD 


D = Voer P3 


d. Aparatele magnetoelectrice indică valoarea medie, iar cele electromag- 
netice valoarea efectivă. 


Problema nr. 7.32. Unui circuit compus dintr-un redresor ideal, un conden- 
sator și un ampermetru magnetoelectric de rezistență interioară neglijabilă 
(fig. 7.32, a), i se aplică la borne o tensiune alternativă w(t) reprezentată 
în figura 7.32, b. Să se determine indicația ampermetrului. 


Rezolvare : 


Ecuația circuitului este: 
A pda 
Uy = Up F tto = tp + zf dé 


În perioada cît dioda conduce, tensiunea la bornele sale este nulă. În acest 
timp: 


aid =; j = CE 
Curentul va circula atîta vreme cât = > 0. 
Ampermetrul indică valoarea sa medie: 
= ide= fef? du = fC (Unas — (~ Umar)] = 2 SCU mas 


Indicația ampermetrului e deci proporțională cu valoarea maximă a tensiunii. 


Problema nr. 7.33. Caracteristica tensiune- î(mA) 
curent a unei diode cu germaniu este repre- 
zentată în figura 7.33. Cu această diodă se 
realizează un redresor monoalternanță, a 3 
cărui sarcină este un rezistor R = 1 000 Q. 

Să se determine valoarea medie a ten- 
siunii redresate, știind că valoarea efectivă 
a tensiunii la borne este U, = 3 V. 2 


Rezolvare : 


redresor idesi 

Dioda considerată este echivalentă cu un 
redresor ideal conectat în serie cu un rezis- 
tor avînd rezistența egală cu rezistența di- 
rectă a diodei: 


7, = tg a = 500 Q <e 
4 
Intensitatea curentului va fi deci: Fig. 7.33 
A i V2 sin cot = 2 103 |2sin az; pentru 2kr < ot < (2k + 1)x; 
Ta 
fe 0, Leca 
T = 0 pentru (2k — 1)r < ut < 2kr k = 1, 2,... 


iar tensiunea la bornele sarcinii: 


R 
R+ra 


UR= U, 2 sin ot = 22 sin œt pentru 2kr S ot S (2k + 1)n; k=0,1,.. 
Ug = 0 pentru (2k — 1) n S œt X 2kr; Peels 


Yaloarea sa medie va fi: 


Prebiema nr. 7.34. Un redresor monoalternanță este compus dintr-un tub 
redresor cu gaz conectat în serie cu o rezistență de sarcină R = 2 000 Q 
(fig. 7.34, a). Stiind că tensiunea de aprindere a tubului este 4, = 20 V şi că 
pe durata de conducţie a redresorului tensiunea la bornele sale rămîne constantă 
U, = 16 V, să se determine: 

4. Valoarea medie și valoarea maximă a intensității curentului electric 
Gin circuit ; 

b. Valoarea medie U=, a tensiunii la bornele sarcinii; 

c. Raportul dintre valoarea maximă a tensiunii inverse aplicată redresorulu; 
și valoarea medie a tensiunii redresate. 

Circuitul este alimentat sub o tensiune alternativă avînd valoarea efectivă 
U= kky 

b . 
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Ubi 


i Fig. 7.34 


Rezolvare : 


a. Tubul se aprinde în momentul 4, 
(fig. 7.34, b) dat de relaţia: 


a = U,, adică 1000 V2 sin wf, = 20 
Rezultă: 
cl, = 1,41 - 1072rad. 


Tubul se va stinge cînd tensiunea la borne 
scade sub valoarea U, = 16 V, în momen- 
tul 4, dat de relația: 

1 000 2 sin cf, = 16 
de unde: 
ot, = Tt — 1,13 * 10 2rad. 


În timpul perioadei de conducţie, inten- 
sitatea curentului va avea valoarea: 


ra ear = 0,5 /Zsin ct — 0,008 [4] 


Valoarea sa medie va fi: 
1 oT, 


I z =~ 
0 
2T Jot, 


— 0,008) d (04) = 0,221 A 


(0,5 V2 sin ut — 


Valoarea maximă a curentului va fi: 


Itu Ha 


R 


2 000 


b. Up = RI, = 2000 -0,221 =442 V 


c. U 


iny mar 


= U, V2 =1 410V 


Uinv maz Z 3 18 


0 


Problema nr. 7.35. Pentru micșorarea pulsațiilor tensiunii la bornele rezis- 
tenței de sarcină a unui redresor monoalternanță, se montează în paralel cu 
sarcina un condensator C (fig. 7.35, a). 

Să se determine tensiunea la bornele rezistenței de sarcină, valoarea sa 
medie și să se compare cu cea obținută în absența condensatorului. 


Se dau: 


ll, = U2 sin of, U, = 100 V, f= 50 Hz, 
R=1kO, C=32uF. 


Redresorul se consideră ideal. Se presupune că redresorul se cuplează 


în momentul 7 = Q0. 
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Rezolvare : 

În momentul 7 = 0 se cuplează circuitul la rețea. Redresorul conduce, iar 
tensiunea la bornele sarcinii și ale condensatorului este egală cu cea de ali- 
mentare: 


Intensitatea curentului este: 


| în 


| io = CE = CoU, 2 cos 314 ż = 1,01 V2 cos 314%. 


1 = tr + 1o, 
unde 


= VZ sin ot = 0,1 VZ sin 3144 


În momentul ż (fig. 7.35, b) în care curentul se anulează, dioda se blochează. 
Acest moment rezultă deci din relaţia: 


1 = 0= 22 sin w + CoU, V2 cos uif,, 


de unde 
te ob, = — o RC 
În cazul de față: ct, = 1,66 rad. 
n continuare, condensatorul începe să se descarce pe rezistența R după 
o lege exponențială. Tensiunea la bornele rezistenţei va fi: 


t — t, 


ot 
up = (U V2 sin o) e EC = 165e 1°? ol > ol, 


Acest proces continuă pînă t0 p 
cînd tensiunea la bornele redre- _A_Ni__ia 
sorului devine din nou pozitivă, 
deci pînă cînd: 
U, = Ug 
Aceasta are loc în momentul 7 
dat de relaţia: 


ata 


100 V2 sin ct, = 165e 1 
Rezolvînd grafic această ecu- 
ație, se obţine: 
Oa = 6,9 rad, 
iar tensiunea în acest moment 
va fi: 
(U o)l = 165 e- %8 = 82 V 
Procesul continuă în alternan- 


tele următoare începînd de la 
această valoare. Tig. 7.35 
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Valoarea medie a tensiunii redresate este: 


1 (a+T 1 (+T 
Uw=z7 | ut d = | Up di = 
R T Ja R T R 


tz 


a g“ 100 VZ sin ot d(ot) + 165 ("e 


27 6,9 — 2r 1,66 


ot 
"Ba (wt) = t12 V 


În cazul absenței condensatorului, valoarea medie a tensiunii redresate 
ar fi fost: 


Una UP — 44,5 V, 


adică o valoare mult mai mică. 


Problema nr. 7.36. Într-un circuit care conține un rezistor linear R și o 
bobină fără fier cu inductivitatea L legate în serie, se stabilește între doi 
electrozi un arc electric. Ştiind că la bornele circuitului se aplică o tensiune 
sinusoidală avînd valoarea efectivă U, = 120 V și frecvența f = 50 Hz, 
să se determine intensitatea curentului electric din circuit. 

Caracteristica tensiune-curent 7 = f(u,) a arcului electric, pentru frecvențe 
joase, se va aproxima prin segmente de dreaptă, ca în figura 7.36, b. 


Se dau: R = 109, L= 2 H. 


Rezolvare : 


Se alege drept origine a timpului momentul în care se aprinde arcul. În 
acest moment, tensiunea între cei doi electrozi are valoarea Up, = 85 V. 


[4 LD 
— A LELA 
SO ¿i [A] 
Ua R 

am Coracfenrshca real? 

u a ed i E 
=æ a Caracferis fica aproxima Fiya 

L 


100 60 60 4 20 Ts: == Usar 


100 U,(v) 


Tensiunea la borne se va scrie: 
u, = 120V2 sin (3147 + a) 
Unghiul æ se determină din condiția: 


la ¿= 0, t = Uapr = 85 V, rezultă: a == 


Începînd de la ż = 0 în circuit se stabileşte un curent electric avînd o com- 
ponentă forțată și una liberă: 


t 
Ta = Y [sin lot + a— p)—e ‘sin (a — q)] — =r e (1—e =) 
unde: 
pa L 202 
R 314 
ọ = arctg 2 == 11-20! 
Se obține: 


tT = 16,6 sin (of + 18*40') — 2,3 e75% — 3 
a) = 314 


În momentul cînd curentul se anulează, arcul electric se stinge, procesul 
reluîndu-se în alternanța următoare. 


Problema nr. 7.37. Un transformator cu miezul reaiizat din permailoy 
are o înfășurare primară cu N, = 400 spire și una secundară cu N, = 1 000 
spire. Înfășurarea primară are o rezistență R = 100 Q. Dimensiunile circui- 
tului magnetic sînt date în figura 7.37, b. 
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La bornele primarului se aplică o tensiune alternativă sinusoidală: 
U, = U,V2 sin ot; U,= 100 V, f = 50 Hz. 


Să se determine: 
a. Intensitatea curentului electric din primar și valoarea sa efectivă. 


b. Tensiunea electromotoare indusă în secundar, .știind că acesta se află 
în gol. | 

Curba de magnetizare a permalloyului se va:aproxima printr-o linie frîntă, 
ca în figură. Se vor neglija pierderile prin curenţi turbionari. 


Rezolvare : 


4. Dacă miezul nu este încă saturat, intensitatea curentului din primar 
e nulă. În acest timp: 


Wp = N SSL = U, V2 sin wt, de unde: 


—_— UR 

0, = — Fa COS ot + C 

Constanta de integrare C se determină considerînd miezul magnetizat 
inițial în sens negativ; adică la î£ = 0, B = — Bs 

Rezultă: 


e E 


No i 
unde S este secțiunea circuitului magnetic. 
Numeric, se obține: 
®, = — 1,12. 1074 cos ot + 0,32. 104, în Wb 


În momentul în care miezul transformatorului se saturează, începe să 
circule curent electric în primar. Ecuația circuitului va fi: 


u, = R t, de unde i= 2 sin ww? = 2 sin 314, 


deoarece 
ag; 
dt 
Momentul /, în care se saturează miezul se determină din relația: 
P, = BS = — 1,12- 104 cos cot, + 0,32- 1074 
rezultînd: 


În alternanța următoare procesul reîncepe. Valoarea efectivă a curentului 
este: 


mT i? di = 0,72 A 
t 
_N 


2 
— us, pentru O<ż¿<tż 
Ep N, 1 pP Sist 


e |a 


ș.a.m.d. 


Problema nr. 7.38. Pentru obținerea unor impulsuri scurte de tensiune 
se folosește schema reprezentată în figura 7.38. Miezul 7 este executat 


din permalloy, a cărui curbă de magnetizare este dată în figură. Miezul 2 
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este confecționat din tablă de 
oțel electrotehnic și e prevă- 
zut cu un întrefier suficient 
de mare pentru ca pînă la sa- 
turarea miezului 7 practic în- 
tregul flux magnetic să se în- 
chidă prin acesta. 

La bornele înfășurării N, se 
aplică o tensiune alternativă: 


Up = U, 2 sin VA 


Neglijînd pierderile în cupru 
și în miezul feromagnetic, să 
se determine tensiunea elec- 
tromotoare indusă în înfășu- 
rarea secundară. 

Se dau: N, = 500 spire, 
Na = 800 spire, U, = 120 V, 
f = 50 Hz, secțiunea miezuri- 
lor magnetice S = 2 cm?. 


Rezolvare : 
Ecuația circuitului primar se 
poate scrie: 


d 
U, = F (Ph + De), 


de unde: 
Pa + Pra = O, maz COS ut; 


Ub 
D = —————————) 
fma 444fN, 
Da Și Oy, fiind valorile instan- 
Fig. 7.38 tanee ale fluxurilor fasciculare 
prin cele două miezuri. 


Atît timp cît fluxul total este mai mare decît cel corespunzător miezului 7 
saturat (0, + 0, > B,S), fluxul prin acesta rămîne constant 0, = B,S. 
În tot acest interval de timp, tensiunea electromotoare indusă în secundar 
este nulă. 

Din momentul ż,, cînd fluxul total scade sub valoarea B, S, conform celor 
de mai sus se va considera că întreg fluxul magnetic se închide prin mie- 
zul 7, deci Oy = 0, iar 


Di = Oy cos wt; ohS<olsr — oh 
Momentul ż; se determină din condiţia: 
Dim cos oh = B,S 
de unde 
cf, = 81*30' 
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În înfășurarea secundară se va induce în acest timp tensiunea electro- 
motoare: 


d ES 270 sin f 


ĉo = N, 
Durata impulsului de tensiune va fi: 


A = 2 (= = oi) = 0,945 mS 


Problema nr. 7.39. În figura 7.39, a este reprezentată schema unui ampli- 
ficator magnetic. Tensiunea de comandă u, și tensiunea de alimentare 4 a 
circuitului de utilizare sînt în fază. Prin variația tensiunii de comandă se 
modifică valoarea curentului ïf din circuitul de utilizare. Să se determine 
caracteristica J7 = f(U,) a amplificatorului. 


Se dau: 

— U = 100 YV, f= 50 Hz; 

— secțiunea circuitului magnetic S = 10 cm?; 

— N, = 300 spire; N, = 30 spire; 

— R= 100 Q. 

Curba de magnetizare a miezului, confecționat din permalloy, se aproxı- 


mează printr-o linie frîntă, ca în figură. Se neglijează pierderile prin curenți 
turbionari. Diodele se consideră ideale. 


Rezolvare : 


În prima alternanță, dioda D, conduce, iar D, e blocată. 
Ecuația circuitului de comandă este: 


Up = Usor = U, [2 sin oi 


de unde: 


mt az Ole Ue V2 cos o + C 
9, = Nae 

Pentru determinarea constantei C, se presupune că în momentul inițial 

miezul era magnetizat în sens negativ pînă la saturație (B = — B,). Rezultă: 


C=%uV2_ BS 


20 
de unde: 


0, = H cos orp Vel? — BS 


Parametrii circuitului sînt astfel aleși încît valoarea maximă a fluxului 
să fie insuficientă pentru a magnetiza miezul în sens pozitiv pînă la saturație. 
Pentru aceasta, din condiţia: 


Op = ea Uz ps =L BS < B,S, 
f maz N, PN No 
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Fig. 7.39 
rezultă că tensiunea de comandă este limitată superior la valoarea: 


Na o 
U, = fi B,S = 6,6 V 
În tot timpul primei alternante, .curentul din circuitul de utilizare este nul. 
În alternanța următoare, se blochează dioda D,. Miezul magnetic nefiind 
saturat, curentul de magnetizare va fi nul, încît în continuare 7 = 0. 
Fluxul magnetic va varia după legea: 


N, SI = u = U Vă sin ot, 


U y2 


Constanta C, se determină din condiția (la o = 7): 


2Ue V2 
P, = O, maz mT No E B,S, 


de unde: 
2U.V2 _UV2 
C= Na no B,S 
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încît: 


B 2U.Vă _ U V2 
D, = — Fe E No Nao -ir — BS 


În momentul 7, miezul ajunge din nou în starea inițială (magnetizat în 
sens negativ pînă la saturație): 


0, = — B,S, 
de unde: 
cos cot, = 22 Perai] 
N, U 


Din acest moment, în circuitul de utilizare apare un curent electric, iar 


fluxul magnetic rămîne constant O, = — B,S. 
_ u _U Ue 
a az A sin ot 


După wtf = 2v procesul reîncepe. 
Valoarea efectivă a curentului 7 este: 


U y2 i zi sin ol, cos cot | 
T= Vae eaa r (2 an wt d/ = R 3 |n — + 2 


Rezultatele calculelor numerice sînt date în tabelul 7.39, după care s-a 
trasat și caracteristica U, = f(U,) din figura 7.39, c. 

Se observă că o variație mică a tensiunii de comandă provoacă o variație 
mult mai mare a tensiunii U, la bornele rezistenței de sarcină. 


Tabelul 7.39 


Problema nr. 7.40. Unui circuit format prin legarea în serie a unei diode 
și a unui rezistor R i se aplică o tensiune la borne: 


Uy = Uso H Unm Sin ot. 


Să se determine intensitatea curentului din circuit, cunoscînd caracteristica 
tensiune-curent 4, = f(7) a diodei, reprezentată în figura 7.40. Se vor neglija 
armonicele de ordin superior. 


Valori numerice: R = 2 500 Q, Uo = 250 V, Um = 10 V. 
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E, 100 200 Up 300 O 40 vi 
Fig. 7.40 


Soluhe : 

Se determină întîi punctul mediu de funcționare Po. Aplicînd metoda 
liniarizării, se înlocuiește caracteristica reală a diodei cu tangenta sa în punctul 
mediu de funcționare. Schema echivalentă va fi compusă dintr-o sursă cu 
tensiunea electromotoare E, și cu rezistor cu rezistența egală cu rezistența 
dinamică a tubului. 

AU 
R, = Ri = tgp = | a) P 
i a gÊ arj’ 
În cazul de față: E, = 50 V, R, = 4 400 Q. 
Aplicînd teorema a doua a lui Kirchhoff în circuitul echivalent, se obţine: 


U, = EI + (R, + Ry 
de unde: f 
Up — Eo __ 250 + 10 sin ot — 50 _ 


1 = 
Ri + R 6,9 . 10% 


= 0 + 0 sin ot — 29. 10-34 1,45: 102 sin ot (A) 
6,9 . 1% 


Problema nr. 7.41. Într-unul din braţele punţii din figura 7.41 se află un 
rezistor nelinear din tirit, a cărui caracteristică tensiune-curent este dată 


de relaţia: 
u, = kr, unde k = 100, œ = 0,2 (V, A) 


iar în celelalte brațe trei rezistoare lineare R, = 100 Q, R, și Ra. 
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wiv) 


Fig. 7.41 


Puntea este alimentată de la o sursă de curent continuu cu tensiunea 
electromotoare E = 100 V conectată în serie cu o sursă de curent alter- 
nativ avînd tensiunea electromotoare de amplitudine mică. 

Să se determine raportul R/R, pentru care puntea este echilibrată, dacă 
echilibrarea se face după indicațiile: 


a) unui galvanometru magnetoelectric, 


b) unui osciloscop catodic sensibil numai la componenta alternativă a 
semnalului. 

Impedanțele interne ale aparatelor de măsură se presupun infinite în ambele 
cazuri. 


Solutie : 


Ramura superioară și cea inferioară a punţii sînt independente. Se poate 
deci determina punctul static de funcționare pe caracteristica tensiune-curent 
a rezistorului din tirit, trasată după expresia sa analitică. 

Se obţine: 


P (Uro = 77 V; Ip, = 0,23 A) 


a. Aparatul magnetoelectric măsoară valoarea medie. Echilibrarea va fi 
realizată atunci cînd: 


Rs Da 2 R, 
— = — 3) 
U . * A $ . e e. e 
unde R; = este rezistența statică a rezistorului din tirit în punctul Po. 


To 
Se obține: 


b. Condiţia de echilibru se deduce scriind ecuațiile lui Kirchhoff pentru 
abateri mici în jurul punctului static de funcționare. Se va obţine: 


RR, 


Ra Ra 


R; fiind rezistența dinamică: 


Alz]Po 0,3 
Rezultă: 

Doua 0,6 

R3 Rı 


Problema nr. 7.42. Schema celui mai simplu amplificator cu triodă este 
reprezentată în figura 7.42, a. Semnalul care trebuie amplificat, notat cu 
Au, este aplicat grilei tubului, în al cărei circuit se mai găsește o sursă de 
curent continuu cu tensiunea electromotoare E,. În circuitul anodic se află 
de asemenea o sursă de curent continuu E, și rezistorul de sarcină R. Cunoscînd 
caracteristicile 7, = f(4,, u,) care determină valoarea curentului anodic 
al tubului în funcție de tensiunea anodică 4, și de tensiunea de grilă 4, să 
se determine: 

a. Intensitatea 7, a curentului anodic. 

b. Tensiunea la bornele rezistorului de sarcină. 

c. Coeficientul de amplificare în tensiune al montajului. Se dau: R = 
= 20 k Q, E, = 250 V, E, = 2,5 V; 1 = 0,2 sin ot. 


Solutie : 


Se aplică metoda linearizării caracteristicilor pentru abateri mici față 
de punctul mediu de funcționare. 


Pentru determinarea acestui punct, se trasează pe diagrama (7,, 4) dreapta 
L] Lo: Lă e E . e e 
de sarcină, care trece prin punctele (E,, 0) și o, =] La intersecția acestei 


drepte cu caracteristica corespunzătoare componentei continue a tensiunii 
de grilă (în cazul de față, — 2,5 V) se va afla punctul mediu de funcționare Pg. 


În absența semnalului, regimul de funcționare al tubului va fi deci: 
Jao = 3,5 MA 
` i = 10V. 


Se presupune că se aplică semnalul A4,. Variația curentului anodic, ştiind 
că el depinde de tensiunea anodică 4, și de cea de grilă , va fi: 


Ai, =Í “i ) Aua + | e) Au, 


„Oua Olg F 


unde derivatele sînt luate în punctul mediu de funcționare. 
Folosind notatțiile: 
z=) . s=] , 
Ri Ua ) “g Ilg Jus 
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Fig. 7.42 


în care R; se numește rezistența internă, iar S — panta tubului, relația de 
mai sus devine: 
Ai, = Au, + SA 
Ri 
sau 
Au, = R, Aie — SRAaug = Ra — u Aug 


unde pu = SR, se numește factor de amplificare al tubului. 
Pe de altă parte, din teorema a doua a lui Kirchhoff aplicată circuitului 
anodic, se scrie: 


4 + Rai, = E, 
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Rezultă: 


Au, + R Ai, =0 
Din relațiile (1) și (2) se deduce: 


uA, = (R + R) A, 


Această relație poate fi reprezentată printr-o schemă echivalentă (fig. 7.42, b) 
În cazul de față: 


PaF = [2] = 82100 — 6.10%; R, = 16,6- 102 
Ri ua ta A lg ta i 


s = (2) = [a] = 2,6- 1003 
dug “a p Aug tg 


u = SR, = 43,3 


; 3 0,2 sin ot dl x 
Ai, = Aug _ 433 0,2sinot 0,237- 1073 sin ot 
R4 R, 20 + 16,6)10 


Intensitatea curentului anodic va fi: 


Ta = Iso F Ât, == 3,5 + 0,237 sin œt (m A) 
Tensiunea la bornele rezistorului.de sarcină este: 


UR = Ri, = 70 + 4,74 sin ot (V) 


Coeficientul de amplificare în tensiune al montajului este: 


Problema nr. 7.43. În figura 7.43, a este reprezentată schema unui ampli- 
ficator de joasă frecvență cu un tranzistor, în montajul cu „emitor comun“. 
La bornele de intrare se aplică un semnal sinusoidal Au, = AU, sin cf. 


Sursele de curent continuu Ep și Ec au rolul de a stabili punctul mediu 
de funcționare. Cunoscînd familiile de caracteristici statice: 
1s = n (Uge, Uce) 
to = telUce, 1B) 
ale tranzistorului, să se determine: 


a. Intensitatea curentului de bază 7 și a celui de colector tọ. 
b. Tensiunea upg la bornele sarcinii. 


c. Coeficienţii de amplificare în curent, tensiune și putere ai amplificatorului. 
Se dau: Es = 0,16 V; Ee =5V; R=2- KQ; U, = 20 mV., 
Solufie : 


Se aplică metoda linearizării caracteristicilor în jurul punctului mediu 
de funcționare. 
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Fig. 7.43 


Tensiunile dintre bază și emitor Upg, respectiv colector şi emitor tcg se 
pot exprima în funcție de curenții de bază și colector: 
Ugg = Ugalip: ic) 
l Uce = Ucglis» to) 
De aici se poate deduce: 


[mm = (e) A +) 


te 


A Ato = Ri Atp + Ri2åte = Au, 


B 


(1) 
| Anos = (FEE) Aia + [SEE] aie = RasAia + Rabic 
ip Jic ic 
unde: 
__[0dusg) . _ (duse 
| Rua =] ði g Ja Riz | dic ), 
(2) ðu f ĝu 
__ (uce A Aaa CE 
| ha = | ĝi g A F Ra; Ra = ( dic ), 


Ecuațiile (1) se pot reprezenta printr-un cuadripol activ, care va fi deci 
schema echivalentă a tranzistorului la frecvenţe joase și semnal mic 
(fig. 7.43, b). 

Elementele acestui cuadripol sînt date de relațiile: 


Ru = Ra + Rz; R2 = — Rz; Ra = — Ro — Rg; Ra = Re+ R, 


Pe de altă parte, teorema a doua a lui Kirchhoff în circuitul colector-emitor 
se scrie: 
Ri, — Uog = Ec 
sau, diferențiind: 
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-60 
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| Ure = Ê+ 10V 


-50 
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-10 
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Figa 7,43 


Înlocuind în ecuaţiile (1) se obţine: 


| An = (Ru + Ra sal Ap 
(3) |  <t22 


s a Ryd Ry 
Aj, = Dat iu Aş, 
R erg Rao 


În cazul de față punctul mediu de funcţionare se determină astfel: în 
absența semnalului, tensiunea dintre bază și emitor are valoarea: 


ggo = — Ep = — 5V 


De pe caracteristica 73 (4pg, Hog), observînd că tensiunea dintre colector 
și emitor are o mică influență asupra curentului din bază, se determină valoarea 
medie a acestuia. 


Iso = — 25:10 A 
Trasînd în planul (te, Ucs) dreapta de sarcină, determinată de punctele 
(— Ec, 0) și o, =) , se determină punctul m, aflat la intersecția acesteia 
cu caracteristica corespunzătoare valorii tę = — 25 uA. Se obțin valorile: 
Ico = 2,355 MA 
Ucero = — 4,8V 


În jurul acestor două puncte (mg și no) se vor determina parametrii Ry, 
aproximînd caracteristica reală prin tangenta sa în punctul respectiv. Se 
obțin: 


R = (=) = [2185 — (~ 1654-10? 2.103 
a Aig Jia  [—30 — (—20)]-10€ 
AUBe 
Roc = O 
ia | Aic |; 
Aip Jie  [— 20 — (— 30)]- 10-8 ” 
R = [See] PEPE n-ai see EE a 
22 | Aic li (8 — 2,7):103 ? 


Înlocuind aceste valori, precum și valoarea semnalului 4, în relațiile (3) 
rezultă : 


Arp = 10. 1076 sin ct 
Ato = — 0,53- 103 sin cz 
Aug = RĂtc = — 1,06 sin t 
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Coeficienţii de amplificare vor fi: 


— în tensiune: 


1, 
ki = Aur E Ca 53 
Au, 0,02 
— în curent: 
Ai 53 + 1073 
k, = Fr sui 090 20 a 
Aig 10 
ín putere: 


k, = Ru - k; = 2 809 


Aceleași rezultate se pot obține și pe cale grafică, după cum se poate con- 
stata urmărind construcțiile din figura 7.43, c. 


Problema nr. 7.44. Un redresor debitează un curent continuu Io = 1 A. 
Pentru micşorarea componentei alternative a curentului, în circuit se intro- 
duce o bobină cu miez de fier cu N = 1 000 spire, dimensiunile circuitului 
magnetic fiind cele indicate în figura 7.44, a. Să se determine intrefierul 
optim, adică acela pentru care bobina are reactanța maximă. Se dau curbele 
B = B(H) și Mev = Ure FL) Kres fiind permeabilitatea magnetică reversibilă 
(fig. 7.44, b). Se consideră că amplitudinea componentei alternative a cu- 
rentului este mică. 


Soluție : 

Reactanţa bobinei față de com- 
ponenta alternativă a curentului 
este: 


X = OL rev 


unde L,„ este inductivitatea rever- 
sibilă a bobinei: 


|N? 
Lre ai lfe 28 = 
HoHrevS Hos 
N? uo S 1 
= lFe a 25 
Hrev IFe Fig. 7.44 


unde Je = 0,20 m este lungimea porțiunii cuprinsă în miez a circuitului 
magnetic și S = 2 cm? = 2: 1074 m? este secțiunea miezului. 
Maximul reactanței se va obține deci cînd funcţia 


1 25 
Urev Fe 
va avea valoarea minimă. 
Determinarea întrefierului optim se poate face prin calcul sau grafic. 
În primul caz, din legea circuitului magnetic se deduce: 
„ta Io N e HRe + Fe IN => He + IRe 


2 = = 
H3 Ho B 


Din diverse valori ale inducției magnetice, se obţin valorile corespunză- 
toare ale intensității cîmpului magnetic, deci ale lui u,e» ale lui è și în conse- 
cință valorile funcției f(5) (fig. 7.44, c). 

Rezultatele sînt date în tabelul 7.44. 


Tabelul 7.44 


0,6 0,8 0,9 1 
H(A/m) > 337 400 
rev 1,26. 109 | 0,6. 109 0,3 . 10-8 
28(m) 2 . 10-38 1,5 . iai 1,3 - 108 1,05 . 10-3 
f (8) 15,84. 10°3 | 10,44. 1073 | 8,52.10-3 | 8,6.10- 8,58 . 10-3 


Trasînd curba f(5) se determină valoarea opumă a lui 25, = 1,3 mm; 
Sp: = 0,65 mm. 
Inductivitatea reversibilă este, în acest caz: 


Li maz — 0,54 H 


Pentru rezolvarea grafică a problemei, se procedează în modul următor: 
se construiește caracteristica de magnetizare a miezului fără întrefier B(0) = 


=B(Hre, lre). În planul acesteia se duce „dreapta de sarcină“ definită de 
E = a aoa aa 
punctele M(B =0, 0, =NI.) şi N| = d 0) 


Intersecţia acesteia cu caracteristica .aiezului definește punctul de funcu0- 
nare, rezultînd valoarea lui u,e„ cu care se fac mai departe calculele 
(fig. 7.44, d). 


Problema nr. 7.45. Curba de magnetizare a unui material feromagnetic 
(tablă de oţel electrotehnic) este reprezentată în figura 7.45. Să se stabilească 
o expresie analitică de aproximare, suficient de bună, a acestei curbe. 


Rezolvare : 


Soluția intii : 
Se caută să se aproximeze curba de magnetizare printr-o relație de forma: 


H = a sh (bB) 


Coeficienții a și b se determină punînd condiția ca curba aproximativă să 
treacă prin două puncte A, și B, ale celei reale: 
A H = 270 A|m H = 2 000 A/m 
1 B, 
B=1T B=1,5T 
Rezultă: 


adică 
Tabelul 7.45 


141| 1,2 | 1,3 | 1,4 | 1,5 | 1,6 | 1,8 2 2,1 2,2 


-m f a | arome | eee | ee 


| H | A/m | 36,2 |122,4| 270 [407,2 607 | 906 |1 350 |2 020 |3 000 | 6 700 |14 900 |22 200 |31 600 


Se observă că pentru B < 2,3 T aproximatia este satisfăcătoare. 
Abaterile sînt relativ mari în domeniul cîmpurilor slabe, unde curba de 
magnetizare reală are concavitatea în sus. 


Soluția a doua : 
Se caută o relație de forma: 


H = aB + bB5 
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Fig. 7.45 


Se impune condiţia corespondenţei a două puncte, de exemplu: 
H = 60 A/m H = 2 000 A/m 
2 Ba 


B=0,5T B=15 T 
Rezoivînd aproximativ sistemul de ecuații pentru a și b, se obține: 
a=65; b=20 ` ~ 


Problema nr. 7.46. O bobină cu miez feromagnetic: de secţiune S = = 3 cm? 
și lungime medie / = 20 cm, are N = 1 000 spire. Aproximînd curba de 
magnetizare a miezului prin relația: 


H = 10 sh (48) (Am, T) 


să se determine intensitatea curentului electric din înfășurarea bobinei, dacă 
la bornele sale se aplică o tensiune sinusoidală avînd valoarea efectivă U, 
= 100 V și frecvenţa f = 50 Hz. 

Se vor neglija rezistenţa înfășurării și pierderile în fier. 


Rezolvare : | 
Aplicînd legea inducției electromagnetice, rezultă: 


d B 
= NS = NS 


Fie u, = U, 2 cos ot. 
Rezultă: 


_ UV? . SR 
B = Nas Sin oi = sin ot (Wb) 


Din legea circuitului magnetic rezultă: 


| 


O sh (4.1,5 sin cf) 


= 2 102 sh (6 sin aţ) 
Folosind dezvoltarea în serie: 
y = sh“(B sin x) = 2I,(b) sin x — 
— 21a(b) sin 8 + 21s(6) sin 5x... 


în care I,( (b) sînt funcțiile Bessel; mo- 
dificate. de ‘speța întîi de ordinul », 
se obţine: 


î= 4. 10'3.1,(6) sin of — 

~ -— 4» 102 (6) sin 3%t + 
| +4: 10'5315(6) sin 5c7=0,174 V2 sin at— 
Fig. 7.46 — 0,084 2 sin 3cot + 0,022) 2 sin 5ut... 
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Se observă că curentul conține numai armonici impare, ceea ce era de aștep- 
tat, avînd în vedere simetria caracteristicii de magnetizare în raport cu ori- 
ginea. 


Acest fapt se poate observa şi grafic (fig. 7.46). 


Problema nr. 7.47. Un condensator cu capacitatea C = 2,8 uF și o bobină 
cu miezul din tole de oțel sînt legate în paralel și alimentate de la o sursă 
de tensiune alternativă cu frecvența f = 50 Hz. Bobina are N = 1 000 spire, 
secțiunea miezului este S = 2 cm?, iar lungimea sa / = 20 cm; curba de mag- 
netizare se aproximează prin relaţia: 


H = 10sh (4 B) (A/m, T). 


Să se determine valoarea efectivă a intensității curentului absorbit de la 
sursă, în funcție de valoarea efectivă a tensiunii la borne. Se vor neglija pier- 
derile în fier și rezistența înfășurării bobinei. 

Calculele se vor face în două aproximații: 
a) considerînd numai armonica fundamentală 
a curentului ; 
te t b) considerînd numai armonica fundamentală și 
Up p | ; armonica a 3-a a curentului. 
Rezolvare : 
Tensiunea la borne are expresia: 


a 1 = U, |2 sin ot 


pii PHTH 


L prtrțit BIBI 


2 150 


10 


Fig. 7.47 
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Aplicînd legea inducției electromagnetice: 


rezultă : 


U 
B = — B„cos ot; B,= — >- 
4,44 TSN 


Din legea circuitului magnetic se obține intensitatea curentului din bobină: 


. HI l 
4, = — = — — 10 sh (4 B, cos of) 
p = Ha L 10 sh (4 Bp cos of 


Folosind dezvoltarea în serie: 
sh (b cos x) = 21,(b) cos x -+ 2I„(b) cos 3x +.. 
se obține: 


; 201 20l 
Ae ~ I, (4 B,) cos at — = GAB p) Cos Bot.. 


Intensitatea curentului din condensator este: 
1, = WCU, 2 cos ot 


Curentul total rezultă: 


nres |ecu, 2 a L(4B,„) | cos of — 20 [a(4B,) cos 30. 


Valoarea sa efectivă va fi în cele două situații: 


1 


5 2l 

a) Leg = yg OCUNI- 2048.) 

b) Iy = VI + Ba 
unde 

1 201 
Ises = on I(4Bn) 

Efectuînd calculele se obțin valorile (tabelul 7.47): 

a) Tabelul 7.47 
| i 

U(V) 10 20 30 40 50 60 70 

I (m A) 7,03 13,8 18 16,3 22.0 46,5 152 | 
b) 

U,(V) 10 20 | 30 40 50 60 70 

I (m A) 7,03 13,9 18,1 17,2 16,8 64 184 


Problema nr. 7.48. Bobina din problema pre- R L 


cedentă este legată în serie cu un rezistor avînd = 
rezistența R= 100 și cu un condensator avînd ca- (e 
pacitatea C = 100 F (fig. 7.48). Întregul circuit 


este ahmentat de la o sursă de tensiune sinuso- a 
idală cu frecvența f= 50 Hz. Să se determine Fig. 7.48 
caracteristica I = f(U,) a circuitului. 

Se va considera că fluxul magnetic din bobină variază sinusoidal. Se vor 
neglija armonicele curentului. 


Rezolvare : 
Ecuația circuitului «ste următoarea: 
o a al d "E re ; 
Ri +f idt + N— = U, y2 sin (ut + ọ) 
Se consideră 
D, = Pin Sin ot; B = Basin ot; Opn = BnS 
Din legea circuitului magnetic rezultă: 
À Hı 10 1 
Armonica fundamentală a curentului are, utilizînd dezvoltarea în serie 
de la problema 7.46, expresia: 
l 201l ; 
Er IL(4Bn) sin o 


Înlocuind în ecuația circuitului, se obţine: 


R?! I (4B„) sin ot + | A S puzzle 201 L(4Bn)| cos ot = 
N Co N 


= U,V2 sin(ut + ọ) 


o 100 200 300 400 500 eo  IfmA) 


de unde: 


1 201 


| NosB, -22 
(83) 


L(4B,) f- l RŽI (4B,) i — 2U? 
Numeric: 
(62,88, — 1,27 1,(48,)]2 + [0,41 (48,)]2 = 2U? 


Dînd lui B, diverse valori, se obțin valorile corespunzătoare ale tensiunii 
la borne și ale curentului: 


Tabelul 7.48 


Bm(T) 0,4 | 0,6 1 12 | 1,4 | 15 | 146 | 1,7 | 1,8 2 

UV) 16,7 | 24,5 | 35,8 | 35,7 | 26,8 | 20,6 | 25,6 56 | 102| 335 
| I(mA) 2,97 | 6,3 | 26,8 | 55,5 116 168 247 355 506 | 1 109 
Cc ON 


Problema nr. 7.49. Se numesc circuite bistabile circuitele care pot funcționa 
stabil în două stări distincte. Un astfel de circuit este reprezentat în 
figura 7.49, a. Un generator de curent debitează un curent alternativ: 


t = Icosul, f= 100 Hz 


într-un circuit compus din două ramuri identice legate în paralel, fiecare 
ramură conținînd un condensator C și o bobină cu miez ae fier. Caracteristica 
de magnetizare a bobinelor se poate aproxima prin relația 


i = a0 + b0? (A, Wb) 
= 20-103;  b=410 


Să se determine: 

a. Capacitatea condensatorului C şi valoarea maximă 7 a curentului debi- 
tat de generator, astfel încît în fiecare din cele două poziții stabile una dintre 
tensiunile U, sau U, să fie nulă. 

b. Valoarea acestora atunci cînd circuitul respectiv conduce. 

Valoarea maximă admisibilă a inducției magnetice este Bmaz = 1 T, iar 
bobinele au cîte N = 1 000 spire. 

Se vor neglija pierderile în fier, rezistenţele bobinelor și armonicele superi- 
oare armonicei a treia. 

Rezolvare : 
a. Aplicînd teoremele lui Kirchhoff, se obţine: 


1t = i, + i = I sint 


— + — \ 2, dł = — \ z dż 
dt tihi +N 
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Fig. 7.49 


Fie: 
O, = A cos ot 
®, = B cos t 
Înlocuind, se obțin relațiile: 


I cos wt = aA cos w + bA? cos? wt + aB cos ot + bB? - cosâut 
Dar 


3 
cos? of = Teos ot +... 


Neglijînd armonicele de ordin 3 și mai mare, rezultă: I = a(4 + B) + 
+Žb(45 + B3). 


Din a doua teoremă a lui Kirchhoff se obține în același mod relația: 
(A — B) IE at) +Ž (424 AB + B»)] = 0 


Relaţiile (1) și (2) trebuie să fie satisfăcute simultan. 

Reprezentînd într-un sistem de coordonate (A, B) curbele definite de aceste 
relații, se constată existența a trei puncte de funcționare, notate cu P,, Pa, Pa: 
(v. fig. 7.49, b). 

Dintre acestea, numai P, și P, sînt stabile, P, fiind un punct instabil. 

ntr-adevăr, presupunînd circuitul aflat în starea P,, fluxurile prin cele două 
bobine sînt egale (A = B). Dacă dintr-o cauză oarecare, fluxul printr-una 
din bobine, de exemplu prima, scade, va scădea în mod corespunzător și 
curentul din acea bobină. Curentul debitat de generator fiind însă constant, 
curentul, deci și fluxul prin a doua bobină vor crește, pînă cînd circuitul 
ajunge în starea P, și P,- 
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În cazul de față, prin condiţia de la punctul a, punctele P, şi P, trebuie să 
se afle chiar pe axele de coordonate (unul din circuite nu conduce, deci și 


fluxul respectiv e nul). 
Fluxul prin celălalt circuit poate fi ales la limita maximă admisibilă: 


Du, = A, = B, = BNS = 101; 42= 8, =0 
Înlocuind în (1), se obţine: 
I = 32 . 103A 
Din (2) se obține: 
C = 0,8 uF 


b. Condiția de mai sus fiind îndeplinită, curentul debitat de sursă va trece 
numai prin ramura aflată în stare de conducție. În această situatie, tensiunea 
ja bornele condensatorului respectiv va avea valoarea efectivă: 


1 
U= — = 63,5 V. 
La w C ; 


Rezultă că sistemul are două stări stabile, în fiecare din ele tensiunea la 
bornele unuia din condensatoare fiind de 63,5 V, iàr la bornele celuilalt, nulă. 


Problema nr. 7.50. Pe un miez realizat din tole de oțel electrotehnic avînd 
secțiunea S = 2 cm? și lungimea medie a circuitului magnetic / = 20 cm,. 
se găsesc două înfășurări. Una din ele, cu N = 1 000.spire, este alimentată 
sub o tensiune la borne sinusoidală cu frecvența f = 50 Hz, iar cealaltă, 
denumită „înfășurare de comandă“, cu Na = 10 000 spire, este parcursă de un 
curent continuu Jo (fig. 7.50, a). Modificîndu-se valoarea curentului din 
înfășurarea de comandă, se pot realiza schimbări ale valorii curentului din 
cealaltă înfășurare. 

Să se determine caracteristica J7 = f(U,), pentru diferite valori ale curentu- 
lui de comandă cuprinse între 0 şi 50 mA. 

Se vor neglija rezistența înfășurării de curent alternativ, pierderile în fier, 
tensiunea electromotoare alternativă indusă în înfășurarea de comandă și 
armonicile de ordin superior lui 3. 

Curba de magnetizare a oțelului electrotehnic se aproximează prin relaţia: 


H = ash (b B); a= 10; b=4(A/m, T), 


Rezolvare : 
Inducția magnetică din miez are o 
componentă continuă și una sinusoidąlă : 


B = B, + Ba sin ot ` 


Solenația magnetizantă rezultă din 
expresia : 


0 = Hi = al sh (bB, + PB, sin ct) = 
= al[(sh (bB) ch (PB, sin wt) + 
Fig. 7.50, a + ch (PB) sh (PB, sin &ż)j 
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pa | 


i jap 
ZA EEE 
i LET, — |] ES 


02 03 04 9 07 08 09 (A) 
10 20. 3 40 50 60 70 5 80 (Arv) 


Fig. 7.50, b. 
Folosind dezvoltările în T 
sh.(a sin x) = 2l, («) sin x — 2la(a) sin 3x... 
ch (æ sin x) E Iola) — 21,(a) cos 2x... 
relația de mai sus ia forma: 
0 = Ni + No = a lsh (8Bo) lo(2B,) + alch (bB,) 21, (BB) cin et- 
+ a lsh (bB,) 2I; (6B,) cos 2o — 
— a ich (bB) 2I (bB,) sin 3o... 
Idertificînd termenii avînd aceeași frecvenţă, se obţine: 
| Nol = a sh (bB,) I, (6B,) 
Nid = 2a Ich (bB,) I; (6B,,) sin ui 
NIB = 2a I sh (58) I.(bBa) cos 2t 
 NÂS) = — 2a lch (68) I; (Bn) sin 3%t. 
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Valorile efective ale armonicelor curentului din înfășurarea de curent alterna- 
tiv vor fi, după înlocuirea valorilor cunoscute: 


I® = 2,7-10 ch (4B,) L (4B,,) 

I = 2,7-10 sh (4B4) I; (4B,) 

139 = 2,7-10 ch (4B,) I; (4B,) 
Pe de altă parte: 


$ all, (4Bm) I, (4Bm) 


Valoarea maximă a componentei alternative a inducției magnetice din 
miez e legată de valoarea efectivă a tensiunii alternative aplicate prin 
relația : 


U, = 4,44 NSB, = 44,4 Ba (V,T) 


Determinarea caracteristicilor se face în modul următor: dînd lui Bm și Io 
diverse valori, se determină tensiunea la borne U, și valorile efective ale 
armonicelor curentului Z®, I, I9. 

Valoarea efectivă a curentului va fi: 


I = VERO FIFA 


Rezultatele calculelor sînt date în tabelul 7.50; cu ele s-au trasat curbele 
I = f(U,, Io) din figura 7.50, b. 


Tabelul 7.50. 


UL 1:20 I=10mA ______10=25 mA ____ mÀ | _____19=50 mA ___ MĂ 
(V) I(mA) I(mA) I(mA) C ima | a I(mA) 
17,8 2,97 91 227 | 453 
35,6 16,7 129 334 668 
53,4 60 167 393 js 
71,2 276 322 504 

88,8 1 270 1 280 1 350 1 570 


Problema nr. 7.51. Cel mai simplu amplificator magnetic este compus 
dintr-un miez feromagnetic pe care se află o înfășurare de curent alternativ 
și o înfășurare de comandă parcursă de curent continuu. În circuitul de curent 
alternativ se găsește un rezistor de sarcină R. Variind intensitatea curentului 
de comandă, se modifică intensitatea curentului din circuitul de curent alter- 
nativ, deci tensiunea la bornele sarcinii și puterea disipată în aceasta 
(fig. 7.51, a). 

Știind că se folosește un miez identic cu cel din prol'lema precedentă, să se 
determine caracteristicile: 


I = t(l); P, = RI? = (1). 
Se dau: R = 100 Q, U, = 50 V. 
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Se vor neglija armonicele 
superioare ale fluxului mag- 
netic, pierderile în fier și 
tensiunea electromotoare al- 
ternativă indusă în înfășu- 
rarea de comandă. 


Soluţie : 


Tensiunea la bornele sar- 
cinii și cea la bornele înfă- 
șurării de curent alternativ 


sînt defazate cu, astfel 


încît: 
$ = U? + (RI)? 


Curbele U,(I) sînt cunos- 
cute din problema prece- 
dentă. În cele ce urmează, ne 
interesează curbele U (RI), 
care se obțin din cele de 
mai sus, avînd grija să se 
adopte pentru ambele axe 
aceeași scară. 


Trasînd un arc de cerc 
cu centrul în origine și cu 
raza egală cu tensiunea la 
borne, intersecţia sa cu ca- 
racteristica corespunzătoare 
unei anumite valori a curen- 
tului de comandă 1, va 
avea ca abscisă chiar ten- 
siunea la bornele sarcinii. 
Aceasta se poate vedea 
ușor, observînd că relaţia 
(1) reprezintă chiar teore- 
ma lui Pitagora scrisă 
pentru triunghiul OAB 
(v. fig. 7.50, b). 


40 + 20 iaca J Er 


50  IalmA) 


Fig. 7.51 


Folosind acest procedeu, se pot trasa caracteristicile cerute. Se obțin 


curbele din figura 7.51, b. 


Problema nr. 7.52. În schema din figura 7.52, a, C este un condensator 
nelinear a cărui caracteristică g = q(u) se poate aproxima prin relația: 


q = aU, — bU? (C, V) 


a = 2,5. 107° 
b= 1,5. 1072 
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Schema este alimentată de la o sursă de curent alternativ cu tensiunea 
la borne: 


u = U,/2 sin at, f = 1 kHz 


și de la o sursă de curent continuu cu tensiunea electromotoare E. 

Condensatorul C, nu permite sursei de curent continuu să debiteze curent 
în rețeaua de alimentare, iar bobina L avînd o inductivitate mare nu permite 
curentului alternativ să treacă prin circuitul sursei de curent continuu. 
În aceste condiţii, se va considera că tot curentul absorbit de rețea trece prin 
condensatorul C. 

Variația tensiunii electromotoare E a sursei de curent continuu, e însoțită 
de variația valorii efective a curentului absorbit de la rețea. Să se determine 
caracteristica 7 = f(E, U,). Căderea de tensiune în condensatorul C, se con- 
sideră neglijabilă. 

Solutie: 


Neglijînd căderea de tensiune în C,, tensiunea la bornele condensatoruiui C 
va fi: 


u, = E + U,V/2 sin ot 
De aici: 
q = au, — bug = [2E — bE? — —d (U, V2) T 


+ (2 — 2bE) U, VZ sin ot + Zt (U, VZ}? cos 24 
Intensitatea curentului alternativ va fi: 


j = A = o(U, VZ) (a — 2bE) cos at — wb (U, V2}? sin 2% 


Valoarea sa efectivă va fi: mA 
Iy = oU, | 25:02 + (a — 20E)? 


Dînd lui U, și E diferite valori nu- 
merice, se obține familia de caracteris- 
tici I(U,, E) (v. tabelul 7.52 și a 
fig. 7.52, b). 500 4 50 i 


Tabelul 7.52 


0 20 40 60 80 
E (V) 
0 0 320 . 10-3 670 . 10—3 1 060 - 11-3 1,507 
20 0 240 . 10— 500 . 1073 880 . 1073 1,280 
40 0 180 . 10-3 380 . 10—38 70C . 1073 1,070 
60 0 110 . 10-3 270 . 103 570 . 103 0,930 
80 0 50 + 10-3 210 . 10-33 490 . 10— 0,860 


Problema nr. 7.53. Cu ajutorul unui condensator nelinear se poate realiza un 
amplificator ; cea mai simplă schemă este reprezentată în figura 7.53, a. Ştiind 
că se folosește condensatorul nelinear din problema precedentă, să se deter- 
mine tensiunea la bornele rezistorului de sarcină R și a puterii disipate în 
acesta în funcţie de tensiunea de comandă E. Se vor neglija armonicele curentu- 
lui și căderea de tensiune în condensatorul C,. Se dau: R = 100 Q; U, = 60 V. 


Solutie : 
Luînd în considerație numai fundamentala curentului, tensiunile la bornele 
e oo . . . T A . 
sarcinii și ale condensatorului C vor fi decalate cu 3 încît are loc relația: 


U$ = Uk + Uè 


Caracteristica U(E) se deduce printr-o construcție asemănătoare cu cea 
descrisă la problema 7.51. 

Analizînd caracteristica obținută, se 
constată că amplificarea în tensiune: 


Au 
k, = i 
s AE 


este subunitară în cazul de față, însă 
amplificarea în putere este foarte mare, 
deoarece sursa E practic nu debitează 
putere activă. 


A 


Problema nr. 7.54. În figura 7.54 
este reprezentată schema unui du- 
blor de frecvență, compus din două 
mniezuri feromagnetice identice pe 
care se găsesc cîte trei înfășurări. 
Înfășurările primare, cu cîte N, 
spire, sînt legate în serie și sînt 
alimentate de la un generator de 
curent, care debitează un curent 
sinusoidal: 


T = Imaz SIN af. 


Înfășurările secundare, care au 

Fig. 7.54 cîte N, spire, sînt legate în serie, în 

opoziţie de fază ; la fel sînt conectate 

și înfășurările cu N, spire, parcurse de un curent continuu Jọ Tensiunea la 

bornele circuitului secundar va conține numai armonice de ordin par, 

cea mai puternică fiind cea de ordinul 2, încît circuitul permite obţinerea 
unei tensiuni de pulsație 2. 

Să se determine valoarea efectivă a acestei tensiuni, știind că secundarul 
este în gol. Se dau: N, = 150 spire, N, = 500 spire, Nọ = 200 spire, Imar = 1 A, 
Jy=0,5 A, f = 50 Hz. 

— secțiunea circuitului magnetic, S = 2 cm?, 

— lungimea medie a acestuia, / = 10 cm. 

Curba de magnetizare se aproximează prin relația: 


B = aH — bH (Afm, T) 
a = 2 103 
b = 0,5. 10° 


Se vor neglija pierderile și tensiunea electromotoare alternativă indusă în 
înfășurarea de curent continuu. 


Soluhe : 
Aplicînd legea circuitului magnetic în lungul fiecăruia din cele două miezuri, 
se obține: 
Hl = N Inaz sin ot — No 


Hd = N Ipan Sin ot + Nola 


Înlocuind în relația care aproximează curba de magnetizare, se obțin 
valorile inducției magnetice în cele două miezuri: 


b b 
B, =| = Nolo + -i (Nolo)? + -2 -i (N ilmaa)? Nolo | + 
+ NaLnas — i (Nimes)? — 3- (Nimes) (Nola?) sin ot - 


-54 (NiImaz) N 010 cos 2t + a (N Imaz) Sin 3%wt 
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b 
3 


B, = | Nolo — - 


3 b 
(Nolo)? — -=y (Nina)? Nola] + 


3 b b ş 
= k N lmit E 4 B (Vilna) 9 ra Ti (Nil maz) (NaZa)?| sin ot + 


3 b 1 b : 
Too (Nil maz) Nolo cos Zot + P (Nil maz)? sin Scot 


S-au folosit relatiile: 


1 — cos 2g 
2 


sin? a = 
i 1 i 5 
sin? a = z (3 sin a — sin 3a) 


Tensiunea electromotoare indusă în secundar va fi, ținînd seama de faptul 
că cele două înfășurări sînt legate în opoziţie: 
3 
2 


Uso = NAS (ae) SI 


b ° 
dt dt pa N 29 (N KER N olo 2% sin 2%Ż 


adică va avea frecvența 2f= 100 Hz. 
Valoarea sa efectivă este: 


1 b - 
Ua = p3 -py NaS (Nalmaa)? Nolo 20 = 150 V 


Problema nr. 7.55. Cu ajutorul circuitului reprezentat în figura 7.55 se poate 
obține divizarea frecvenței în raportul =, adică se obține un curent alterna- 


tiv cu frecvența f cînd circuitul este alimentat de la o'sursă de curent alterna- 
tiv cu frecvența 2f. Pe două miezuri identice, avînd dimensiunile din figură, 
se află cîte trei întășurări. Înfășurările cu N, spire, legate în serie și în același 
sens, sînt alimentate de la un generator de curent care debitează un curent 
sinusoidal cu frecvența 2f și amplitudinea I,m. Întășurările cu N, spire, 
legate în serie și de asemenea în același sens, sînt alimentate de la un genera- 
tor de curent continuu. În circuitul obținut prin legarea în serie, însă în sensuri 
opuse, a înfășurărilor cu N, spire, se află un rezistor R și un condensator C. 
n acest circuit se va obţine un curent electric de frecvenţă f. Să se determine 
valoarea efectivă a acestuia. 
Curba de magnetizare a materialului din care sînt confecționate miezurile 
se va aproxima prin relația: 


B = aH — bH (T, A/m) 
a = 2. 10° 
b= 2:10? 


Se vor neglija pierderile în fier şi în înfășurări și tensiunea electromotoare 
alternativă indusă în înfășurarea de curent continuu. 

Se dau: R = 60 Q, C = 1600 pF, Jam = 0,2 A, Io = 0,2 A, N, = 30 spire, 
N, = 10 spire, N, = 20 spire. 
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Fig. 7.55 


Solutie : 
Fie 
Ta = Ism Sin (2 œt + 42) 
Ti = Lin Sin o? 


Intensitățile cîmpului magnetic din fiecare miez se obțin aplicînd legea 
circuitului magnetic. Rezultă : 


H, = Z [Nalam sin (2t + 2) + Nolo + Nilin Sin ot] 


H, = = [NaLa sin (2 ot + pa) + Nolo — Nam sin ot] 


Înlocuind în expresia curbei de magnetizare și folosind relațiile: 


1 — cos 2g 
2 


sin? g = 
; 1 7 ; 
sin? æ = a (3 sin a — sin 3«) 


se obțin inducțiile magnetice din cele două miezuri. Dintre acestea ne intere- 
sează numai componenta de frecvență f, care este: 


B® = — BP = M sin at — N cos (ot + 42) 
unde: 
3N, Iim (Na lam? 3 (N, Im}? N, Io }2 NUI 
M = NI so i ai rii fra) 3 e) a 
D ua k ' far]? l 
N = 3b Dm , Nalam Nolo 
' ' ' 
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Ecuația circuitului bobinelor cu N, spire se va scrie: 


Rutt Lad E, AC NS r 


= 0 


Înlocuind expresia lui ș, și identificînd termenii în sinus și cosinus, se obține: 


R 

N2 

COS p = — = 

3 Nolo , Nalzm , os 
l l 
413 a 1 b 
Besen o N= ANI e 

1m O SoNg LI O 2SNiaC 2 ri 2m)” p Volo)? + 


+ 3 (Nolo) (Nalan) sin ţa] 


În aceste relații, / este lungimea medie a circuitului magnetic, iar S — sec- 


țiunea sa. 
Înlocuind valorile numerice se obține: 


cos | = — 0,99 
lin = 0,252 À. 


Observație: 


Dacă se presupunea 
i = — Im sin ot, 


rezultatul era același, întrucît rolurile miezurilor (1) și (2) se schimbau între ele. Acest circuit 
are deci două regimuri stabile de funcționare, caracterizate prin curenți i, egali, însă în opoziție 
de fază. Această proprietate stă la baza construcției unui element folosit în construcția unor 
maşini de calcul, numit „parametron“. 

Problema nr. 7.56. Miezul unui transformator are secțiunea S = 2 cm? și 
lungimea medie a circuitului magnetic / = 20 cm. Înfășurarea primară are 
N, = 1 500 spire şi rezistența Rı = 1 000 Q; înfășurarea secundară are N, = 


= 1 000 spire și funcționează în gol. 
Să se determine tensiunea electromotoare indusă în înfășurarea secundară, 
dacă tensiunea la bornele primarului este de 100 V și are frecvența f. 


Curba de magnetizare se va aproxima prin relația: 
H = aB + bB5 (Afm, T) 
a = 30; b = 300. 
Se vor neglija pierderile în fier. 
Soluie : 


Deoarece nu se poate neglija rezistența primarului, fluxul magnetic nu mai 
poate fi considerat sinusoidal. Calculele se fac folosind metoda iteraţiei. 
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Din legea circuitului magnetic se obține: 


= Ni B5 = ad E 
aB-+b a— ro 
de unde 
iri e ucr ul 


Ecuația primarului este: 


Ri=N, a = mọ = U, V2 sin at, 


de unde: 
dð; — WV2 . R: Us V2 
PT, N, sin ot — 3-1 = N sin wf — 
R lia b 
DE Li 3 2] 
N, A E pa ice 


a. Prima aproximaţie: 
— se neglijează ultimii doi termeni ai membrului drept, ceea ce revine la a 
considera fluxul magnetic sinusoidal: 


ADW _ UoV2 sin cot, 
di N, 


de unde 


Ub V2 
Op ae y COS 07 


10 


b. A doua aproximaţie: 
— se înlocuiește valoarea lui O!) de mai sus în membrul drept al relaţiei (1): 


(2) 5 
a7 = sin cot + E VeV? cos wot + — ea 2] cos5 ot | 


Folosind identitatea: 


COS5ut = ——[cos Sul + 5 cos 3wf + 10 cos t] 
și înlocuind cu valorile numerice date, se obţine: 
(2) = Zd 
e = 66,62 . 1073 sin ct + 291,9 - 105 VZ cos ot + 


+ 4,45 + 105 2 cos 3 ot + 0,89 - 105 2 cos 5%. 


Procesul poate fi continuat. Ne vom opri însă la această aproximație, care 
este suficient de bună. 
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Tensiunea electromotoare indusă în secundar este: 


apf’ z i = 
= — = 66,6 V2 sin ct + 2,92 2 cos ot + 


ep SN, 


+- 4,45 - 102 y2 cos 3wf + 0,89 . 1072 y2 cos Swt = 
= 66,7 [2 sin tes + 2930”) + 4,45 - 1072 V2 cos 3%t + 
+ 0,89 - 1072 V2 cos Surf. 


7.5. CIRCUITE NELINEARE ÎN REGIM PERIODIC PERMANENT 
PROBLEME PROPUSE 


Problema nr. 7.57. Să se determine variația în timp a tensiunii la bornele 
rezistorului de sarcină R = 10 Q al redresorului din figura 7.57, a. Caracte- 


ristica tensiune-curent a diodei redresoare este dată în figura 7.57, b. Tensiunea 
aplicată la borne este: 


U,(t) = 220 V2 sin ot 
Răspuns : 


R” 


110 V2 sin wt; 2kr < ot < (2k + =; k= 0,1,2,... 


1,1 V2 sin œt; (2k — 1) n S ot S 2kr; k= 1,2,... 


Valoarea medie a acestei tensiuni este Upo = 48,7 V. 


g 


i) 


-200 -700 


Fig. 7.57 
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Problema nr. 7.58. Pentru redresorul în punte din figura 7.58, realizat cu 


diode presupuse ideale și alimentat sub tensiunea la borne u, = U,2 sin ot, 
să se determine valorile medie și efectivă ale curentului din rezistorul de 
sarcină R și tensiunii la bornele acestuia. Se dau U, = 120 V, R=|kO. 


Răspuns : 


Il, = 2 LEI 108 mA; Upro = 108 V 


== 120mA; U, = 120 V 


Problema nr. 7.59. Pentru încărcarea unui acumulator de la o sursă de curent 
alternativ se folosește un redresor monoalternanță (fig. 7.59, a). Presupunînd 
redresorul ideal, iar rezistența de sarcină de valoare R = 10 Q, să se deter- 
mine valoarea medie a intensității curentului, dacă tensiunea aplicată la 
borne are valoarea efectivă U, = 6 V, iar tensiunea electromotoare a acumula- 
torului este E = 4 Y. 


Rezolvare : 
Dioda va conduce numai atît timp cît 4, > E (fig. 7.59, b). 


Ub 


ub | 


Fig. 7.58 
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În acest interval de timp, intensitatea curentului va fi: 


i a e E — 0,6 VZ sin ot — 0,4 (A); 0,49 < ot < 2,65, 


iar valoarea sa medie este: 
l= OLA 


Problema nr. 7.60. Puntea din figura 7.60, a conține într-unul din braţe o 
diodă a cărei caracteristică tensiune-curent este dată în figura 7.60, b. In 
brațul punţii în care se află dioda este conectată în serie o sursă de curent 
continuu. Puntea este alimentată sub o tensiune alternativă «u, de ampli- 
tudine mică. 

Știind că R, = 10 kQ, iar R, < Rp» R< R, să se determine raportul 
R,|R, pentru care puntea este echilibrată, dacă echilibrul se constată la un 
osciloscop catodic cu rezistență de intrare practic infinită și care nu e sensibil 
la componenta continuă a tensiunii de la bornele sale de intrare. 


Răspuns : 


R, R, s9, 


unde R, (fig. 7.60, c) este rezistența dinamică a diodei în punctul de funcțio- 
nare: 


= 3 200 Q 


Ra = | 


Au = 120 — 40 
P, (30 — 5). 10-3 


ca (mA) 


W(V) 


O 40 0) 120 160 200 240 260 320 
b 


Fig. 7.60 
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Problema nr. 7.61. Caracteristica tensiune-curent u, = f(1) a unei diode 
cu vid este dată de relația: 


i = ku? (mA, V) 
k = 1,25 - 1072 
Acestei diode i se aplică o tensiune anodică: 
Us = Uo + Um sin ot = 200 + 100 sin o. 

Să se determine intensitatea curentului electric din diodă. 

Răspuns : 
î = 36,6 + 26 sin ot — 1,6 cos 204 + 0,07 sin 3%... 
Indicatie: se utilizează dezvoltarea în serie: 


2 p píp — 9) p(p — q) (Pp — 29) 
(1 + x)! = 1 pa ep +, 
q q - 29 g - 2q - 3g 


7.6. CIRCUITE NELINEARE ÎN REGIM TRANZITORIU 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 7.62. Un circuit compus dintr-o bobină cu miez de fier și un 
rezistor linear cu rezistența R se cuplează în momentul ź = 0 la o sursă de 
curent continuu cu tensiunea electromotoare U, şi rezistență internă nulă 
(fig. 7.62, a). 

Să se determine intensitatea curentului electric din circuit. Caracteristica 
® = (i) a bobinei este dată în tabelul 7.62, a. 


Tabelul 7.62,a 
i (mA) 60 100 160 200 250 


d (Wb) 0,5 0,575 '0,63 0,65 0,675 


Se dau: U, = 100 V; R = 4004. 
Solujie : 


a. Metoda integrării grafice 
Ecuația fenomenelor din circuit are expresia: 


. dË 
U= Ri + -7 
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Fig. 7.62 
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de unde se deduce: 


în Care 


? = U, — Ri 


Pentru a determina variația în timp a Pureniu ul 1(£) se eee în modul 


următor: din curba (4) se deduce curba cd ar x)= ®(ọ). Alegînd o va- 
loare oarecare a intensității curentului, aria ii între curba O(q), axele de 
coordonate și ordonata corespunzătoare valorii alese a curentului va reprezenta 
chiar timpul după care curentul atinge valoarea 'aleasă (v. fig. 7.62, b). 

Rezultatele calculelor sînt date în tabelele 7.62, b, c și în figura 7.62, d 
(curba a). 


Tabelul 7.62,b 


Caracteristica O = V(q) 


| i UnA) Il o 60 | 100 160 200 250 

| p (VI) | a 1,18 | 1,67 2,27 5 co x 10-2 
o (wb) | o0 0,5 0,575 | 0,63 0,65 0,675 

| | 


Tabelul 7.62,c 


Caracteristica i (/) 


i (mA) 25 42 60 | 130 200 250 


E (ms) 2 4,16 | 5,3 6,85 10,32 00 


b. Metoda aproximării caracteristicii printr-o linie Jrintă 

Caracteristica (7) se aproximează prin două segmente de dreaptă, tan- 
gente celei reale în porțiunea inițială, respectiv în zona de saturație (fig. 7.62, c). 
Ele se intersectează într-un punct P avînd coordonatele: 


O, = 0,58 Wb; i = 56 mA 


Pe fiecare din cele două porțiuni se poate defini cîte o inductivitate echiva- 
lentă. Astfel: 


În mod corespunzător, ecuaţiile circuitului vor fi: 
La Ri = U., pentru 7 <3 
La + Ri = U, pentru i >, 
Soluţiile acestor ecuații sînt: 


. Uo A S L . . 
i = l —e tj; tq =—-, pentru t<i 
A ) 1 R p 1 


>i 


: L 1 
= 4 Ce a; ty = 2, pentru 
R EEA t >h 


Din condiția ca la £ = ż, intensitățile curenților definite de cele două relații 
să fie egale, se obține: 


Rezultatul final este deci: 


i 
; U ES ; : 
i= aie =), pentru 2 <2, Z<t 


I-k 
TE ENE An i a 
ba — — T o, tru 2 >24, > 
: (à î- je pentru 7 > 4 1 
Valoarea lui 4, se află trasînd caracteristica i(t) dată de prima relație, pînă 
în punctul în care intensitatea curentului atinge valoarea 2 = 1, = 56 mA. 
Rezultatele calculelor sînt cuprinse în tabelul 7.62, d și în figura 7.62, d 
(curba b). 


Tabelul 7.62,d 


Pe t ms 1 2 4 6 65 734 

(D,) E T foii 19 P 52 55 2 56 
au iz Pa E 7,5 8 8,5 9,5 10,5 œ 
(Də) i mA | 121 163 192 211 233 243 250 


c. Metoda integrării ecuației cu diferențe finite 
Principiul acestei metode consistă în înlocuirea ecuaţiei diferențiale nelineare 
printr-o ecuație cu diferențe finite: 


AD ; 
AU — Ri 
At 9 k 


unde indicele k arată că mărimile respective sînt considerate în momentul t,- 
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De aici se deduce: 
AD, = Or — D, = (Uo — Ri) At 


Mersul calculului este următorul: se alege un interval de timp Aż, de exemplu 
Ar = 1 ms. Cunoscînd tẹ, și O,, se determină ®,,, apoi din caracteristica 
®(1), curentul tp}, cu care se continuă procesul., Rezultatele sînt grupate în 
tabelul 7.62, e și reprezentate în figura 7.62, d (curba C). 


Tabelul 7.62, e 


EN 
k 

mS 
0 0 
rS 
2 | 2 
3 3 
4] 4 
5 5 
6 6 
7 7 
8 8 
9 9 


d. Metoda aproximării caracteristicii printr-o functiune analitică. 
Se consideră următoarea funcțiune de aproximare a caracteristicii bobinei: 


4 = ab + bb? 


Coeficienţii a și b se determină din corespondenţa a două puncte din carac- 
teristica reală și cea aproximativă, de exemplu: 


(1 ® = 0,675 Wb (2) ® = 0,3 Wb 
t = 250 mA t = 25 mA 
Se obţin: 
a = — 0,12; b = 0,725 


Ecuația circuitului devine: 
T2 + R (a® + b0?) = U,, 


de unde 


m dË 
| U, — R(a® + b02) 


Înlocuind valorile numerice și efectuînd intregrarea, rezultă: 


EE [133 o (s) 
345 0,675 — ® 


Cu această formulă a fost întocmit tabelul 7.62, f. Rezultatul este prezentat 
grafic în figura 7.62, d (curba 4). 
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Tabelul  7.62,f 


| 
| 
IL (Wb) | 0,2 0,4 0,6 0,65 0,675 
i (mA) | 20 42 126 200 250 
t (ms) | 2 4,45 8,7 12 00 | 


Problema nr. 7.63. Circuitul din problema precedentă se cuplează la momen- 
tul £ = 0 la o sursă de curent alternativ avînd tensiunea la borne 


u = Un Sin ot. 


Să se determine intensitatea curentului din circuit. 
Se vor neglija curenții turbionari și fenomenul de histerezis. 
Se dau U„ = 100 V, f = 50 Hz. 


Soluție : 


Se aplică metoda calculului cu diferențe finite. 
Din ecuația circuitului 


2 + Ri = Upsin ot 


se deduce, prin integrare: 


Se divide axa timpului în intervale de timp egale Aż. Relaţia precedentă 
se va scrie: 


D(kAr) = În — On cos (kot) — R (Ein) A 


(63) (63) 


unde suma se referă la valorile curenților anterioare momentului de timp RA. 
Fie Aż = 1 ms. Înlocuind în relația de mai sus valorile cunoscute, se obține: 


® (kåt) = 0,32 — 0,32 cos (kwAt) — 400 : 103 (tn) 


Calculele se efectuează în modul următor: se cunosc toate valorile fluxului 
și curenților în momentele de timp (n » At) anterioare momentului (k - Aż). 
Se deduce ®(kAt), iar din curba P(2), valoarea corespunzătoare a intensității 
curentului i(kAż) ș.a.m.d. 

Rezultatele calculelor sînt date în tabelul 7.63. 

Variația în timp a curentului i() este reprezentată în figura 7.63. 


Tabelul 7.63 


— a ——— | E  ——————  ———_— 


S 
a 
= 
= 


— 
Îi | aaa ÎI —— 


© 
Fa 

z% 
€ 
= 


e Îi S S S A 


Z 
= 
= 
5 
© 


) 


8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
164 304 424 478 523 557 585 602 609 608 
0,614 0,498 0,470 0,429 0,32 0,277} 0,176 0,079| —0,013| —0,113 
140 120 54 47 32 28 17 7 —1 —11 
18 19 20 21 22 23 24 | 25 26 27 
18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 
597 580 560 539 521 507 500 503 513 516 
— 0,180 | —0,212| —0,224| —0,193| —0,148 |—0.073| +0,03 0,119 0,025| —0,076 


—17 — 20 —21 —18 —14 — 6 +3 +10 +3 +6 


| 


Problema nr. 7.64. La deconectarea înfășurării de excitație a unui genera- 
tor de curent continuu cu excitația în derivație pot apărea la bornele sale 
supratensiuni periculoase datorită inductivității mari a acesteia. Pentru a 
evita acest fapt, înfășurarea de excitație se comută la un circuit care conține 
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un rezistor cu tirit (fig. 7.64, a). Aproximînd caracteristica acestui rezistor 

printr-o linie frîntă (fig. 7.64, b), să se determine variaţia în timp a intensității 

curentului prin înfășurarea de excitație și a tensiunii la bornele acesteia. 
Se dau: U, = 120 V, R, = 60 Q, L, = 10 H. 


ifa) 


Fig. 7.64 
Solujie : 


Ecuația circuitului compus din înfășurarea de excitație și rezistorul de tirit 
este: 


Le + Rå + uzi) =0 


Derivînd, se obține: 


d2i di  dum(i) 
Le eRe ji Ap |! 
e dt? Tidi dt 1 dt 
dar 
dump(i) — dump(i) di di 
ZI — — 3) 
dt di dt 4 a 


R, fiind rezistența dinamică. Ecuația devine: 


d2i di 
Le aa t (Re + Ra) O 
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Variația rezistenței dinamice în funcție de intensitatea curentului este 
reprezentată în figura 7.64, b. Pentru cele două porțiuni distincte, soluţiile 
ecuaţiei vor fi: 


Re 
i= Ie Le =2e”” pentru 1,SisS<l, 
_ Ret Ra p 26r 
tahe Le = 0,5 e” pentru 0<<S 1, 


unde s-a ținut seama de condiția inițială: 


: Ub 
la a Unii placă. 
Timpul /' se consideră începînd din momentul î, în care curentul atinge 
volumul 7, moment dat de relația: 


0,5 = 2 e7™ =>, = 0,23s 


Tensiunea la bornele bobinei va fi: 


4, = L = — 120e” 0 sist, 


u, = — 130 e Ori So 


Variația intensității curentului prin înfășurarea de excitație și a tensiunii 
la bornele acesteia este reprezentată în figura 7.64, c. 

Se constată următorul efect determinat de rezistorul nelinear: la început, 
cînd intensitatea curentului e mare, rezistența dinamică a tiritului fiind mică, 
constanta de timp a circuitului e mare și deci curentul scade mai lent în timp, 
iar tensiunea la bornele bobinei atinge valori relativ mici; în momentul în 
care curentul scade sub o anumită valoare, rezistența tiritului crește, 
constanta de timp a circuitului scade și procesul tranzitoriu se desfășoară 
mai repede, fără ca tensiunea la bornele bobinei să atingă valori periculoase. 


Problema nr. 7.65. În figura 7.65, a este reprezentată schema unui genera- 
tor de oscilații de relaxare cu tub cu neon, utilizat pentru producerea unei 
tensiuni variabile în formă de „dinți de ferestrău“. 

Cunoscînd caracteristica 7 = f(u) a tubului cu neon, să se determine legea de 
variație în timp a tensiunii la bornele tubului, dacă circuitul se cuplează în 
momentul £ = 0 la o sursă de curent continuu cu tensiunea electromotoare E. 

Se dau: E = 120 V, R = 20 kQ, C = 2500 pF 


Soluţie : 
Caracteristica tubului se aproximează printr-o linie frîntă, ca în figura 7.65, b. 
În funcţionarea montajului, se disting următoarele etape: 
a) încărcarea condensatorului. 
Tensiunea este insuficientă pentru a amorsa descărcarea în tubul cu gaz, 
deci curentul prin tub este nul. 
Tensiunea la bornele condensatorului va varia după legea: 


£ 


u, = E(1 — e RC) = 120 (1 — e7? t) 
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b) descărcarea condensatorului. 
În momentul /, cînd tensiunea la bornele tubului atinge valoarea: 


Ue = Uapr = 110 V 


în tub se amorsează descărcarea. Punctul de funcționare se va afla pe porțiunea c 
a caracteristicii. Se poate înlocui tubul printr-o schemă echivalentă, compusă 
dintr-un generator și un rezistor (fig. 7.65, c). Elementele acestei scheme vor fi: 


E 99 V 
R, = ctg ọ = 5K23 


Schema echivalentă a întregului montaj este çea din figura 7.65, d, care 
prin teorema generatorului echivalent de tensiune se reduce la cea din 
figura 7.65, e. Pentru aceasta din urmă 


e a sA O 
R+ R, 


E— E 
Usm = E, + RE 


Ras za 


= 42 V 


e 


Ecuația de descărcare a condensatorului se va scrie: 
duc 
ts + Ras = U ABO 
de unde 
m = AA eee 


în care /' se consideră începînd din momentul descărcării. 
Constanta de integrare se determină din condiţia inițială: 


la t = 0, u, = 110 V 
Rezultă: 
U, = 42 + 68 e7!” 


În momentul 4 cînd tensiunea la bornele tubului atinge valoarea de 60 V, 
la care descărcarea încetează, reîncepe procesul de încărcare a condensa- 


torului. 
În cazul de față, rezultă: 


i, = 12. 10% s 
t, = 1,33 + 10% s 
lb = boi t= 133340 s 


c) reîncărcarea condensatorului. 
Din ecuaţia circuitului 


1 ; ; 
U.o + (id + Ri= E 
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cu condiția inițială 


rezultă : 
W, = 60 — 60 (e—2:102' — 1) = 120 — 60 e72:1%:” 


unde timpul este considerat începînd din momentul începerii reîncărcării. 
Durata reîncărcării rezultă din condiţia: 
Uap, = 110 = 120 — 60 e721% 


apr 


de unde 
t% = 9 . 10% s 


Procesul continuă prin redescărcarea condensatorului ș.a.m.d. (fig. 7.65, f). 
Perioada oscilaţiilor va fi: 


T = t + i = 10,33 - 105s x 0,1 ms 


Problema nr. 7.66. Pe un miez de ferită cu ciclu dreptunghiular de histerezis 
sînt înfășurate două bobine (fig. 7.66, a). La bornele uneia dintre bobine care 
are N, spire și rezistența R,, se aplică un impuls dreptunghiular de tensiune, 
de amplitudine U, şi durată T; la bornele celeilalte bobine, care are N, spire, 
este legat un rezistor R,. Să se determine intensitățile curenților din cele 
două circuite. 

Se convine că impulsul de tensiune aplicat determină un flux magnetic 
pozitiv, miezul fiind inițial magnetizat pînă la saturație în sensul negativ. 

Se vor neglija curenţii turbionari. 

Se dau: 


U=lV T = 0,15 ms 
N, = 10 spire R,=209 
N, = 10 spire Ra= 19 


— lungimea medie a circuitului magnetic / = 25 mm; 
— secțiunea circuitului magnetic S = 6 mm?. 


Soluție : 

În momentul aplicării tensiunii, miezul începe să se magnetizeze în sensul 
pozitiv, punctul de funcționare urmînd segmentul vertical al ciclului de histere- 
zis. În tot acest timp, intensitatea cîmpului magnetic rămîne constantă și 
egală cu cîmpul coercitiv Ha (fig. 7.66, b). 

Scriind ecuațiile transformatorului: 


Niti + Nate = H,’ 1l (1) 
NS F Ra ai Uo (2) 
N S © + R= 0 (3) 
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Fi 


———Nį 


B 
(7) 
02 


01 


——— 


é, 


„ee mee e e a 


i lA) 


rezultă: Hel 


de unde B= — B+ at 
deoarece la £ = 0, B = — B; (fig. 7.66, c). 


Intensitățile curenților se obțin din relațiile (2) și (3): 


$ U — N,Sa 
D= 


Ra 
__ NaSa 
Ra 


19 = 
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Aceste relaţii sînt valabile pînă în momentul cînd miezul se saturează în 
sens pozitiv. Aceasta are loc la momentul £, determinat din ecuația: 


Bs = — Bs + at, 


După acest moment și pînă la anularea impulsului de tensiune aplicat, 
inducția magnetică rămîne constantă, iar intensitățile curenților sînt 
(fig. 7.66, c): ză 


R, 
În momentul anulării tensiunii la borne, ambii curenți se anulează. 
« Numeric: i 


"44 = 0,143 mS 
` A 
B = — 0,2 + 2,8 - 104 


' i, = 0,415 A pentru £ <f, 
i i pentru T >ż¿>4ġ 


k tı = 0 pentru ¿>T 


E — 0,168A pentru £<4f, 
=p pentru £ > 4, 


îi 

Problema nr. 7.67. Pe două miezuri identice din ferită cu ciclu dreptunghiular 
de histerezis (fig. 7.67, b), se găsesc cîte trei bobine ca în figura 7.67, a. Bobi- 
nele cu N, spire, legate în opoziție, sînt alimentate de la o sursă de curent 
alternativ avînd tensiunea lą borne u, = Uim sin of. Circuitul secundar, 
format din bobinele cu N, spite, legate de asemenea în opoziție, funcționează 
în gol. Celelalte două bobine, cu cîte N, spire, formează circuitul de comandă. 
Dacă circuitul de comandă nu este alimentat, tensiunea la bornele secundare 
este nulă ; dacă .se alimentează circuitul de comandă de la o sursă de curent 
continuu sub tensiunea la borne U o, la bornele secundare apare o tensiune 
alternativă care după cîtva timp se anulează. Să se determine această tensiune, 
intervalul de timp după care se anulează și intensitatea curentului din 
circuitul primar. 
„Se presupune că miezurile erau inițial magnetizate în sens negativ, drept 
sens pozitiv fiind ales cel determinat de curentul de comandă intrînd prin 
bornele polarizate. Se vor: neglija curenții turbionari. 


Date numerice : 
UV, =0,5V N, = 100 spire Ry = 100 Q 
E e N A Na = 200 spire R, = 100 Q 
No = 100 spire f = 10 kHz 


— lungimea circuitului magnetic / = 40 mm; 
— secțiunea circuitului magnetic S = 12 mm?. 
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Soluţae : 
Notînd cu ®,, respectiv O, fluxurile fasciculare din cele două miezuri, 
ecuațiile circuitelor de intrare și de comandă au forma: 


: d 
t = Ru + Ni- (Pa — Ò 2) 


; d 
Uo = Roto + Nor (® F Ò p2) 


Dacă nu se aplică semnalul de comandă, starea magnetică a celor două 
miezuri nu se va schimba, deoarece intensitatea curentului alternativ care 
apare în circuitul primar, determinată presupunînd fluxul magnetic constant, 

. u == ° . 
ti = — = 0,5: 102 sin œ: (1) 


1 
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este insuficientă spre a crea un cîmp superior celui coercitiv: 
Ni, = 0,5 sin ot < H,» l = 100. 4-103 = 4 A 


De aici se deduce că în absența semnalului intensitatea curentului din 
primar e dată de relația (1). 

La aplicarea semnalului de comandă, dacă el are o valoare suficient de mare, 
starea de magnetizare a miezurilor se va modifica. În tot acest timp, intensi- 
tatea cîmpului magnetic rămîne egală cu H, încît: 


Niti + Noto = Hal, pentru miezul (7) 
— Nti + Noto = H., pentru miezul (2) 


de unde rezultă:. 


Hel 
A No 
şi 
dOp, a 3 ui Uo PRET, Roio 
dt 2N, 2 N; 
Pr me neg E sil i Uo — Roio (2) 
di 2N, 2 Ne 


De aici se deduce condiția ce trebuie îndeplinită pentru a putea avea loc 
acest: proces: avînd în vedere că inițial fluxul era negativ, el nu poate varia 
decît în sens crescător, încît trebuie să aibă loc inegalitatea: 

Ui Roi U 
o oo — ke 
2N, 2N, 
îndeplinită cu valorile numerice date. 
Din relațiile (2) rezultă: 


Uo Roi U 
D= — BS + —02 i 4—7 (1 — cos ol 
fl 8 F 2N, pa | C ct) (3) 
U= Rai U 
Da = — B.S hp — — (1 — cosul), 
2 > E 2N, TA a) 
unde s-a pus condiția ca la £=0, Ọ®ñ, = — B,S. 


Tensiunea la bornele înfășurării secundare va fi: 


l 


După un anumit timp £,, cele două miezuri se vor satura din nou, în sens 
pozitiv, încît din nou (fig. 7.67, c): 


m= Ua = 0 


ic to = UVolRo 
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Valoarea lui î, rezultă din condiţia: 
Pr = B.S 
Neglijînd componenta alternativă a fluxului, care e relativ mică, se obține: 


ee e 
Uo Bi Roio 


În cazul de față: 
t, = 0,5 + 10 2 sin œ respectiv 1, = 0 
Ug = 0 respectiv u = sin ot 
re = — 2,4 - 1076 + 4,5: 10°83 £ + 10% (1 — cos ot), 
în timpul procesului tranzitoriu. 
é = 1,06 ms. 


Problema nr. 7.68. Să se determine legea de variație în timp a amplitudinii 
intensității curentului din circuitul de utilizare al unui amplificator magnetic, 
dacă în momentul / = 0 circuitul de comandă se cuplează la o sursă de curent 
continuu cu tensiunea electromotoare E, (fig. 7.68, a). 


Se dau: 
u = Up sin (ot + e); U = 100 V; f = 50 Hz 
N = 1 000 spire; Na = 10 000 spire 
E= 10 Y; R, = 5000; R = 2009 


Curba de magnetizare a miezului magnetic se va aproxima cu ajutorul 
relației: 


0 = a sh (b Õ,) cu a = 2 (As), b = 2. 104 Wb”? 


d z at e 
1-10 ia (0) 


Fig. 7.68, a, b 
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Fig. 7.68, c, d 
Se vor neglija armonicile de ordin superior și curenții turbionari. 
Solutie : 
Fie 
i = [m Sin ot; Ph = E Da tr Om sin ot 
Ecuația circuitului principal va fi: 
do 
— kr Riu = Um sin (wt + q) 
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AIOE Pen (M) 


în care 
9, = Pa + Pa = NO o + NO sin ot — NO + 
+ NO pm Sin ot = 2NO pa Sin o? (2) 
Înlocuind în expresia curbei de magnetizare, se obține: 
9,2 = a sh [£ bO o + b Oym sin ot] (3) 


Valoarea medie, respectiv fundamentala solenației se obține folosind dezvol- 
tarea în serie de la problema 7.46 și este: + 


0L} = a sh (29,0) Io (bO im) 
04} = 2 a ch (90,70) L (bO pm) sin ot (4) 


încît intensitățile curenților din circuitul de comandă și de utilizare se pot 
considera : 


to = — sh (207) Io (204); (5 a) 
0 


i, = ch (bO o) I; (bO pm) sin ot. (5 b) 
Din relațiile (1), (2) și (5b) se deduce: 
2N O © cos ot + = R ch (200) La (bOn) sin ut = 
= U, cos esinwt -H Un sin cost (6) 
sau, identificînd termenii în sinus și cosinus: 


2N OP = Unsin ọ 


Aich (200) Li (bO pm) = Un cos ọ 


S-a presupus că amplitudinile fluxurilor variază relativ încet, adică: 


—— 4 W oD ims 3 Jo 


Din relația (6) eliminînd variabila ọ, rezultă: 


VUZ, — (2N o Dfm)? 
ch (20,0) = E E i (7) 
L (bOrm) 


Cu această relație se trasează o curbă (fig. 7.68, c): 
Pro = f(O m) (v. tabelul 7.68, a), 


iar din (5b) se deduce 
10 = f(® o) (v. tabelul 7.68, b) 
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Tabelul 7.68,a 


x 10-4 


x 10-72 


Dym Wb || 0,2 0,4 0,8 1,2 1,4 1,44 | 1,48 | 1,52 | 1,56 


——  — aaa aaa aaa ŘE — 


Ò ro Wb 3,54 | 3,14 | 2,66 | 2,12 | 1,78 | 1,7 1,6 1,46 | 1,25 


Tabelul 7.68, b 


Dro Wb 0 0,4 0,8 1,2 1,6 1,78 2 x 10-4 
i (A) 0 | 1,01 | 2,72 | 5,84 | 11,76 15 22,66 | x 10-3 
. . e . E. 
Din ecuaţia circuitului de comandă 
d na 
DN ARa E 
dt 
înlocuind și valorile numerice, se deduce: 
a 
t= U E (8) 
1 — 50 io (Po) 
A 1 È : 
Trasînd curba ọ(®,ọ) = ——————— integrala (8) se calculează grafic, 


1 — 50 io (Op) 
timpul după care curentul de comandă atinge o valoare tọ aleasă arbitrar, 
fiind definit de aria cuprinsă între curba ọ, axele de coordonate și ordonata 
corespunzătoare valorii O, (v. fig. 7.68, b). 
Rezultatele sînt date în tabelul 7.68, c: 


Tabelul 7.68,c 


PD, |10-4(Wb)|| 0 | 0,4 0,5 1,2 1,6 1,7 1,75 1,78 


————— | f eee | aeea | ee | eee a G o E | aeea a 


Din legea de variație în timp a componentei medii a fluxului magnetic 
Po (7), cu ajutorul relației (5b) și al relației dintre O, și ® m (tabelul 7.68, a) 
se deduce legea de variație în timp a amplitudinii primei armonice a curentului 
din circuitul de utilizare Zim = f(£). 

Rezultatele sînt date în tabelul 7.68, d şi în figura 7.68, d. 


Tabelul 7.68, d 
480 520 540 


1,7 1,75 | 1,78 x 1074 


1,44 | 1,41 | 1,4 x 104 


210 223. 225 


Problema nr. 7.69. Un condensator nelinear 
avind caracteristica q = f(U,) reprezentată în 
figura 7.69, b, este încărcat sub o tensiune 
Uo = 250 V apoi este cuplat la bornele unei 
bobine care are inductivitatea L = 1 mH și rezis- 
tența neglijabilă (fig. 7.69, a). Să se traseze tra- 
iectoria în planul fazelor a procesului tranzitoriu. 


Soluţie : 
Ecuația circuitului de descărcare a conden- 
Fig. 7.69, a satorului are forma 
di 
Je pe e ac die ete 0) l 
Tou (1) 
Combinînd ecuația (1) cu legea conservării sarcinii electrice, care are forma: 
TEL 2 
i Fa (2) 
Și introducînd notatțiile : 
E E ati pa 3 
x=g; 9 u, (9) = m (2) = f(a); Z = k, (3) 
rezultă relația: 
f(x) = — kLy (4) 


Ecuația (4) este ecuația familiei de isocline, k reprezentînd panta traiec- 
toriei în planul fazelor în punctul de intersecție cu izoclina corespunzătoare ei. 


Ținînd seama de scările axelor de coordonate, se deduce 
tg p = k: 1075, (5) 


unde unghiul ọ reprezintă unghiul dintre tangenta la traiectorie ṣi axa ab- 
sciselor. 


a 


3 
&, 
av 


| 200 Uf) 
i e P 
Fig. 7.69, b 
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Pe LN, 4// 


OAA 


ZE 
NIS 


Fig. 7.69, c 


Calculele efectuate cu formulele (4) și (5) dau următoarele rezultate: 


CP ean a e 


+ 6.106 +8.10-6 +10.10-6 
+80 +130 +250 
i F 1,38 2,25 74,31 
70,463 0,75 71,44 
0 0 0 


Isoclinele corespunzătoare valorilor negative ale lui k se obțin schimbînd 
semnul ordonatelor , 

Trasînd familia de isocline, traiectoria reprezentativă din planul fazelor se 
trasează începînd din punctul x = q = q(U,) = q(250) = 10 - 10%% coulombi; 
1(0) = y(0) = 0. 

Se obține o curbă închisă, care se va pårcurge în sensul acelor de ceasornice 
(fig. 7.69, c). Această traiectorie descrie un proces oscilatoriu neamortizat. 
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Problema nr. 7.70. Să se rezolve problema precedentă în cazul în care bobina 
are o rezistență R = 100 Q. 


Solutie : 
Ecuația circuitului în care se descarcă condensatorul este: 


' di 
Ri +L — — u =0 
2 + a Us 


Folosind aceleași notații ca în problema precedentă, ecuația isoclinelor 
rezultă de forma: 


t(x) = —(R + kL) y 


k 0 105/ V3 


a | ÎI | În În 


—0,12| —0,28| —0,5 


GEN ame NE l-a y 


 - age Po pa 


Fig. 7.70 
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e 45° 60° 
rT 
2 4 6 8 10 | 2 4 6 8 10 

10-6 

y —0,1 | —0,22| —0,4| —0,65]—1,25| —0,05| —0,12| —0,21 | —0,35 | —0,67 

k co —105/ V3 ==10 — V3.10 

P 90° —30° —A5* —60* 

x 

0 2 4 6 |x=0| 2 4 6 

10-6 

y — —0,47| —1,07]| —1,9 | — 0,27 | 0,62 | îl 


Pentru abscise negative, curbele se obțin prin simetrie în raport cu originea. 
Trasînd traiectoria reprezentativă a procesului tranzitoriu, începînd din 
punctul: 
dg 


= = * 1076C. = — = 
CSU OG E lg 


Se obține o spirală care tinde, pentru ź —> co către originea sistemului de coordo- 
nate (fig. 7.70). Procesul tranzitoriu va fi deci un proces oscilatoriu amortizat. 
Problema nr. 7.71. Pentru generatorul de oscilații de relaxare cu tub de neon 
din figura 7.71, a, să se traseze traiectoria punctului reprezentativ al stării în 
planul fazelor, dacă rezistorul R are rezistența: a) R = 8 KQ; b) R = 20 KQ. 
Să se determine calitativ pentru fiecare din cele două cazuri legea de variație 
în timp a tensiunii la bornele condensatorului, dacă circuitul se cuplează la 
sursă în momentul £ = 0, condensatorul fiind inițial neîncărcat. 
Caracteristica tensiune-curent a tubului cu neon din figura 7.71, b se va 
aproxima printr-o linie frîntă. 
Să se determine de asemenea valoarea limită a rezistenței R la care apar 
oscilații. 
Se dau: E = 120 V, C = 2 500 pF 
Soluție : 
Aplicînd teoremele lui Kirchhoff, se obține: 


duc 
di 


E = u,+ Ri+ RC 


Introducînd notațiile: 


Re, | 
< 
punet nestakil 


D 
A 


i x 
b ciclu hmla 


Fig. 7.71 


se obține ecuaţia traiectoriei fazice: 


y= Ioe- To = 5 - 104[120 — x — Ri(x) (1) 


Pentru valorile indicate ale rezistenței se obțin următoarele rezultate: 
a. Pentru R = 8 KQ: 


x 0 60 80 100 110 
awf oj oj 5| _5|__0|__3| 92| oļaļ asao]. x1 
y 600 | 300 | 100| 100| 200| 80 |.—168| 100 |60| —435| 50| ... x10-4 
b. Pentru R = 20 kQ: 
x£ 0 60 80 100 
w oj oj 5| 5} o | sļo2| oļi 
y 240 | 120 | —80 | 280 | 80 | —40 | —288| 40 |0 


Cu aceste valori s-au trasat figurile 7.71, c și 7.71, d. 
Discuhe : 

a. R = 8 KQ. 

La î — 0 (momentul cuplării la sursă), punctul reprezentativ al stării se 
află pe axa ordonatelor (x = 4, = 0), deoarece se presupune condensatorul 
inițial neîncărcat. 

Cele trei segmente de dreaptă reprezentînd traiectoria fazică nu pot fi 
parcurse în orice sens. Într-adevăr, din ecuația (1), derivînd în raport cu timpu , 
se obține: | 


dy f dz di di dz 
W zi Se 00 pi RE e 5 SAO d LA RE 
dt (3 1 i p [>+ dt dt 
di di 
= 5 109| + RE = — 5109 [1 + RI 
| dz du 


— Pe segmentul (4): == 0, care corespunde segmentului (a) de pe carac- 
i 


teristica i(u) ; {eci = <0, încît sensul permis e cel 
indicat de săgeată (fig. 7.71; c), (y scăzător). 


di _ ` d zi 
ză ai = — 10%, de unde  < 0, rezultînd sensul 
du Ar |) dt 


indicat pe figură. 


— Pe segmentul (b): 
— Pe segmentul (c): = > 0, şi se obține: 
w 
' A dy 
pentru ¥, 3,0. F < 0 —> y scade 
pentru y < 0, 2 > 0 — y creşte. 
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Starea inițială fiind cea de mai sus, punctul reprezentativ va parcurge deci 
segmentul (a) pînă la extremitatea din dreapta, apoi va sări brusc pe segmentul (c), 
pe care-l va parcurge pînă în punctul M, unde procesul tranzitoriu ia 
sfîrșit. Acest lucru se traduce în timp în modul următor: tensiunea x crește 
din ce în ce mai încet (y scade) începînd de la x = 0 pînă la x = U. Aici, 
brusc, ea începe să scadă (y < 0) din ce în ce mai încet, pînă la o valoare 
1t% = 68 V, cînd procesul tranzitoriu încetează; este deci un proces aperi- 
odic (fig. 7.71, e). 


b. R = 20 KQ. 


Un raționament asemănător indică sensurile de parcurgere ale diverselor 
segmente ale traiectoriei fazice reprezentate în figura 7.71, d. Se constată că 
punctul de intersecţie cu axa absciselor este, de data aceasta, un punct nestabil; 
se constată de asemenea existența unui ciclu limită avînd forma unui patrulater 
cuprins între abscisele x = 110 și x = 60 V. Schema va genera deci oscilații 
întreținute, tensiunea la bornele condensatorului variind între limitele de mai 
sus (fig. 7.71, f). 

c. Valoarea critică a rezistenței R la care apar oscilații se obține în cazul 
în care traiectoria fazică are forma din figura 7.71, g, care asigură existența 
unui ciclu limită. 

Din ecuația (1), punînd condiţia: 


la x = u, = 60, x=0 


se obține: 
Ry 12 RU: 


Se pot trage aceste concluzii și dacă se studiază poziția punctului static 
de funcționare, determinat trasînd în planul caracteristicii tubului cu neon 
dreapta de sarcină (aceasta se poate face, deoarece în regim staționar curentul 
prin condensator e nul, încît prin rezistență și tub va circula același curent). 

Se constată, că pentru R = 20 kQ, punctul static de funcționare se află 
pe porțiunea din caracteristica tubului cu rezistență dinamică negativă, 
pe cînd pentru R = 8 KQ, el se află pe o porţiune cu rezistența dinamică 
pozitivă. 


7.7. STABILITATEA ÎN CIRCUITELE CU ELEMENTE NELINEARE 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 7.72. Un circuit alimentat sub o tensiune continuă U, e compus 
dintr-un rezistor R, o bobină L și doi electrozi între care se produce un arc 
electric, legate în serie. Parametrii circuitului se aleg astfel încît dreapta de 
sarcină să intersecteze caracteristica u„() a arcului electric în două puncte. 
Să se studieze stabilitatea funcționării în fiecare din aceste puncte. 
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Fig. 7.72 


Solutie : 

Scriind ecuațiile lui Kirchhoff pentru mici variații ale curenților față de 
starea de referință, se obţine: 

g dA) 

dt 


+ (R+ Ra) Ai =0, 


dU, ; i ig ; : 
unde R; = Fa este rezistența dinamică a arcului electric. 
[A 


Condiţia de stabilitate este ca rădăcinile ecuației caracteristice să fie nega- 
tive, adică: 


RA+ R, > 0 
de unde rezultă 


R >| Ral 
Ra fiind negativ. 

În punctul A, |R,| < R, deci acesta este un punct stabil. Dimpotrivă, în B, 
IR, > R, regimul de funcţionare fiind nestabil; orice abatere, cît de mică, 
față de acest punct, mută punctul de funcționare în A. 

Problema nr. 7.73. Să se studieze stabilitatea circuitului din figura 7.73, 
dacă tensiunea la borne și rezistența de sarcină sînt astfel alese încît dreapta 
de sarcină și caracteristica arcului să se intersecteze în două puncte. 


Soluție : 
Scriind ecuațiile lui Kirchhoff pentru variații mici ale curenților față 
de starea de referință, se obține: 


Par a 


d  C\R Fi : 
Condiţia de stabilitate este: fi i 
1 1 | | 
SE — > 0 A 
ial Ra U c ( D 
de unde “ 
R <|R 
< |R4 O T 7 
Se constată că de data aceasta : 
punctul A este nestabil, pe cînd z 


punctul B este stabil. Fig. 7.73 
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Rg 


100 200 IO 100 AD 600 700 si 1009 
Er e; 


b 


Fig. 7.74 


Problema nr. 7.74. Un circuit electric e format dintr-o diodă tunel, a cărei 
caracteristică tensiune-curent este dată în figura 7.74, b, conectată în serie cu 
un rezistor R = 40 Q, cu o sursă E = 0,6 V, care polarizează dioda în sensul 
de conducție și cu un generator de impulsuri e. Să se arate că pentru e = 0, 
schema are două stări stabile de funcționare. Să se determine amplitudinea 
pe care trebuie să o aibă impulsurile de tensiune date de generatorul e pentru 
a se produce trecerea dintr-o stare în cealaltă. 

Schema echivalentă a diodei tunel, pentru semnale mici, este dată în 
figura 7.74, c. În această schemă C, este capacitatea (parazită) dintre elec- 
trozi, L este inductivitatea firelor de legătură, Ro este rezistența de contact, 
iar R; rezistența dinamică. 

Solutie : 
Se trasează dreapta de sarcină, determinată de punctele 


(E, 0) i (o, Z) . 


Se observă că dreapta de sarcină intersectează caracteristica diodei în trei 
puncte: A, B și C. Dintre acestea, A și B sînt stabile, iar C este nestabil. 

Într-adevăr, din schema echivalentă a circuitului pentru mici variaţii ale 
curenților (fig. 7.74, d) se deduce ecuaţia diferențială: 


d2(A,) L \ AAi)  R+ Rau. 
L l R + — | 4 — Ai = 0 
dt? +| T 7] a T CR “1 


în care s-a neglijat Ro & R. 
Ecuația caracteristică are forma: 


Lp + (R r iar aa. 


CR 
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Condiţia de stabilitate, care cere ca toate rădăcinile ecuației caracteristice 
să aibă partea reală negativă, se traduce prin aceea că toți coeficienții ecuației 
trebuie să aibă același semn, adică: 

R+ Ra 
CR 


> 0 
L 
RA+— >0 
e EH zi 


În A și B, R, > 0, deci condiţia este îndeplinită. 
În C, R, <0, în plus |Ra| < R, deci 


R+ Ra 
C 


F < 0, deci sistemul este nestabil. 
d 


Amplitudinea semnalului necesar pentru a trece circuitul din starea A în 
starea B se obține trasînd dreapta de sarcină limită, tangentă caracteristicii. 
Se obține e, = 250 mV. Invers, pentru a trece circuitul din starea B în starea A, 
va fi necesar un impuls negativ de tensiune e, = — 180 mV. 

Problema nr. 7.75. Rezistența unui element Hall variază în funcţie de in- 
ducția magnetică din element după o relație de forma: 


Rn = Ro + aB 


reprezentată grafic în figura 7.75, b. pentru elementul SBV 525 (circuitul 
de măsură este în gol). Se poate realiza un generator de oscilații întreținute, 
a cărui schemă e reprezentată în figura 7.75, a, 
introducînd un element Hall în întrefierul 
unei bobine care are L = 0,1 H, N = 100 spire, 
suprafața polilor S = 0,5 cm? și care poate 
fi considerată nesaturată. 

Să se determine condiția de producere a 
oscilației în montaj. 

Dacă: R = 1 kQ,7z = 1 Q, C = 1 000 pF, 
să se determine tensiunea electromotoare 
minimă la care pot apărea oscilații. 


Solutie : a 
Deoarece bobina L este nesaturată, in- 
ducția magnetică B va depinde linear de ;: 


R(Q) 
Beneto 
S NS NS 4 
încît 3 
Rn = Ro + kig 
2 
Presupunem circuitul aflat într-un regim 
static de funcționare: 1 
(72)o = T20 = 0 } 817) 
À E E b 
E E r T e a 
R + Rm(iz = 0) R + Ro Fig. 7.75 
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Pentru variații mici As ale curenților față de această stare, se pot scrie 
ecuațiile lui Kirchhoff: 


R (As, + Ai) + A(Ruin)o = R(Ai, + Ai) + ARo + kiail = 
= R(Ai + Ai) + R Ai, + RI Ai = 0 


rAi, + L LCD. S g +2] Aidt = A(R i) = 


= RA + Aliot 
Eliminînd pe Az,, se obține: 


d?(Ai)  G(Aiz) [ Ro(R + kI) Paa 
[ iz , AAi) | Ro(R+klo) pp Ne aici) 
aa a l R+ R, 4 1o) tgan 


Ecuația caracteristică este: 


Jaa a |+ 
0 


Notînd: L =a, 


R(R + kIio) 
pp — klo = b 
e R, 10 


e 6 


C 


Condiția de oscilație este ca rădăcinile ecuației caracteristice să fie complexe 
și să aibă partea reală pozitivă. De aici rezultă: 


b <0; A=b—4ac<0 
Prima condiție dă: 


Ro 
Ek(1 — a] > 7(R + Ra) + RR 


0 


În exemplul numeric dat: 


de unde: 


DT. 
1000 + 2 
a1 git na 40 - 75 
AEN E E E a E E), 
1000 + 2 1000 + 2 
Ace ba da R EL Ma 4 e 408 
10-9 


Frecvența de oscilație va fi: 


op — V 42105 2-104 


Jom DR Jx — 3 160 Hz 


Problema nr. 7.76. În figura 7.76 e reprezentată schema unui oscilator cu 
efect Hall. Elementul Hall, situat în întrefierul unui circuit magnetic al unei 
bobine de inductivitate L, este străbătut de curentul continuu J. La bornele 
a și b, între care apare tensiunea Hall, este conectat un circuit format din 
bobina L de mai sus, un rezistor R și un condensator C. Elementul Hall este 
conectat astfel încît tensiunea Hall să fie de sens opus căderii de tensiune 
rezistive. 

Știind că tensiunea Hall are expresia: 


U„ = Pali 


și că rezistența elementului Hall între bornele a și b este R,,, să se determine 
relația care trebuie să existe între parametrii schemei, pentru ca în circuit 
să apară oscilații. 


Solutie : 
Ecuatia circuitului se scrie sub forma: 


qi i ÎN că 
L -+4 as + Ri + = ( ide == 
unde 
Uab = Rat Mp > (Rao Mi ul) 


Inlocuind în ecuaţia circuitului și derivînd, se obține ecuația diferențială: 


d2i di d 
e ARE TE EE FI) (i ta Oas pp EAT 4 
e E ita. aka ee 
sau 
d2i R 4- i 1 
eE mapa 4 0 
dt? L l d! LC 
unde 
Rl 
R + Rap 


Se observă că pentru m | sistemul este ne- 
stabil. 
Într-adevăr, rădăcinile ecuației caracteristice sînt: 


R sf Rab 
2L 


1 R + Rab)? , 4 
— | {| (1 — nm} — — 
+| L | ( ) LC 


Pentru m = 1 se obțin rădăcini imaginare: 


(1 — m) + 


Yi,2 =, 


4 = + j E e. 
2 Ure Fig. 7.16 
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de unde 
1 


VIC 
Pentru m > 1, rădăcinile vor avea partea reală pozitivă, soluţiile fiind: 


t = A Sin wg; Oo 


t = Be“ sin ct 


E | 5 Se (ital a E e 
ȘI LC 4 | L (m) 

În acest al doilea caz, amplitudinea, teoretic, tinde către infinit ; practic, 
ea va fi limitată la o anumită valoare, datorită nelinearității elementelor. 

Problema nr. 7.77. Caracteristica tensiune-curent a unei diode tunel (fig. 7.77, a) 
are o porțiune descendentă, caracterizată printr-o rezistență dinamică nega- 
tivă ; acest fapt permite realizarea unui oscilator ca acela (de exemplu) care 
este reprezentat în figura 7.77, b. Să se arate că parametrii schemei determină 
un regim nestabil de funcționare și, ca urmare, în sistem apar oscilații. Schema 
echivalentă a diodei este dată în figura 7.77, c în care R, este rezistența dina- 
mică, C, este capacitatea parazită dintre electrozi, L, sînt inductivitățile 
parazite, Rg rezistența contactelor. 

Se dau: E = 1 V, R, = 80 Q, L = 1 mH, C = 1 000 pF, 


Ra = 1-0, Ga = D0pFP- La = 107 H R= 
Soluţie : 


Se determină punctul static de funcționare, aflat la intersecția caracteris- 
ticii diodei cu dreapta de sarcină definită de punctele: 


Se obţine: 


Se presupune că, față de această stare de referinţă, în care curenții sînt 
Io Iio 120 = 0, aceștia suferă mici variaţii: 


i = I +A 
ifmA) îi = Ii + Ai 
æ 72 = 120 -+ AT, 
Se reprezintă schema echivalentă 
pentru mici variații ale curenților 
5 (fig. 7.77, d). Scriind în această sche- 
mă ecuațiile lui Kirchhoff pentru 
P mici variații, se obține: 
(L + Le) i + (Ra Rs + Ri + 
s 
i Le Ls) a È fa Bat Sa) 
| — p Ma a i E) 
Porat ai zi 
0 Om æ 30 40 D Umt) E RI 
Fig. 7.77, a CCaRa 2? 
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l; i 
3 Dt j mgm 
Rə 
C 
fa, 
C Rd | 
l; d 
c Fs 


Fig. 7.77 b,c, d 


(s-a neglijat influența rezistenței R,, aceasta avînd o valoare relativ mare și 
fiind legată în paralel). 
Înlocuind cu valorile numerice, se obține ecuația caracteristică : 


1,5 - 102 p3 — 101252 + 10° p> = 0 
Rădăcinile sale sînt: 
p, = 0,8 -10°; p= + j2,82 105; p= — j 2,82 - 106 


Rezultă deci un proces oscilant cu amplitudinea crescîndă, pînă cînd e 
limitată de caracteristica nelineară a diodei. 
Frecvența oscilaţiilor care apar este: 


f= 2 = 22 106 = 0,447 MHz 


2r 27 
Pentru amorsarea oscilaţiilor este necesar un impuls care să aducă punctul 
de funcționare pe porțiunea descendentă a caracteristicii. 


Observaţie: s-ar putea evita calcularea rădăcinilor ecuaţiei caracteristice, aplicînd 
criteriul Routh-Hurwitz; pentru o ecuație de gradul trei, acesta arată că una din condiți- 
ile de stabilitate este ca toți coeficienții ecuaţiei caracteristice să aibă același semn. Se 
vede că în cazul de față această condiție nu este îndeplinită, deci sistemul va fi instabil, 


Problema nr. 7.78. Un circuit electric este compus din două diode tunel 
identice legate în serie cu două surse de t.e.m. egale, cu E = 0,2 V (fig. 7.78, a). 
Caracteristicile volt-amper ale diodelor sînt reprezentate în figura 7.78, b. 

Să se arate că montajul admite trei stări distincte de funcționare, dintre 
care numai două sînt stabile. 

Să se determine valoarea tensiunii Up dintre punctele A și B din fi- 
gura 7.78,a. 

Schema echivalentă a diodei tunel este dată în figura 7.77, c, C fiind capaci- 
tatea parazită, iar R, rezistența dinamică. 


Soluţie : 
Ecuația circuitului este: 
2E = Un + Ua 
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ImA) b de unde 
Ua = 2E — Ug 


Punctele de funcționare 
se obțin intersectînd curbele 


I(Ua) și I(2E — Us) 


Se obțin trei puncte de 
funcționare S,, Sa Sa. Se 
poate demonstra că starea 
determinată de punctul S, 
este nestabilă. 


Pentru aceasta, se înlo- 

BE ET U OA IE 07 007 09 cuiesc diodele cu schema 

Fig. 7.78 echivalentă și în circuitul 

astfel format se scriu ecu- 

ațiile lui Kirchhoff pentru variații mici ale curentului în jurul punctului 
static de funcționare: 


2L sa + RalAi — Ai) + Raa(As — Ai) = 0 


7) Eea Z ( Ai,di+ q Aidt = 0 


dt 
De aici se obține ecuatia: 
d2(Ai) d(A:) 
RA CL L—— + R=0 
- aa mA 
unde s-a presupus 
Ra = Ra = Ra 


pentru punctul S de funcționare. 
Ecuația caracteristică este: 


RLC +Lp+R,=0 


Deoarece Rz < 0, ecuația caracteristică are cel puțin o rădăcină pozitivă 
sau cu partea reală pozitivă, deci starea este nestabilă. 
În cazul de față, regimurile de funcționare în cele două stări stabile vor fi: 


În S: Up =0,03 V În S: OU =—0,37V 


Uz = 0,37 V U, = 0,03 V 
I = 9,5 mA I = 9,5 mA 
Tensiunea Up este; 
Uas = E — Un 


și rezultă: 

În S,: Uig = 0,17 V 

În Sa: Uar E S 0,17 V 

Se observă că în cele două stări stabile se obțin pentru Up valori egale și 
de semne contrarii. 
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Capitolul 8 


BOBINA CU MIEZ DE FIER, TRANSFORMATORUL 
ELECTRIC ȘI MAȘINILE ELECTRICE DE CURENT ALTERNATIV 


8.1. BREVIAR PRIVIND BOBINA CU MIEZ DE FIER, 
TRANSFORMATORUL ELECTRIC ȘI MAȘINILE ELECTRICE 
DE CURENI ALTERNATIV 


8.1.1. BOBINA ELECTRICĂ CU MIEZ DE FIER 


Bobina electrică cu miez de fier este un element de circuit electric nelinear, 
format dintr-un miez feromagnetic în jurul căruia se înfășoară un conductor 
electric care constituie înfășurarea bobinei. Cele două capete ale înfășurării 
constituie bornele bobinei; prin intermediul bornelor bobina poate fi ali- 
mentată prin aplicarea unor tensiuni continue sau variabile în timp. 

În studiul electrotehnic al bobinei cu miez de fier interesează calculul şi 
separarea pierderilor de putere din fierul ei, determinarea variației în timp a 
curentului absorbit de bobină cînd la bornele ei se aplică o tensiune a cărei 
variație în timp e cunoscută, sau reciproc, determinarea variației în timp a 
tensiunii ce ar trebui aplicată bobinei atunci cînd se cunoaște variația în 
timp a curentului absorbit și în fine determinarea schemei ei echivalente. 

8.1.1.1. Pierderile în fier. În regim variabil în miezul feromagnetic al 
bobinei se produc pierderi prin curenți turbionari (curenți Foucault) și pierderi 
prin histerezis. 

Pentru bobinele al căror fier este alcătuit din tole și este supus unui flux 
magnetic armonic a cărui frecvenţă este suficient de mică pentru ca adîncimea. 
de pătrundere a cîmpului electromagnetic în mediul feromagnetic al tolei 
să fie cu mult mai mare decît grosimea tolei, pierderile active specifice fa prin 
curenți turbionari raportate la unitatea de masă se pot calcula cu relația: 


ya W 
Se N in X 8.1 
Ír 6pY f maxr kg ( ) 
în care: p este rezistivitatea tolei, în Qm; 
y — densitatea de volum a masei tolei, în kg/m3; 
A — grosimea tolei, în m; 
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f este frecvența variației în timp a fluxului magnetic și deci 
a inducției magnetice, în Hz; 

Baa — amplitudinea inducției normale pe secţiunea transversală 
a tolei, în T. 


Relația (8.1) presupune că celelalte două dimensiuni ale tolei sînt cu mult 
mai mari decît grosimea lor și că fluxul magnetic se repartizează uniform 
pe secțiunea tolei. 

Pierderile specifice pe unitatea de masă datorite fenomenulvi de histerezis 
sînt calculabile cu relaţia: 


Ba = EL, în (8.2) 
Y kg 


unde conform teoremei lui Warburg, 


ia A 
wa = HAB =a -b Sa, în — (8.3) 
ciclu 
în care 
Sy este aria planimetrată a ciclului de histerezis, în m2; 
a  — scara în abscisă a ciclului, în A/m2?; 
b  — scara în ordonată a ciclului, în T/m. 


O expresie utilă pentru calculul acestor pierderi este relația experimentală 
a lui Steinmetz: 


Wu = T, ° IE (8.4) 
unde: . 


Banaz este amplitudinea inducției, în T; 
n Și ņ sînt constantele de material determinabile pe cale experimen.ală și 
dependente de natura materialului feromagnetic. 

Pierderiie specifice totale pot fi exprimate deci iai iza ai 


pre = put Praf thp fe în (8.5) 
lar pierderile totale pentru un miez de masă m: 
Pre = m" pre = Py + Pr = Ka f + Ko fe, în W (8.6) 


unde la frecvență dată coeficienţii ky și kp și tespectiv Ky și K depind de 
amplitudinea inducției din tole. 

Separarea pierderilor la orice frecvență care implică determinarea coeficien- 
ților ką ȘI kp se poate face măsurînd aceste pierderi la două frecvenţe fı și fa, 
dar conservînd amplitudinea inducției. Dacă fra și frez sînt aceste pierderi 
specifice, din relaţia de mai sus se obține: 


A Pre2* fe — Pre! fa A WwW 8.7 
ba = 710» e ssd 
ia PFe1 - fa — Ppea* fi R W 8S 
ky ati fifalfi — fa) pom kg (Hz)? ( 


Ka = hp mi; Sp = hp m 
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În practica inginerească acești coeficienți se AE /f 
determină grafic trasîndu-se dreapta, i 


Pre ees W a P O a l Raolf) 
i kgeef, in -7 (8.9) f Prel) 


reprezentată în figura 8.1.1, prin punctele = 


Prei . Prez v 
fr- si Jog > corespunzătoare aces- 
1 2 


Fig. 8.1.1 


tor două măsurători de pierderi. 

Ordonata la origine dă coeficientul Ky, iar coeficientul unghiular al dreptei 
dă coeficientul Ky. 

8.1.1.2. Variația în timp a mărimilor bobinei cu miez de fier. Pentru deter- 
minarea variației în timp a diferitelor mărimi caracteristice ale bobinei este 
necesară cunoașterea caracteristicii de magnetizare a miezului, adică a curbei 
= (t), care reprezintă variația fluxului util în funcție de curent, curbă 
echivalentă cu curba de magnetizare a miezului B = B(H), dacă acesta e 
magnetizat uniform. Calculul se poate face grafic sau analitic, după cum depen- 
dențele Ø = (7), respectiv B = B(H) sînt date grafic sau aproximate prin 
expresii analitice. 

În general, pentru a ține seama de efectele rezistenței înfășurării și ale fluxu- 
lui de dispersie se fac calcule iterative. 

8.1.1.3. Schema echivalentă a bobinei cu miez de fier. Fiind un element 
de circuit nelinear, datorită nelinearității caracteristicii de magnetizare a 
fierului, o bobină cu miez de fier alimentată sub o tensiune la borne sinusoidală 
absoarbe chiar și în regim permanent un curent nesinusoidal și reciproc, 
alimentată cu un curent sinusoidal capătă la borne o tensiune nesinusoidală. 

Pentru a utiliza totuși metodele teoriei circuitelor electrice lineare și în 
cazul bobinei, aceasta se înlocuiește printr-o schemă echivalentă concepută 
de regulă pentru cazul alimentării bobinei sub o tensiune sinusoidală și ai 
cărei parametri păstrează valori constante numai dacă valoarea efectivă şi frec- 
venja tensiunii de alimentare rămîn invariabile. 

În- acest scop, în locul curentului nesinusoidal real absorbit de bobină, 
se operează cu un curent sinusoidal echivalent de aceeași valoare efectivă și 
cu un ciclu de magnetizare eliptic echivalent, care păstrează aria ciclului 
real de magnetizare și deci pierderile în fier. 


Ecuația de funcţionare a bobinei poate fi deci scrisă în complex: 


U, = RI + jolal + U, = RI + jolal + jop, (8-10) 
cu 
L=Yr U, = F+- > L H In (8.11) 
) Fe joLy 
unde: l 
U este reprezentarea în complex a tensiunii sinusoidale aplicate 
la borne; | 
I — reprezentarea în complex a curentului sinusoidal echivalent ; 
U„ = jo, — tensiunea electrică utilă; 
Yre — admitanța echivalentă condiționată de fierul bobinei în care: 


6il 


Rre este rezistența echivalentă a pierderilor în fier; 

wol, — reactantța -utilă a bobinei; 

R — rezistența înfășurării bobinei ; 

wLa — reactanța de dispersie a acestei înfășurări. 

Rezistența echivalentă a pierderilor în fier și reactanța utilă a acesteia se 
determină cu relațiile: 


2 : 
Re = 55; ol, =X, =, (8.12) 
Fe Iu | 
unde: 
Il, =VI2?— EB cu I, = RE 
Fe 


Schema echivalentă a bobinei cu miez de fier e reprezentată în figura 8.1.2, a, 
iar diagrama polară corespunzătoare în figura 8.1.2, b și figura.8.1.2, c. 

Deoarece tensiunea utilă a bobinei e necunoscută, determinarea parametrilor 
schemei echivalente se face prin iterații succesive presupunînd la început că 
U„zU, și ținînd cont de căderile de tensiune determinate de rezistența 
înfășurării și de reactanța ei de dispersie în iterațiile succesive. 


Fig. 8.1.2 


8.1.2. TRANSFORMATORUL ELECTRIC - 


Un transformator electric monofazat este un aparat format din două 
înfășurări distincte cuplate magnetic — în general prin intermediul unui 
miez feromagnetic comun — avînd drept scop modificarea (transformarea) 
tensiunilor și curenților sub care se face transmiterea puterii electromagnetice 
între circuitele în care sînt legate cele două înfășurări. 
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Se numește înfășurare primară înfășurarea prin care se primește puterea 
electromagnetică şi se numește înfășurare secundară înfășurarea prin care se 
cedează puterea electromagnetică. La același transformator rolurile prima- 
rului și secundarului se pot inversa. 

8.1.2.1. Teoria fizică a transformatorului monofazat. Această teorie ope- 
rează cu inductivitățile proprii și mutuale ale înfășurărilor, ecuațiile de regim 
armonic permanent ale transformatorului fiind: 


U = Rila + jolılı + jolt 
— Us = Ral + jalal + jalal: = — Zola 


Schema echivalentă și diagrama polară utilizate în această teorie din care 
rezultă și semnificațiile diferitelor mărimi ce apar în ecuații sînt reprezentate 
în figurile 8.1.3, a și 8.1.3,8. ` 


(8.13) 


Ril, Ri 2 


Fig. 8.1.3 


Teoria fizică a transformatorului este utilă pentru transformatoarele fără 
fier, cum sînt cele de înaltă frecvență, deoarece numai în asemenea cazuri 
inductivitățile proprii și mutuale sînt constante. 

8.1.1.2. Teoria tehnică a transformatorului monofazat. Această teorie 
operează cu inductivităţile respectiv reactanțele utile și de dispersie, utili- 
zînd şi linearizarea parametrilor babinelor cuplate, care formează transforma- 
torul după procedeul descris la bobina cu miez de fier. Ecuațiile de funcţio- 
nare utilizate în teoria tehnică sînt: 


Up E Rl, = Xa F Uu 


; (8.14) 
— Up = Rola + Xal + Vuza = — Zaalo, 
în care: Uu zi joN:®;,; Una = JON2Dyu, (8.15) 
YD, fiind fluxul fascicular util care se poate calcula cu relația : 
9, = (Nili + Nala) Am, (8.16) 


A, fiind permeanța magnetică complexă a circuitului magnetic al bobinei. 
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Schema echivalentă descrisă de aceste ecuații și diagrama polară cores- 
punzătoare sînt prezentate în figurile 8.1.4, a și 8.1.4, b, din care rezultă și 
semnificaţiile celorlalte mărimi ce intervin în ecuaţiile de mai sus. 


Fig. 8.1.4 


Raportarea (reducerea) mărimilor la una din înfăşurări. Schema echivalentă 
cu bobine cuplate din figura 8.1.4, a se poate înlocui cu o schemă echivalentă 
cuadripolară, dacă se raportează toate mărimile la una dintre înfășurări. 
Din punct de vedere fizic aceasta ar putea să însemne găsirea unui transfor- 
mator echivalent cu transformatorul dat, avînd raportul de transformare egal 
cu unitatea și păstriînd bilanțul energetic pentru puterile active și reactive. 
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Dacă N, și N, sînt numerele de spire ale înfășurărilor primară și secundară 
și dacă se face raportarea la înfășurarea primară, mărimile raportate sau 
reduse distinse prin accentuare se definesc astfel: 

N, 12 N, 32 
R? PEER i e) R ; 7? 2 x] X 
2 N 2 &21 N d21l 


2 2 


r N , 
l = — (2): Us = = Urz (8.17) 
1 2 
7 N 
Uui = U aa = U „12 = U, 


Ecuațiile teoriei tehnice a transformatorului exprimate cu mărimi raportate 
sînt: 


? Uj s Ux 
Lo= În — k = la tinsi T J Xa; 
Un = Rl T JĂ axa F Uu (8.18) 


Un z Reale + ]Ă ale ia Ua aai Zale 


Schema echivalentă corespunzătoare și diagrama polară sînt date în fi- 
gurile 8.1.5, a și 8.1.5, b. 


Fig. 8.1.5 


Predeterminarea experimentală a elementelor acestei scheme echivalente 
se face prin o încercare în gol şi una în scurtcircuit. 

La încercarea în gol, care se face alimentînd de exemplu primarul trans- 
formatorului cu tensiunea nominală și lăsînd secundarul deschis (în gol), puterea 
activă absorbită este practic egală cu pierderile în fier, iar căderile de tensiune 
din primar sînt neglijate. 

Se determină astfel raportul de transformare: 


i Dl se EEA (8.19) 
Na Ubs Udag 
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și parametrii transversali : 


U? U ; 
Rre ~% a ; Xu = : SIn Pro (8.20) 


10 10 


unde: Uio ȘI Up2o sînt tensiunile la borne la mers în gol; 


Pis — puterea activă primară absorbită la mersul în gol; 
Lio — valoarea efectivă a curentului primar la mers în gol; 
P10 — defazajul dintre Usio și Jo- 


Valorile Rre. și X„12 pot fi eventual corectate iterativ ţinîndu-se seama de 
căderile de tensiune din primar, utilizînd în acest scop procedeul expus la 
bobina cu miez de fier. 

La încercarea în scurtcircuit, tensiunea de alimentare primară se alege astfel 
încît înfășurările transformatorului să fie parcurse de curenții nominali ise = 
= liy, ae Z Izy, secundarul fiind scurtcircuitat. 

În acest caz pierderile în fier sînt neglijate în raport cu cele în cupru, schema 
echivalentă și diagrama transformatorului (numite în acest caz și diagrama 
Kapp) reducîndu-se la cele din figurile 8.1.6, a și 8.1.6, b. 


Rezultă deci: 


Peu ~= Pis m (Rı F R3) I; 
Xa + Aaa = (2y — (Ri + R)? (8.21) 
1 


Separarea celor două rezistențe se face prin măsurarea directă cel puțin a 
aneia din ele. Se admite de obicei X412 22 Xa. 


8.1.2.3. Randamentul transformatorului. La funcționarea în sarcină se 
determină prin relația: 


T) Za 


ie a a EEE 22) 
Pa + Ppe + Peu  Ubala Cosa + Pret Pcu (8.22) 


8.1.3. MAŞINA ASINCRONĂ POLIFAZATĂ 


Maşina asincronă polifazată este o mașină electrică de inductie al cărei 
inductor (de regulă stator) este alcătuit dintr-un circuit magnetic echipat cu o 
înfășurare polifazată alimentată cu un sistem polifazat de tensiuni și al cărei 
indus (de regulă rotor) este alcătuit dintr-un circuit magnetic echipat cu o 
înfășurare polifazată scurtcircuitată sau debitînd pe un receptor (de regulă 
rezistiv) polifazat exterior. 

Înfăşurarea inductoare polifazată alimentată cu curenți polifazați produce 
un cîmp magnetic înviîrtitor care induce în înfășurarea inductoare atunci cînd 
aceasta este închisă, un sistem polifazat de curenți. Ca urmare a interacțiunii 
electromagnetice dintre indus și inductor, rotorul mașinii se pune în mișcare 
cu o viteză cu atît mai apropiată de viteza cîmpului învîrtitor inductor, cu 
cît mașina este mai puţin încărcată. Deoarece chiar atunci cînd mașina funcţio- 
nează în gol nu pot fi eliminate pierderile mecanice și pierderile în fier și în 
înfășurări, viteza de rotație nu poate atinge practic viteza cîmpului învîrtitor 
inductor numită și viteză de sincronism, fapt care a condus la numele de asin- 
cronă atribuit acestei mașini. 

Teoria fizică a maşinii asincrone poli fazate de construcție simetrică și funcțio- 
nînd în regim echilibrat se face studiind ecuațiile numai pentru una dintre 
faze și utilizînd inductivităţile ciclice proprii și mutuale. 

Aceste ecuații sînt: 


Up = (Ri + jola) a + Jolla = (Ri +jXun) La F JĂaale (8.23) 
R. ; Ra. , i 
0= E -+ joLa) la + jolali = a T jX a) Ia + Aaaa 


în care: 


No 


s fiind alunecarea mașinii, up fiind turația de sincronism, iar  turaţia reală 
a mașinii. În R, e inclusă și rezistența reostatului de pornire atunci cînd 
acesta există. 

Cuplul mașinii are expresia: 


2 
M = RX 21 Ub 


xi [xkn ag | ! (8.24) 
s 
unde: 
AEN A Lisla 
Lile 


este coeficientul de dispersiune al înfășurărilor mașinii. 
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Cuplul maxim se obține la 
alunecarea 


Ro 
S = Sy = x pe 3 (8.25) 


2 


Le A 

| instabil ! avînd valoarea: 
| 

l 


nst atil | 
Su 


pmo | Xa UZ, 


Mu = 


în care: mp este numărul de faze 
ale indusului ; 

p — numărul de pe- 

rechi de poli. 


Cu ajutorul mărimilor Są și M„ ecuația cuplului poate fi transcrisă astfel: 


Fig. 8.1.7 


Me CM (8.27) 


Curba M = M(s) este reprezentată în figura 8.1.7, în care se indică și diferitele 
regimuri de funcţionare posibile ale mașinii. 


8.1.4. MAȘINA SINCRONĂ POLIFAZATĂ 


Maşina sincronă pohjazată este o mașină de inducție al cărei inductor 
(de regulă rotor) este alcătuit dintr-un circuit magnetic cu poli alternați 
echipat cu o înfășurare de magnetizare de curent continuu (înfășurarea de 
excitație) și dintr-un indus (de regulă stator) format dintr-un circuit magnetic 
echipat cu o înfășurare polifazată de curent alternativ. 

În toate regimurile de funcționare normale viteza de rotaţie a rotorului 
față de stator este constantă și egală cu viteza de sincronism, de unde și 
numele de mașină sincronă. 

Ca 'urmare a mișcării relative sincrone dintre inductor și indus, cîmpul 
magnetic învîrtitor al inductorului induce în înfășurarea indusului un sistem 
polifazat de tensiuni electromotoare alternative cu frecvența corespunzătoare 
turației de sincronism: 


fo = 2, în Hz (8.28) 


unde: este numărul de perechi de poli; 
no — turaţia de sincronism în rot/min. 


Consideraţiile care urmează privesc mașina sincronă cu inductor cu poli 
înecaţi (neaparenţi) de construcție simetrică și funcționînd în regim echilibrat. 
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Mașina sincronă poate funcționa independent numai în regim de generator. 
Ecuația de funcţionare pentru o singură fază este în acest caz: 


U.o = U, + RI +jX,L (8-29) 


unde: 
U.o este tensiunea electromotoare indusă de fluxul inductor.; 
R  — rezistența înfășurării induse; 
X, — reactanța sincronă a mașinii obținută prin însumarea reactanței 
ei ciclice cu reactanța de dispersie. 


Schema echivalentă și diagrama polară corespunzătoare ecuației de mai 
sus sînt prezentate în figurile 8.1.8, a și 8.1.8, 5. De regulă R<Ă, 
(mai ales la mașinile de mare putere), diagrama polară luînd aspectul mai 
simplu din figura 8.1.8, c. Consideraţiile care urmează au în vedere această 
simplificare care păstrează fenomenele esenţiale în funcționarea mașinii. 


Ecuația caracteristicii externe a mașinii sincrone este ecuaţia curbei U, = 
= U,(1) la defazaj și curent de excitație constante. 
Forma implicită a acestei ecuaţii este: 


G+ TE I sing=l, (8.30) 


Ueo | Isc €0 8e 


care reprezintă o elipsă. Pentru dife- 


rite defazaje ọ și diferiți curenți de Y Go 
excitație (deci diferite valori ale 4 P Z 
tensiunii electromotoare U.o) se ob- N | 7 p<0 
ţin familii de elipse (fig. 8.1.9). << p=0 (zerc) 
-5 
. . w d 
Cuplul şi puterea electromagnetică 
ale maşinii > 
y” Mi 
Puterea electromagnetică a mași- / "ai 
nii, adică puterea activă transmisă Pa 
indusului este: Pa 
Fá 
iE Up» sin 6 A 
Pine = MU sol cos Y = mU so Pl, d 
8 
(8.31) Fig. 8.1.9 
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iar cuplul electromagnetic are expresia: 


M = hint a MP Vai? sin 0, (8.32) 


unde y este defazajul dintre tensiunea electromotoare și intensitatea curen- 
tului, iar 6 este defazajul dintre tensiunea electromotoare U, și tensiunea 


la borne U,. 


8.2. BOBINA CU MIEZ DE FIER 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 8.1. Să se calculeze pierderile prin curenți turbionari în miezul 
de fier din figura 8.1, știind că este executat din tole silicioase de 0,5 mm 
izolate cu lac (coeficient de umplere al secţiunii transversale k, = 0,92) 
avînd y = 7,8 g/cm? și p = 1,26. 1070 m la 20°C. Bobina este alimentată 
cu o tensiune sinusoidală la 50 Hz, care stabilește în miez inducția maximă 
Bas = LOT 


Soluhe : 
Masa miezului este: 


m = 7,8 - 1073(25.25 — 15.15) 5-0,92 = 
— 7,8- 4-0,5- 0,92 = 14,4 kg 


702 10. 25. 10-8. 25. 102. 2,56 
= A E a (ARI A i ad la 8 


6ey 6- 1,26: 1077- 7,8 
E A 
kg 
Fig. 8.1 Pa = mo Do = 14,4X2,71 = 39W. 


Problema nr. 8.2. Să se determine exponentul și coeficientul y) din relaţia 
lui Steinmetz pentru calculul pierderilor prin histerezis pentru o tolă de 
transformator, știind că la Bmazı = 0,6 T aria ciclului de histerezis corespun- 
zător este Su = 5,75 cm?, iar la Bmaz2 = 0,8 T aria respectivă este Sy = 9,1 cm?. 
Scările la care este trasat ciclul de histerezis sînt a = 0,1 [T/cm] şi b = 


3 
s. z], în sistemul MKSA raționalizat. 
4r | cm 


Ştiind că densitatea acestei tole y = 7,6 g/cm?, să se determine la inducțiile 
maxime respective şi pierderile specifice prin histerezis la frecvența f = 50 Hz, 
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Solutie : 
Wm = Sm’ 4b = N Baa 


W ua = Syo’ 4* b = Braa 


SH Bmazi 
log ka l 2 
| 5,75 0,2 
ei ua lo 
log mazz log ? 0, 2 
B mazı 0,6 
a-b — 5,75-0,1-103 5,75- 102- 2,25 J 
E PE E Da E T, 
Brazi 4r 0,6161 4r mĉT1,81 
-bef 5-103 wW 
= Sa < s575 = 0,301 — 
Pr mI 40-7,6-103 kg 


Puz = Li Pra = 0,476 bu 
SH kg 


Problema nr. 8.3. Să se determine pierderile specifice fu și p din tolele 
silicioase știind că la aceeași inducție maximă Ba, pierderile specifice în 
fier fre au valorile fra = 1,5 W/kg la fi = 50 Hz și pre = 4W/kg la fa = 


= 100 Hz. 
Să se calculeze de asemenea fre, Py ȘI fr la fs = 60 Hz pentru aceeași 


inducție maximă Bar: 


Solutie : 
Dra = Rar În T krfi 1,5 = ky 50 + ky 50? 
brez = kufa + knf? 7 | 4 = ky 100 + kp 1002 


E > 2 1002 
H 2.50 100 kg Hz 
4—3 1 a 
hp = = = 2 108 — 
2.502 5-10? kg: Hz? 


F W 
pi = 2-10 2. 50 = 1[W/kg]; da mi e 
Ín, = 2: 1072. 100 = 2[W/kg]: brz = 2 ~ 
g 
Pra = 2: 1072-60 = 1,2[W/kg]; fas = 2'10% 3,6- 10 = 0,122 
Pee = 1,92 X 
kg 


Problema nr. 8.4. O bobină montată pe un circuit feromagnetic omogen, 
de secțiune constantă, este alimentată de la o sursă de tensiune sinusoidală. 
Știind că rezistența bobinei și fluxul de dispersie se pot neglija, se cere să se 
calculeze pierderile globale în fier Pee la fa = 100 Hz și o tensiune de ali- 
mentare efectivă de U, = 400 V, dacă la fı = 50Hz şi U, = 200 V se 
măsoară Pra = 400 W, iar la fa = 25 Hz și U, a = 100 V se măsoară Pre = 


= 150 W. 
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Solutie : 
Se știe că în ipoteza de mai sus U, = 4,44 f- S- N: Bmaz, unde S este secţiunea 
netă a miezului de fier și N numărul de spire. Se observă că: 


Rezultă imediat că: 
B mozi = Bmaza = Bmaza = Const. 


Se pot aplica atunci relațiile: 


k __ Prefi — Pga? S TA 

H fhfdfi— f) Hz 
kp = Fala O Proh LO g0 
ai fff, — fa) 2 500 Hz 


Deci: 
Prea = kafa + krf = 4- 100 + 8-1072. 104 = 1200 W. 


Problema nr. 8.5. Schema echivalentă a unei bobine cu fier la care se negli- 
jează rezistența interioară și fluxul de dispersie este dată în figura 8.5. Se 
cere să se calculeze, în valori efective dependența U, = f(I) ţinîndu-se seama 
de forma exactă a curentului de magnetizare 7, știind că: 

— în domeniul care ne interesează legătura dintre H și B poate fi scrisă 
analitic astfel: H = aB + BB’ cu a = 65 și B = 270 în MKSA raționalizat; 

— tensiunea de alimentare a bobinei este u = |\/2U, sin of cu œ = 
= 314 rad/s; 

— fluxul prin miezul de fier nu are componentă continuă, iar la analiza 
armonică se vor reține numai armonicele 1 și 3; 

— date constructive: numărul de spire N = 200, secțiunea netă a miezului 
S = 30 cm?, lungimea .sa medie Z = 70 cm. În schema echivalentă se va 


: 104 
considera Rre = SEE Q = const. 


b 


Solufie : 

Din teorema lui Ampère, H -l = N - ią, rezultă 2, = H — „ Din legea induc- 
tiei electromagnetice, 4, = 2, rezultă ® = NBS = \ u, dt, unde constanta 
de integrare s-a omis potrivit ipotezei din problemă. 

L Deci: 
up dt 
(Fe p = w = V20 COS w/ 
SN SN 
Up Fre Ly /ă 
E N al/2Uo Bl ag A | 
r= pH] S s ot + 2 (2e OS? wt 


l Dar sinë N EEE IR PA sin 3 ot +... 
Fig. 8.5 8 16 
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Înlocuind o; adr — ut se obține dezvoltarea Fourier a lui cos? w?. Intro- 


ducînd dezvoltarea lui cos$ ct în expresia lui î, și reținînd numai armonicele 
l și 3 se obține: 


i, = In sin for = =) — Ia sin (3o e T), 


unde Jim Și Im rezultă imediat prin identificare: 


g 2 V2% , 5, Bl gan) 
Im —— SN2 4 8  S5N6 


(1) 
5 pi (V2v,6 
I PEET E cau, 
3m — 16 l m ) 


În cele ce urmează se va lucra, pentru simplificare, cu aceste notații unde 
se vede că intervine explicit U,. În sfîrșit: 


Up 
RFe 


TFe == >» iar t= Tu Sa TFe 


; 2U : : 3r 
=J = LA E A sat — 5) 
2 1m SIN (e = + Re, IN 6) 3m S nf 6) > 


De aici rezultă valoarca efectivă a intensității curentului și deci depen- 
dența căutată: 


Îi 2U% 
I = z(a + ae + Ta) 


Înlocuind expresiile I,m Și Ism de mai sus rezultă: 


Ca 5 B úp 1 a pe uf 
=| [g+ m a) ta T 10 rom ate” Ue = F(U.) 


Dînd valori numerice lui U, între 0 și 300 V se poate obţine graficul cerut. 


Problema nr. 8.6. O bobină cu miez de fier este legată în paralel cu un 
condensator nelinear avînd ca dielectric titanat de bariu (v. fig. 8.6). Ansam- 


blul este alimentat cu o tensiune sinusoidală 4, = 2 U, sin ut, la frecvenţa 
f= 350 Hz, iar u, poate varia între limitele 0... 800 V. l te 

În acest interval, legătura dintre fluxul total prin 

bobină și curentul ce o străbate se poate scrie 7, = 


= K10 + K20 (unde K, = 0,38 și K, = 12,1 în y 

MKSA raționalizat), iar legătura dintre sarcina 
condensatorului și tensiunea la bornele sale are E. 
forma q = a;i, + au} (unde a, = 3,6. 1078 și 

ap = + 2,6: 1078, în MKSA). Fig. 8.6 
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Se cere să se afle expresiile valorilor instantanee ale lui 7,, to ȘI 7, ca şi depen- 
dența îi, îc, I= f (U,), în limitele date mai sus. În calcule se vor reţine 
numai armonicele 1 Și 3, se vor neglija pierderile de putere activă și fluxul de 
dispersiune (v. și schema echivalentă din figură). 


Soluţie : 


io = A = a, + bah E; i, = RD + K0" 


p = | i di = Pe 
O 


COS ut, 


(neglijînd ca și în problema precedentă constanta de integrare). 
Atunci, ca și în problema precedentă: 


11 = KV200 sin (o ot — ea Kale a 2U ) sin5 [e — =) 


| 


0) y2 0) 2 
= V2 I, sin [e — =) — V2 I, sin (3 — =) (I) 
unde: 
KU 5K (PU j pe = 5 Ka 120s)’ (I 
Ia ü n. A ȘI Ia 16 ai O E ( ) 
ȘI 


I, T |, IN I3; S f(U,) (III) 


Relaţiile (1), (II), (III) rezolvă prima parte a problemei dacă se fac înlo- 
cuirile numerice. În mod similar, pentru curentul 4, : 


E „2 + 3a 218 — -= = V2 wU „a cos ot + w 3a7(/2U,) cos ot sin? af, 


to = 
insă 
cos œt sin? wf = cos wt — cos? ot = soser cosia 
Deci: 
i, = V2 L cos ot — 2 Ia, cos 34 (IV) 
cu 
mmn R A 3 a S i 
Ic = oU,a, + 3-7 (V20) și Ias = Ii (20, (V) 
jar 
Io = VE F B, =). (VI) 
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Expresia curentului total este deci: 
i = îi, + i, = V2 [— Iz cos ot — Iz, cos 3%t + Iie COS ot — Is, cos 30t] = 
== /2 (ae — Iiz) cos ot — (Ia, + Ize) cos 3%]. (VII) 


ȘI 
I = \ (Lie — Dir)? + (ar + se)? = EU) (VIII) 

Problema nr. 8.7. În cazul din problema precedentă să se determine: 

a. Valoarea efectivă U, la care se produce rezonanța pentru armonica |, 
respectiv armonica 3 pentru. f= 350 Hz. 

b. 'Considerînd U, =.300 V,. “$ee cer frecvențele tensiunii de alimentare 
pentru care se obține rezonanță efarmonica 1, respectiv pe armonica a treia. 
Indicaţie : Fiind un montaj În n; paralel, rezonanță este de curent. 

Ținînd seamă de relația : (VIH, ge observă că: 


—'rezonanța pe armonica 1 sëldþține pentru Žie — li = 0 (IX) 
—:rezonanța pe armonica a 3a se obține pentru ze + Iz, = 0 


Ultima condiție poate fi satisfăcită doar cînd 42 < 0 (ceea ce nu este cazul 
nostru) cum rezultă din (V). Înlocuind în aceste condiții în relația (IX), 
rela țjile (II) şi (V), se obține cu datele numerice din problemă : 

a) U, = 350 V şi 1 160 V pe armonica 1, respectiv imposibil pe armonica a 3-a. 
b) f:= 3608 Hz pe armonica 1, respectiv imposibil pe armonica a 3-a. 


Problema nr. 8.8. O bobină cu miez de fier este alimentată la tensiunea 


u, = |2-100-sin 314 7. Știind că: rezistența ohmică a bobinei e R = 0,5 Q; 
reactanța de dispersie este X, =Q; puterea activă totală consumată este 
P = 200 W și valoarea efectivă a curentului absorbit este 7 = 10 A, se cere 
să se afle: valoarea efectivă a curentului echivalent de magnetizare Ia: fac- 
torul de putere echivalent la borne; cos ọ; tensiunea efectivă utilă U, indusă 
de fluxul util în bobină. 


Solutie : 
Se va utiliza schema cca iata și diagrama polară din figura 8.1.2, c. 


P = Poa + Pre = RI + UL, = 200 = 50 + Ul. 

Deci: ' 

f Pe DiW asgan en aa 
. Uvl 100. 10 


Din figura 8.8. rezultă apoi: 
Us = U, — RI cos e — XI sin ș = 100 — 50,2 — 10 - 0,98 = 89,2 V 
Yh. | U„y = — RI sin ọ Al cos e = 
| — — 5-0,98 + 10-02 = — 2,9 V 


U, = U + U =90V; 


PR, 150 


TP ~ 90 = 1,67 A 


A 


Fig. 8.8 I, = [P — B = VI00 — Z8 — 2,8 209,85 A. 
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Problema nr. 8.9. Pe un miez toroidal de 
| secțiune dreptunghiulară (fig. 8.9) executat 
din tole de permaloy — la care se poate 
considera u = 125: ug — este bobinată uni- 
form o înfășurare. Să se deducă numărul de 
spire și rezistența echivalentă R, (faţă de 
bornele de alimentare la frecvența f, =250 Hz 
Și fa=— 5000 Hz, știind că la aceste frec- 
venţe factorul de calitate al bobinei (măsu- 
rat) are valorile 100 și respectiv 310, iar inductivitatea echivalentă 
(măsurată) 20 mH. 


Soluție : | 
Prin definiție Q = 5 » unde L, și R, se referă la bornele de alimentare. 


Deoarece avem un bobinaj pe un tor, se pot neglija dispersiile de flux magnetic, 


astfel că: 
| | ne h(D — d) 
cu 


2 
LL, = NA = N2 A 
ed 
i lnea = 7 > (D + d) 
Lelme . 
N = | rii = 296 spire 
Ra = Ole _—-27250:2:101 _ 0,3140 
Q, 100 
Ro De eee E N E ce4940) AC)! 
Q, 310 


Creşterea acestei valori cu frecvența este legată de sporirea pierderilor 
în fier la mărirea frecvenţei. 


8.3. TRANSFORMATORUL ELECTRIC 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 8.10. Un transformator monofazat are o putere aparentă 
nominală Siy = ll MVA și o tensiune nominală primară U, = 110 kV. 
La mersul în gol și alimentare cu tensiunea nominală, curentul de mers în 
gol Jio este 3% din cel nominal, iar pierderile de mers în gol Pio = 0,3% 
din puterea aparentă nominală. La încercarea în scurtcircuit, J4, are valoarea 
nominală U. = 10% din valoarea nominală, iar Pise reprezintă 1% din 
puterea aparentă nominală. Presupunînd că R, = R; și Xa = Xá Să se 
cerermne parametrii schemei echivalente a transformatorului (fig. 8.1.5, a). 
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è N 
Dacă transformatorul are raportul de transformare n = — = 3,14, se 


N, 
cere să se determine R, Asa Și Uuzo: 
Soluţie : 
Se folosesc relațiile: 
3 3 SiN 3 11-106 
100 100 Um 100 11-104 
0,3 0,3 
Pme aS me r 11-106 = 3,3. 104 W 
100 100 
10 
Cu a = = 11-18 V 
lsc 100 dl 
1 
Pa =S lW 
lsc 100 1N 
P 3,3 - 104 ° 
COS 910 = 0 = 0,1 ; sın 910 = 0,995 
Ubio’ Tio 1,1- 105-3 
9 
__ Ubwo __ 1,21-:10% 5 
Rpe == Pio == 3,3- 104 — 3,67.10 Q 
I, = Io sin pjo% 3A 
U 1,1 - 105 
X az > Dn = 3,67 1010 
I 3 
w 
P 11- 104 ; 
COS Pise = E a = 0,1; Sin Oiso = 0,995 
Uisce’ Jise 11- 103. 100 
P 11. 10 
Re = 2R = te = = 119 
Isc 1002 
R = R= 5,59 
s U 11-103 
Isc 100 


7 Lă 
Xar = Aaa = 55 Q. 
În aceste calcule s-a considerat sin og = Sin Pise% 1. 


Se mai obțin: 


Problema nr. 8.11. Un transformator monofazat are parametrii schemei 

echivalente cu următoarele valori: R; = 5,50; Xa = 54,50; R, =0,56 Q; 
8 5 

Xar 5,9 0 Re = = 0: A = 5 Q; n= 3,14. El alimentează un recep- 
tor inductiv avînd cos P> = 0,8, consumînd la U, = 35 kV un curent I, = 
= 300 A. Să se construiască diagrama polară a transformatorului functio- 
nînd în aceste condiții și să se determine pe baza ei U,,, Iı, COS ọ, și randa- 
mentul. 


Solujie : 

Construirea diagramei pe baza figurilor 8.1.4, a și b nu prezintă dificultăți. 
Ea se poate face la scară sau principial (urmînd să se facă proiecții pe două 
axe ortogonale, pentru a deduce apoi relațiile analitice necesare). 

Se obține în final: 


I =97,7A; Uau = 117,3kV; cosg; = 0,75; ņ = 98%. 


Problema nr. 8.12. Se dau două transformatoare identice avînd n = “i = 3. 
2 
Ele se leagă astfel: primarul primului în serie cu secundarul celuilalt, iar 


tensiunea care se aplică la bornele primare 1—1' este U, = 100 V (fig. 8.12); 
secundarul primului transformator în serie cu primarul celui de al doilea, 
iar bornele rezultante 2—2' rămîn în gol. Între aceste borne va exista o ten- 
siune efectivă U,. Să se determine această tensiune, știind că se pot neglija 
căderile interioare de tensiune și că tensiunea de alimentare este sinusoidală. 


Solufie : 
În aceste condiţii tensiunile primare și secundare sînt în fază. Avem: 


U, = Ui + Uau (I) 
U: = Ui + Uiz. (II) 
Dar, 
U} =mnU şi Ug = TE > U} =mUR (III) 
n 
Uy Deci, înlocuind pe (IH) în (I) și 


(II) avem: 
U, = UE + n?) > Uii = 


U i n? 
m = ȘI Uz, = U,— 5 
1+n 1+n 


r n 
U — Uz Ir — U -+ 
2 a T Usg 1I e 


n 2n 
Ul Sica = Ca aie 
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Problema nr. 8.13. Două transformatoare monofazate TI și TY, de con- 
strucție diferită, funcționează în paralel alimentind un receptor care are impe- 
danța Z, și absoarbe puterea aparentă S,. Se cunosc: tensiunile nominale 
secundare ale celor două transformatoare Ufy și Uw; curenții nominali 
Izy ȘI Ii: puterile aparente nominale S$ și Sy ; rapoartele de transformare 

ie Ni N31 A : 
m ȘI ny (unde vom nota aici ny = z ȘI ny = poa tensiunile de scurtcir- 
1 
cuit Uis și Ui}; impedanțele Zš« și zu frecvențele nominale sînt egale. 

Neglijindu-se curenţii de magnetizare și pierderile în fierul transforma: 
toarelor, se cere să se determine: 

4) valorile curenților debitați de cele două transformatoare ; 

b) puterile debitate de cele două transformatoare; 

c) tensiunea care se stabilește la bornele receptorului. 


Solutie : 

a. Se reduce la secundar fiecare din trânsformatoare. Schema echivalentă 
a primului transformator, de exemplu, este dată în figura 8.13, a sau mai 
concentrat în figura 8.13,5, unde s-au notat cu Z! și ZH impedanţele de scurt 
circuit ale transformatorului văzute din secundar, fără a mai pune indicele 
»2 sc“. 


ZI = (n? - Ri + R3) as j(ni Xi ET Xiz) 


Și similar 
(22 
ZI = (02, RE + RP) + (02 + X3) 
A Z T 
PN pi cit Pi Xdi Ag Xa I x A em g Ci a za: 


Fig. 8.13, a,d,c,d. 
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Schema echivalentă a celor două transformatoare, lucrînd în paralel, este dată 
în figura 8.13,c, respectiv în figura 8.13,d. 


Aplicînd ultimei scheme teorema a doua a lui Kirchhoff, se obține: 
nU = ZI eda F Z,(Iz Hf Is) 
nuU = ZI: IF + ZI + 13). 


Rezolvînd din aceste ecuații pe Z3 și Iš}, făcînd notația N = ZIZI + 
+ ZIZ, + ZIZ, se obţine: 


r nzi Zr 
I; =u.| a + (mı — nu) i 
(ID) 
ZI 2; 
1; =U | SA (nı = nir) K| 
Curentul absorbit de receptor va fi: 
Z Z 
1, = I3+ 17 = UPS PI , (ID) 
Cu această expresie, se poate scrie din (I) după transformări: 
ES S U, mZ, + Z0) — nZ, + Z) _1 
Le bta N = Dn tLe 
(III) 


We a Da a a a e aid 


U Z ZII) — Z ZI 
IF E 2i, U, m22, + 21) ni2; + ZI) 1 L, I 


— Sai 


Termenul egal și de semn contrar care apare în a:nbele expresii (III) se 
numește curent de egalizare. El este un curent de circulaţie interioară între 
înfășurările secundare ale transformatoarelor (vezi săgețile punctate din 
figura 8.13,c) și realizează egalizarea tensiunii la bornele secundare. Aparent, 
din (III) rezultă că 7,, ar depinde de sarcină (prin intermediul lui Z,); în 
realitate, dacă se ține seama că Z! și ZI! sînt mult mai mici decît Z,, ele pot 
fi neglijate de la numărătorul expresiei (II), iar produsul ZIZ", de la numitor. 
Deci: 


pe ny — nir 
Lea SU: Zi 4+ Z I (IV) 


independent de sarcină. 

n același timp se observă din (III) că și la mersul în gol, (adică Z, = 0; 
Z, = 00), fiecare din transformatoare nu este propriu-zis în gol căci curenții 
secundari nu sînt nuli, ci au valoarea: 


120 = Ua 


adică I, Se vede de asemenea că dacă transformatorul I debitează energie 
prin secundar, transformatorul II absoarbe energia prin secundar și debi- 
tează prin primar. 
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b. Repartiția puterilor pe cele două transformatoare. Avem: 
SI = Uz; Si = Uli; S,=Uzl, = P,— jQ, 
SI _ d} SI d SU It 
Su IP? S lL +IP? S Ip 
Introducînd aici expresiile curenților 73 și J3" din ecuațiile (I), avem: 


gi = ş, M bini Ze pi 
TOO ma + ng! 


(V) 


Şi — s, „RUE — (nr — nu) Zr = Pu — jQ. 
i nZ"! + NIZ! 


Se observă că puterile debitate sînt invers proporționale cu impedanţțele de 
scurtcircuit (relativ). Se pot da însă expresii mai uzuale în funcţie de ‘puterile 
nominale și tensiunile de scurtcircuit ale celor două transformatoare: 


Si = Uien 2 ȘI SN = U U NTN 
mUise = Zilay ȘI Uz = Zilla. 
Rezultă: 


1° Ir 
I RI UiaNU isc © Zi= NIU ben *U 1sc 
DN SA = E 


Un 


0D 


II“ 77r e 
Gra nUbzNUis >. ZII = nUan’ Uisc 
zpi 3 reale 
p cu „SE 


Introducînd (VI) în (V) se obţine în final valoarea puterii aparente (con- 
jugate de fapt, dar nu s-a mai trecut asteriscul,) cu care se încarcă fiecare: 


m SN NINII 
I = . : N 
adie Ui is 
e ls » —18 
Uien * să + UN = 
(VII) 
UI Use NI — NII Z 
~ nmu 
Ts 2N A 
săli i E 
Uien’ = + Ut Tir 
SN SN 
c. Tensiunea la bornele receptorului 
ZII ZI 
U: = Zl, = Z, SS y (VIII) 
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Din analiza expresiilor (1), (1V), (VII), rezultă că pentru funcționarea în 
bune condiții a două transformatoare, este necesar ca: 

— pentru dispariția curentului de egalizare (care poate depăși de multe 
ori curentul nominal), trebuie ca transformatoarele să aibă același raport de 
transformare: nı = ny; 

— făcînd în (VII) nı = ny se vede că, pentru a obține o repartiție a puteri- 
lor, proporțională cu puterile nominale (în ipoteza că avem Uz = Uššy și luate 
ca origină de fază) este necesar să avem: 


Uis = Uzse- 
Rămîne atunci: (X) 
SI sH 
Se o Da 
SN + SN SN + SN 


Rezultatele IX și X sînt fundamentale la funcționarea în paralel. În sfârșit, 
pentru a simplifica analiza relațiilor (VII), se admite — în special la trans- 
formatoare de putere relativ mare — că triunghiurile de scurtcircuit ale 
tranșformatoarelor sînt asemenea. În acest caz se pot considera I4, IF şi L, 
(respectiv S*, S™ și S,) ca fiind în fază. 


Problema nr. 8.14. Două transformatoare monofazate construite pentru 
tensiuni primare Și secundare egale,pentru aceeași frecvență și putere aparentă, 
avînd rapoarte de transformare egale, sînt legate în paralel. Se cunosc impe- 
dantele lor echivalente de scurtcircuit (reduse la secundar) Z* > Z". Se cere 
valoarea impedanței Z = R + jX care trebuie legată în serie cu primarul 
celui de al doilea transformator pentru ca puterile active și reactive debitate 
de transformatoare să fie egale. Se neglijează curenții de magnetizare și pier- 
derile în fier. 


Solutie : 
SI : 
Este nevoie ca S* = S™ respectiv Aaa = 1. Atunci din (V) din problema 
precedentă avem: E 
SI ZII 
= == 2 1 5 
Sir Zi 
se notează: 
Na 
ny = —. 
N, 


Deoarece Z" < Z!, adăugînd impedanţa Z (redusă 
la secundar), ea va trebui să satisfacă n, Z = Zi — Z". 
Deci: 


MR + jni X = (E2R + R3) — (MR + RF) + 
+ jX ie + Xiz) = j (n? X iiz F X åz). 
De aici: 


ni pr II REY 
R=} RI Re — 2E 
Nir ni nir 
n X4 XII 
ia E r 21 da 
A X = — Xm + — Xa — ai 
Fig. 8.14 na n2, nir 


Problema nr. 8.15. Un transformator monofazat este supus celor două încer- 
cări tip: la încercarea de mers în gol se măsoară: Up = 10 kV; Pio = 200 W; 


Lio = 0,05A; n — -Vao — 100. La încercarea de scurtcircuit se măsoară: 
b2 
Ie = 100 A; Up = 1 045 V; Pise = 300 W. 
Transformatorul lucrează apoi în sarcină nominală pentru U, = 10 kV 


și ZJ, = 180 A la cos o, = 0,75 în secundar. În aceste condiții să se calculeze: 
a. Variația de tensiune a transformatorului ; 


b. Tensiunea secundară U, și curentul primar 7, luînd pe U,, ca origine 
de fază; 


c. Randamentul. 
Soluție : 

Se calculează comportarea în sarcină prin predeterminarea pe baza acelor 
încercări tip: 
sa I Izse cae, 100 


2sc =r = 1 


n 100 


P 300 i ; 
— = = 0,235; sin Pise = 0,95; Pise = 73930! 
“Ubiselise | 1 045 2 1 


COS Pise Sa 


R — Uns __ 1045 


iute COS Pise = — 0,285 = 3009 
18C 
ana DEE. ai liga 0,95 = 10000 
1s5c 
COS pup = —F10 00 — 0,4; 19 = 66%30'. 


Ubolip 10%- 0,05 


a. Variația de tensiune a trans formatorului 


COS pp = 0,75; sin ọpa = 0,66; pp = 41°30' 
AU}, = Riel} COS ea + Xili Sin po = o (300 - 0,75 + 1000: 0,66) = 1 600V 


U,» = 7a = 84V; 8V, = 16V. 


b. Diagrama de funcționare în sarcină. Se poate trasa pe baza datelor obți- 
nute pînă acum ținînd seama de figura 8.15. Se deduc din ea, pe bază analitică, 
unghiurile 5 și q, cît și mărimea lui Z4. 

Din figura 8.1.6, b: 


AU; XiscIs COS — Rase], si 
ES arc tg 1scia COS Po 1scia SIN Ọ2 
Ubi Ubı 


òxarc tg = 5°30’. 
Din figura 8.15: 
= Pro — Pa = 66°30 — 41°30’ = 25°. 
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fisci zată) în triunghiul format de curenții 71; Io: Iz 
Avem: 
B = 12 + 12 + 2/0 cos y = 1,82 + 0,052 + 


+ 1,8- 0,05: 2- 0,94 = 3,425 


L Ytse = Zis Se aplică teorema cosinusului (Pitagora generali- 


I, = V3,425 = 1,854. 


Se aplică în același triunghi teorema sinusului: 


1$ __ io... 
CĂ sin (180 — y) E sin B ? 
g g ; 
i “fu sin B = Z% sin y = Ë 0,342 = 0,00925 
Fig. 8.15 A 1,85 
Deci: 


B = arc sin 0,00925 = 25' 
iar din figura 8.15 avem: 
pı = È + p + B = 5°30' + 41°30 + 25' = 47°25'; cos py = 0,736 


c. Randamentul 


deci: ` 
n = 83%. 


Problema nr. 8.16. Se dă un transformator monofazat de 15 KVA, 400/6000 V, . 
50 Hz care, la încercarea de mers în gol a dat Pio = 100W și lo =2A 
la *U,»% = 6000 V, iar la încercarea de scurtcircuit a dat Pise = 180 W, 
Us, = 19 V la Ie = 30 A. Se cere: 

a. Să se determine acel defazaj secundar ez pentru care U, nu ar varia 
ca amplitudine de la mersul în gol la o sarcină oarecare /;, indiferent đe valoare. 

b. Considerînd U, = 6 000 V = const, să se calculeze valoarea maximă a 
randamentului, puterea debitată în acel caz și valoarea corespunzătoare a 
impedanţei de sarcină. 

Se vor considera pierderile în fier independente de sarcină. 


Soluție : 
a. S-a văzut că din diagrama Kapp rezultă aproximativ: 


AUsa = Rasela COS Pa + Xisca sin pa = 0, pentru orice 5. 


Deci: 
R R R? 
Xise Xi + Xa 
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adică o sarcină capacitivă Rise Și X,,, se găsesc din încercarea de scurtcircuit: 


P 180 
COS Papp = —— = = = 0,316; sin ise = 0,943; 
Ubisclise 30- 19 


U 19 
Rise = FA COS Pise = 5? 0,316 = 0,2 Q; 


18C 


pc onse, Sin Pj = 2 . 0,943 = 0,6 Q. 


CIA 3 
Rezultă că Shia tg p = — 5 » adică pp = — 18°30” (capacitiv) Us = 
= Ula = consti”. E ae 
b. Valoarea maximă a sandamentului 
P, 


ag P, + Pcu t Pre l 
El este maxim la acea sarcină secundară P, pentru care pierderile varia- 
bile {cu) sînt egale;cu cele constante (pre). Deci: 


= 2? — ,'unde P = Uzo* Joon, COS i 
Nmax Pzop ppa 2Pre 20pt b2 2o0opt P2opt 


Dar, 
Pre = pea = Rysclia = 100W — M W es (00 À; 


Deoarece în problemă se vede că Usa = U2 = 6 000 V, e necesar ca sarcina 
să fie capacitivă: 


Pa = — 18°30', adică COS Pzp: = 0,948. 
Atunci: 
Paopt = 6000: 22,4: A 0,948 — 8,460 W, 
deoarece 


n’ 6000 
În sfîrșit, înlocuind mai sus pe Pazo, 


8 460 
= a = 0,977 97,1%, 
Nmaz 8 460 -+ 200 í sau 97,7% 


Szept = Vaal, = — 8 940 VA, 


U va P Unz ej?: — 4003: e—j0,323 Q. 
Ia opt Ie opt 


Problema nr. 8.17. La încercarea în scurtcircuit a unui transformator mono- 
fazat de 100 kVA și 230-6 000 V se;măsoară P,e = 2 400 W și Us2se = 330 V 
la Ia, = 16,7 A (primarul în scurtcircuit). 

Neglijînd curentul de magnetizare, să se calculeze căderea de tensiune 
cînd transformatorul funcționează în regimul J, = 400 A la cos pp = 0,8. 


Za opt — 
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Solutie : 


Ra, = pe COS Pae = R, + Ri = D. 0,436 = 8,6 9, 


2sc 3 


Ubasc _; , 330 
Xose = 7 ON Pasc = Aga Pia e 0,9 = 17,8 Q, 


2sc 
căci; 
Pose __ 2400 


= — ~ = 0,436; sin = 0,9. 
Ubzse’ lase 330 - 16,7 Pose 


COS Pas = 
Deci: 
AU, = Iot Rase" COS pa + IX ase SIN pa = Ii (Rose COS Pa + Xose SIN q2); 


EE E e E E ES 
N, 6000 


Rezultă: 
AU, = 15,3 (8,6: 0,8 + 17,8 » 0,6) = 271 V. 
gi rd: rE 


aa + au ierni 

Problema nr. 8.18. Un transformator monofazat de 30 kVA și 5 000/110 V 
la f = 50 Hz are o secțiune netă a circuitului feromagnetic de 195 cm?. Se 
cunosc: N, = 52 spire; N, = 2316 spire; R,= 7,509; R,= 0,005 Q; 
La = 0,055H; Liz = 1,28:104H. O încercare de mers în gol indică: 


U iis 5 160 V: Fii = 525 W; A = 0,218 A. 


Să se determine: 

a. Inducţia maximă în miez; 

b. Căderea de tensiune cînd transformatorul debitează la tensiunea secun- 
dară U, = 110 V un curent I, = 228 A, la cos pp = 0,8, inductiv; 

c. Factorul de putere, curentul primar și randamentul. 


Solutie : 
a. Inductia maximă în miez 


Ua = 4,44 fN,AB nar 
Socotind U,, = 5 000 V, avem: 


Poo atenua aa N e cca eee e i DE 
maT  444fN,A 4,44- 50-2316- 195-104 i 


b. Căderea de tensiune. Se poate folosi metoda grafică sau grafoanalitică 
(vezi problema 8.11 sau 8.15) bazată pe diagrama polară. În cazul de față 
se dă ca exercițiu această metodă, urmînd să se aplice metoda separării pier- 
derilor (bazată pe teorema conservării puterii în rețele de c.a.). Astfel: 


Pa = Upal2 COS po; Qa = Upala Sin qa; S, = V P} + Q; 
Dre = Pio = dat; qre = Po tg pro; 
Pcua = R; Jaz = Laal8; 
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Ou 0 So; 2 
Pa = Pak fcu Sa: = V P2, + Qi > e2 = T Ue = HU; 
2 
Qz: = Q2 + lae 
S 
Pi: = Pa + Pee S= |P FO E 
el 
Qi: = Qoi + gre 
Pcu = R; Ja = olati; 
Pi = Pu + Peun Srel e Bo Un = 2, 
1 
0, = Qu + Qar 
P L —U a 
cos 9, = =; y=. 100%; AU, = ————— 100%. 
S, Ubo 


"e 


Indicele „2 
aparentă). 
Rezultatele numerice se sistematizează ca în tabelul 8.1. 


indică puterea Deea interioară (activă, reactivă, 


Tabelul 8.1. 


Märimea | Putere activă Putere reactivă Putere aparentă Aiie miei 
Circvitul W Var VA dz iata 
Secundar | Pa == Uvals cos a = | Qo = Uvol sin 2 = | Sa; = VP, + Qi 1 + Qh el = NUea = 5160 V 
= 110: 228: 0,8 = | = 110- 228- 0,6 = 96 500 e arată că 
= 20 060 15 200 Sai | Pre Și dp, măsurate 
9 3 2 Uez — = — 116 V | 
Pcu = Pola = 261 | qag = oLan di = 7 | la Ubio = 5 160 V 
Pai = Pat Pcuz= = 2 110 Ise păstrează) 
= 20 321 Qai = Q, F åz = 
= 17 310 
a Ppe = Pio = 525 {dfe = Piot8 P10 = |S =VP2 + Qi = COS Po = 
Netuc i ! 
Pii = Pai + Ppe =| = 1 000 = 27 700 —__ Po _— 
= 20 846 Qi = Qai + lfe = i= Sy — 5.36A Uero — Tio 
= 18 310 Uer SARAT 


Ea SE E S S a 


Primar | Peu = RẸ = 215 [ga = oLas1ţ = 570| s, = VPF F Q = asara Pi 0,75 
PE put Pou ay Q Qi + da = = 28 150 . S 
= 18 880 P 
= 21 061 Us, = SL 5251 V |n = — -100 = 98% 
L P; 
1 
— Ub — Ubi pai 
n 
AU „a = -100 = i [525 ) = 7,3%. 
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Problema nr. 8.19. Un transformator monofazat funcționează în gol sub 
tensiunea primară Up = 25 kV și absoarbe Pg = 800 W la Zio = 0,1 A. 
Cînd lucrează în sarcină, sub aceeași tensiune la bornele primare, el absoarbe 
IL = 2A și P, =40KW la U, = 240 V, I, = 195 A și cos p= 0,8 


inductiv. Raportul de transformare, măsurat în gol este ee = 100. 
b20 
La o sarcină secundară capacitivă (p, = — 45°) el debitează în secundar 


P, = 60 kW la U, = 25 kV. Se cere să se determine în aceste condiții: 
Us» În, Pa, COS e. ȘI randamentul y prin două metode: 

a. prin metoda diagramei polare (propusă spre rezolvare) ; 

b. prin metoda separării pierderilor (rezolvată efectiv). 


Soluție : 

Deoarece nu se cunosc efectiv parametrii schemei echivalente (ci ei trebuie 
determinaţi aproximativ pe baza rezultatelor celor două încercări), evident 
că ambele metode nu vor mai fi exacte (ca la problema 8.11 sau 8.13), ci vor 
da anumite erori de metodă (ca la problema 8.15). 

Se va folosi metoda separării pierderilor, care este mai rapidă. 

— Pe baza încercării de mers în gol, 

Udio’ Iio 25. 108- 0,1 
— Pe baza încercării în sarcină trebuie să se determine Rise Și Xise: 


Pcu = P, — Pa — Dre = 40: 108 — 240 - 195- 0,8 — 800 = 800 W 
Pou __ 800 


Pre == Pio == 800 W; COS Pio = = 0,32 


Rise = 


Dar: 


Acest rezultat putea fi obținut și din condiția de conservare a puterii reactive. 
— Predeterminarea noului regim de functionare : 
P 60 000 
Ush Uli SS en 
bă vas COS Ọz 0,707 


Din aceste două ecuaţii se deduc cele două necunoscute Ua și Jı dacă 
Uz = 25 000 V. Se vede că Ui > U, adică Up > Up20- 


25 000 — Ul, = — 259I, 7 | U! = 26 100 V, U, = 261 V. 


P, = P, + bre + Riu? = 60 + 0,8 a — 62,91 kW; 


Qa = Q; + gre + Xa? = — 60 +2374 E = — 51,68 KVAR, 
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Sı = V P} + 02 = 81,5 kVA; 


P ai 
COS P1= = = 0,77, capacitiv ; 
1 


Problema nr. 8.20. La un transformator monofazat se cunosc următoarele 
mărimi: Usp Ro Ra, Law Laz Na și Na; reluctanța magnetică a miezului 
de fier R„; pierderile în fier se pot neglija. În secundar se conectează o impe- 
danță Z(R, L, C) Se cere: 

a. Să se calculeze curentul primar /,. 

b. Să se găsească schema echivalentă redusă la primar. 

c. Să se determine cuadripolul în T echivalent. 


Solutre: 
a. Se tolosesc ecuațiile de bază ale teoriei tehnice (fig. 8.20,a4,b) 


Usi = (Ri + JXa) li + Uui 
Up = (Ra EL jĂ az) l — Un 
Us = (R T jX) Í 
Un = jo Ni®; 
U= — jo Nou 
(Nil + NA) = Ram: D ue 


Din acest sistem de șase ecuații cu șase necunoscute : 7,, ILa» U» Uuw 
U „2 ŞI ®,„ se deduce: 


SU [(Ra + Rə) M + NP] +JjIMP — (Rı + RN]. 
SS e ea MII LN , 
unde: 
2 N2 
M = Ri(R: + R) — = Ea o? + NoLa + Ni (oLan +o’ L — >) , 


N R, (oLa Tole a tR t Rolt ra [N2(R, + R) +NERI], 


1 wN? 
P = ollaa tI) H. 
b. Pentru determinarea schemei echivalente reduse la primar: 
N, X N, y , N , N 
R, = n] Ra: L =à) Las Uess SL Uma: D= — EI 
2 N, 2 d2i N, å21» 453 N, ~ b2, £2 N, 22 


I, Fi Lie 1» Re loz 


So 


Fig. 8.20, a, b 
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melNotMh 


NINEN?) | ; 
l A Rm d Bə I> Pm da1 
s e mita 
=b, oN, No Ub, 
l-I; 
o- 
p d 
Fig. 8.20, c,d 


Neglijind pierderile în fier, avem 
Da = NP = Lua (2 e h) 
Na 


dar, 
NI N N? 
Nifi t Naia și rezultă: L, = Lys = A : 
m 


,, = 
fu Rm 


Schema echivalentă are aspectul din figura 8.20, b. 


c. Cuadripolul în T echivalent: 
Înlocuind în (I) pe U„ı și Una funcție de ecuatiile 4, 5, 6 din acest sistem 


se deduce imediat: 
A N2 i 
Up = | iT jo | Lat +) + Ja R I 
N,N, (11) 
l 
Rm 


— Up = [R F jo Lan T | + Joe 


Pe de altă parte ecuațiile cuadripolului în 7 din figura 8.20, e sînt 
| Ur = (Z, => Z) L dea Zl, (III) 
— Uy = (Z: + Z) — ZI 
Identificînd factorii lui J, și 7, din sistemele (II) și (III) rezultă valorile 
elementelor cuadripolului trecute “direct pe schema din figura 8.20, d, ţinînd. 


seama că Z e capacitiv. 
4.8. MAȘINA ASINCRONĂ 


PROBLEME REZOLVATE 
Problema nr. 8.21. Un motor asincron trifazat conectat la o reţea cu f = 
1 470 rot/min. Să se deducă 


= 50 Hz se rotește la sarcina nominală cu turația n,= 

puterea nominală a motorului, știind că la puterea maximă de care este capa- 

bil Pu = 2,26 kW, turaţia sa este mny = 1 440 rot/min. 
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Soluție : 


Deoarece turația nominală a unui motor asincron e foarte apropiată de 
turația sa de sincronism, nọ = 60 f/p din datele motorului rezultă că aceasta 
este ng = 1 500 rot/min, cu $ = 2 perechi de poli. Atunci: 


CP aaa 00 2 a DU et SO 0,02, 
No 1 500 
Se. — 1 44 
E Doi Rat E A 
No 1 500 
În general: 
P=Q,M; deci și Py = QyMy 
dar, > 
2 2r -1440 
Q, = mM TT = 150,75 radjs 
60 |! 
Py 2 260 
Qum 150,75 
i 
M = a 15 ap a 
s SM $ 3 
sy S$ 0,04 0,02 
jar 


Py = M ; Q, = 12 + 255 - LEL = 1,848 kW. 


Problema nr. 8.22. Un motor asincron trifazat funcționează sub tensiunea 
Up: = 380 V între faze și la frecvența f = 50 Hz. Statorul are o înfășurare 
tetrapolară legată în triunghi cu rezistența unei faze R, = 1 Q. Rotorul este 
legat în stea și are pe fiecare fază R, = 0,5 Q. La funcționarea în gol se 
măsoară: 

b 


Pio = 225 W; Io =5A; fo = 0,2 Hz. 


Neglijind pierderile în fier, să se determine: 


a. Factorul de putere și puterea reactivă absorbită la mersul în gol; 
b. Valoarea cuplului de frecări M,; 


`c. La mersul în sarcină cu in cuplu rezistent exterior se măsoară P] = 


= 1000 W, 1, =6A și fp = 1 Hz. Să se calculeze acest cuplu și curentul 
rotoric. 
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Soluhe : 
a. Ţinînd seamă că Iio și Usa sînt mărimile de linie avem: 


Pio 225 


COS = eee 00 eee 
Po = y3 Um -Io V3- 380-5 


= 0,0686; sin ep = 0,98 


Qio = V3 Upilio Sin eso = V3 - 380 - 5.0,98 = 3 221 VAR 


b. Se neglijează pierderile în gol din cuprul rotoric, dar se consideră 
cele statorice: 


Êcuo = 3R; fal = 1-25 = 25 W 


P, = Pio — fcu = 225 — 25 = 200 W = M, : O. 


La mersul în gol: 


fiind foarte mică. 
Deoarece p = 2 perechi de poli, 


non = = 1 500 rot/min; Qo = . 2n = 50 r; 
My= 2% =1,27N-m. 
507 


Puterea electromagnetică interioară transmisă rotorului, din stator, este: 


P; = P, — po = 1000 — 36 = 964 W = Q,(M, + Mea), 


iar în sarcină: 


sl = —0,02, O,=(1—s5) 09 = 49, 
f 50 
964 
Meze + M; =— = 6,13, > Muz, = 4,86 Nm; 
50r 
dar 
Peuz = sP, = 0,02 i 964 = 19,28 W, 
iar 


Peuz — maRaI2—> Í; == Poa ha - 0,5 = 3,58 À. 
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Problema nr. 8.23. Într-o rețea există o instalație cu motoare asincrone 
care consumă P = 400 kW la cos e = 0,55 inductiv. În scopul îmbunătățirii 
factorului de putere se înlocuiesc două motoare asincrone (avînd P, = 80 kW 
și cos 4 = 0,65, respectiv P, = 150 kW și cos ọ = 0,65) cu motoare 
sincrone. Să se determine puterea aparentă a motoarelor sincrone care înlocu- 
iesc pe cele două asincrone, astfel încît factorul de putere echivalent al întregii 
instalații să devină unitar. 


Solupie : 
Pe întreaga instalație se cere: 


Q = P tg p = 4001120 = 607 KVAR. 


Fiecare motor din cele înlocuite consumă: 


V1 — 0,652 


Qı = P tg qi = 80 — gg — = 95,5kVAR, 
Qa = Pa tg pa = 150 ETOS — 175,5 KVAR. 


Înlocuind aceste două motoare cu motoare sincrone de putere activă identică, 
în rețea mai trebuie compensat doar: 


Q’ = Q — Q, — Q: = 338 KVAR. 


Se supraexcită cele două motoare astfel încît această sarcină reactivă să se 
repartizeze pe cele două mașini proporțional cu puterile lor active. 


Qi = Q' ea a — 117,5kVAR, 
P, + P, 80 -+ 150 
Q; = @' —F2— = Q' — Qi =220,5 KVAR. 


P, + Pa 
Se pot calcula deci puterile aparente necesare: 
S, = V P} + ọ: = V80? + 117,5? = 142 KVA, 
Sa = V PEF 02 = 130 F 220,5? = 267 KVA, 


fiecare la: 


cos ọ = Li a A = 0,563, capacitiv 
Sı Sa 
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Problema nr. 8.24. Un motor asincron cu statorul în triunghi și rotorul în 
stea este construit pentru o tensiune primară de 380 V la f = 50 Hz și are 
cos pọ; = 0,87, pierderile în fier fre = 600 W și R, = 0,3 Q. Cu ajutorul a 
două ampermetre se măsoară (v. fig. 8.24) curentul de linie absorbit din rețea 
I, = 57,1 A şi cel din rotor I, = 15 A. Dacă alunecarea respectivă este s = 
= 0,02, se cere să se determine rezistența reostatului de reglaj ce trebuie inter- 
calat pe fază în circuitul rotoric, pentru ca turația motorului, la un același 
cuplu rezistent, să scadă la jumătate din turația de sincronism. 


Solutie : 
Puterea absorbită din rețea este: 


P, = V3 Usa cos pa = V3- 380: 57,1 - 0,87 = 32 700 W = 32,7 kW, 
iar curentul din fazele statorice: 


Ily =-= = 33 A. 


Pierderile în cuprul statoric sînt: 
Bea, = Ma RI}; = 3 * 0,3 + 332 = 980 W, 
iar pierderile în cuprul rotoric: 
cu, = Spa = S(P, — Pre — £cu) = 0,02 (32 700 — 980 — 600) = 622 W 


Ra CU dea t a 
31} 3-15? 


Sore teii ua > M ; . 
La variația lui R}, M„ nu variază; rezultă R const. Din expresia M = 
MM 
S S SES : 
2M yl n d , cu Su = ReļX:0 rezultă că același cuplu se obține cu 


M 
S|R, = constant. În cazul cînd noua alunecare s' corespunde creșterii rezis- 
tenței R, cu valoarea R, a rezistenței reostatului de reglaj, vom avea: 


Fig. 8.24 
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În cazul enunțului, deoarece Oy = 0/2, trebuie ca s’ = 0,5 și deci: 


S — sS 0,5 — 0,02 


R, = Ra —— = 0,922 22O; 


pi 
Se reține din acest exemplu că la sarcină constantă alunecarea este propor- 
tională cu rezistența circuitului rotoric. 


Problema nr. 8.25. La un motor asincron trifazat cu rotorul în colivie, încăr- 
cat la sarcină nominală, alunecarea și curentul în rotor au valorile: sy = 3% 
ȘI ay = 163 A. Se mai cunosc: R, = 0,0008 Q; X21 = 0,0048 Q; m, = 3; 
N, = 48 spire; Q= 0,94; Z= 40; (=. 

Se cere să se determine curenţii de pornire în rotor și stator. 


Solutie : 


La motoarele în scurtcircuit, m = Za; deoarece Na = 1, rezultă că aici 
trebuie operat cu 


Z 1 
Na =--> Nea => 
2M, 2 
căci aici fiecare conductor alcătuiește o fază. 
a. Se poate arăta că, plecînd de la definiția lui o și a inductivităţilor ciclice 


avem X421 S X, o. Dar dacă se neglijează f.,: 
1 


X 
Í, ai Uy’ 


12, 
Xı 
R. \3 
ÈJ a 
Pentru s = sy și s = 1, se obține: 


E || 64 + 2300 _ 1, 
I2p ME a Xo, 71000 +2300 — 5,6 


b. Pentru n m pornire în stator, din ecuația circuitului rotoric 
se deduce că: 


R a 
— +jX 
” S 
Lee e cai 
Xa 
La pornire (s = 1) și în general.la alunecări mari (s > 0,5) este posibil să se 
i: R 
neglijeze a față de jX.. Deci: 
i X 
lp” E 2. I, sau J/ = Ia: 
21 21 


Dar, 
> E e E A Ca Na 30 -1 -0,5 0,111, 


— O — T ————_— 


Xa Lai Su  méN,  3-48-0,94 


adică: 
I œ 0,111 * 12, = 0,111 -910 = 101 A. 

Problema nr. 8.26. Se dă un motor asincron la care se cunosc: Mp, Sm și 
momentul de inerție polar al rotorului J. Să se determine timpul necesar ca 
motorul, pornind din repaus prin cuplare directă la rețea, să atingă o turație 
corespunzătoare unei alunecări date s,, considerind pornirea fără sarcină 
(în gol), și neglijînd pierderile mecanice. 

Solutre : 
Ecuația de mișcare este: 


JS = M = My —. 
S 
EAE N 
SM S 
Dar, 
9, = Q% (1—s)=2(1— s) 
p 
și deci 
dQ, _ œ ds _ Mu 2 
d! dt J s 
P e ile M 
SM S 


Ultima ecuație se poate integra prin separarea variabilelor : 


| E E [=+] as, 
2pPMu SM S 
tp Jo s=S. | SM s Tm 1 1 
= E a — + — | ds = — | sy In -= 1 s)|. 
k | 2MM | S E) 2 [su Si T + i) 
unde: 
J 
T.. = 
i PMM 


este constanta de timp electromecanică a motorului. 


Problema nr. 8.27. Să se arate că la pornirea în gol a unui motor asincron 
(neglijînd pierderile mecanice) din totalul energiei electromagnetice cedate 
rotorului pe durata pornirii, jumătate se înmagazinează sub formă de energie 
cinetică, iar jumătate se consumă sub formă de pierderi Joule în înfășurarea 
rotorică. Rezultatul este independent de modul de pornire a motorului și 
de valoarea rezistenței rotorice. 


Solufie : 
Ecuația de mișcare a rotorului este: 


ds 
-Jù e = M (1) 
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Energia totală absorbită de la rețea are expresia: 
W ay P, dt + (7 P, dt + | P, dz, 
~Q 0 0 


unde P,, P, P, reprezintă pierderile în stator, în rotor, respectiv puterea 
mecanică. Dar: 


P, = shi; Pa = (1 — s$) Pi; P= QM (I1) 
se face aproximația (de pornire în gol) că în final Q, = Qg, adică: 


Wa = hae ai (III) 
A 2 2 
Pe de altă parte, cu (I) și (II): 


tp tp tp 
=] P, di = sQ, M di = — Oof JQ,s : ds = 
0 


0 


_ s2 jio JR JO 
iai (e Mu m aa al (IV) 
adică: 
W, x Wu du 


Deci rezultatul nu depinde de 42u/ (cuplare directă, variația tensiunii pri- 
mare, reostat rotoric etc.) pornirii — căci R, sau U, nu intervin explicit în 
expresia lui M — și nici de durata pornirii (t), deoarece e independent de 
fp (el nu apare în final), cu o abatere mică, de cel mult 1%. Rezultatul este 
deosebit de important pentru calculul termic. 


8.5. MAȘINA SINCRONĂ 


PROBLEME REZOLVATE 


Problema nr. 8.28. Un motor sincron trifazat supraexcitat lucrează la extre- 
mitatea unei linii electrice trifazate simetrice, avînd impedanța pe fază 


Z = (3,2 +j 4,8) Q. 


Să se determine tensiunea la bornele motorului, ştiind că la celălalt capăt 
al liniei tensiunea este 6 000 V, iar motorul absoarbė o putere activă de 450 kW 
la cos q = 0,86, capacitiv. 

Soluţie : 

Dacă U, este tensiunea de alimentare a liniei și U, la bornele motorului 
(pe care o luăm origine de fază) rezultă imediat pe o fază (v. fig. 8.28): 


U,=U,+Z-ĎI sau U,¿(cos0+jsin 6) =U,+ZI (1) 
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P e ° 
ÎI = I &? = ——— (cos ọ + j sin ọ) = 
3U, cos e 
P . Po tg 
ai = Do d 2 t, 
3U, 3U, 


semnul (+) apărînd, deoarece J va fi defazat 
înaintea lui U,. Dacă se înmulțește această 
Fig. 8.28 expresie cu Z, se obține tocmai ZI pe care-l 
înlocuim în (I). 


U, (cos + j sin 6) = U; + (R+jĂ)U +j te 9) = 
=U, + (R—X tg p) Š + j(X + R tg p) (II) 


Se identifică partea reală și imaginară din cei doi membri și se obțin două 
ecuații în U, și 0: 
P, 


U cos 0 = U, + (R— X ‘tg ọ) sp 
2 


U,sin 0 = (X + R -tg ọ) = , 
2 


unde 
U, = 6 000/3 = 3 460 V 


U — X'tg oi (R — X - te 9) P, E 
Ui 2 + (R— X'tg p) TE +2 7 + (R+X'tgọ) aT 


se înlocuiește în relația de mai sus: 
Pa = 4,5 -1080 W; R = 3,20; X = 4,8 Q; tg ọ = 0,585 
Rezolvînd ecuația, se găseşte imediat: 
U= U; =3460 V. 


Problema nr. 8.29. O mașină sincronă trifazată cu 22 = 8 poli, conectată 
în triunghi, are rezistența interioară neglijabilă. Ea este antrenată la no = 
600 rot/min și pentru un anumit curent de excitație, 7,, = 328 A. Se știe că 
la același curent de excitație, în funcționarea ca generator la cos ọ = 0, 

y = 1 800 V la o sarcină de 7 = 260 A. Se cere să se calculeze frecvența 
la care lucrează mașina și ecuația caracteristicii sale externe la cos e = 0,6, 
inductiv, pentru acelaşi curent de excitație (funcționare independentă). 


Solutie : 
În primul rînd, 


La ọ = = , din figura 8.1.8, c se observă că 


Us =U, + XI, dar X = 72. 


sc 


Și deci 
Va[! -7> =U adică U„ = —2— =_= 9 100 V. 
Isc 14 260 
Isc 328 


La cos e = 0,6 inductiv, sin o = + 0,8 și conform (8.30) rezultă: 


1 =| T De us LELE 


9 100 328 9 100 328 


ca ecuație căutată (elipsă). 


Problema nr. 8.30. Un turbogenerator trifazat legat în stea, funcționînd 
independent, are o putere de 10 MVA și o tensiune de linie nominală U, = 
= 6 000 V la nọ = 3000 rot/min și f = 50 Hz. Știind că în regim de scurt- 
circuit trifazat permanent I, = 1,5 Iy, se cere să se calculeze cuplul electro- 
magnetic la curentul nominal pentru sarcină inductivă (cos ọ = 0,5), la aceeași 


excitație ca la scurtcircuit. 


Indicaţie : 
S U 
N /3 SPRE se 5 N > b /3 
Este clar că p = J, adică Q, = 2rf = 314 
— În ecuaţia (8.30) devine: 
V3 Ua = Um =6000 V; 38 =+ 
Isc 1,5 


și se deduce deci valoarea lui U, la sarcina respectivă. Avînd pe U,, se deduce: 


mUvla cos ọ 3.0,5 z SE 
My = ASR a Ulm, în N +m. 
0 


Problema nr. 8.31. Un generator sincron polifazat debitează o putere 
P=C* la o tensiune U, = Ct (reţea de putere infinită). Se cunoaște 


impedanța sincronă pe fază Z = 
= R + jX, în care R nu se mai tj 
neglijează. Se cere: 

a. Locul geometric al extre- 
mității fazorului T. 

b. Locul geometric al extre- 
mității fazorului U.o, cînd vari- 
ază Q. 

c. În ce condiții și la ce va- g 
lori ale lui Q cele două funcți- b 
uni sînt minime. Fig. 8.31 


Q<0 | 
prn Capacitivă, 
=> / 


NS 


/ S / 
/ . 
7 Yemin 
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Solutie : 
a. Se erse U, ca origine de fază. Avem: 
P = mU,I cos ọ = C. 


Locul lui 1 va fi o dreaptă perpendiculară pe U, situată față de originea O 
la distanța 


= I cos ọ = constant 
mUp 


b. Se scrie ecuația tensiunilor: 


Uo =U, + ZI =U, E e- =U, ZI cos o — jZI sin e = 


AZUR ci a 
ir A +P—jọ@) (1) 


Deci cînd Q variază, extremitatea lui U, descrie dreapta AB (v. fig. 8.31). 
c. Curentul 7 este minim cînd cos e = 1, adică ọ = 0 sau Q = 0. 
În ceea ce privește minimul lui U,» se transformă ecuația (I) astfel: 


e 


Us= |F (cos £ — j sint) + 2 — jọ] = 
=o |Z ost +P- (F into) 


b 
Avem un număr complex a cărui parte reală este constantă; modulul este 
minim cînd partea imaginară este nulă, adică pentru valoarea: 


pe U? sin ý 
0 = Z 
Rezultă că generatorul absoarbe putere reactivă (este subexcitat). 


Problema nr. 8.32. Se dă un generator cu poli înecați, avînd impedanța 
sincronă pe fază Z = R + jX = Ze cu R= 0; el lucrează în paralel 
cu o rețea de putere infinită (U, = C’). Se cere: 

a. Să se determine expresia cuplului electromagnetic funcție de unghiul 
de stabilitate 0, de Uso U,, Z. La ce valoare a sa mașina iese din sincro- 
nism ? 

b. Pentru U,g constant în modul (7, = c) se cere să se exprime curentul I 
în funcție de cuplul mașinii. La ce valoare a cuplului modulul lui Z atinge 
un minim și care este acest minim? 


Soluhie : 
a. În breviarul introductiv s-au expus aceste relaţii în ipoteza R = 0. 
Se preia calculul în situaţia în care această aproximaţie nu se mai poate face. 


P mP 
M aa a L, 
Qg 5 


unde P, e puterea electromagnetică pe o fază. 
P, = U,I cos ọ + RI? = Re [U'*I], unde U' = U, + RI. 
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Se alege U, = U, drept origine de 
fază și rezultă de mai sus: 


U’ a U o —j XI; 
U” = Uto +IXI*; I = I e- 


M = Pope [U'*1] = PM e Uat 
U) O 


+ jăL*)1) = pe [U; ol] + 


+ "jX = ~ e [U3]. 


În acelaşi timp se poate pune: 
— Veo — Ub _ Uo jo_ Ub 
E Z Z 


M =” ce [US . tr ne [=] 
Z Z 


Se înlocuieşte: 
Z=Zek; Uz, = Uy 


și se obține: 


= Page |UE e-it — VeoUe amo =m Ueo E ae 
M "m qe [Ze „0 e = Za y, [ue cost cos (8 + £)] 
Dar, 
Ea — = Ig; cost = sin p; — cos (0 + ©) = sin (0 — p) 
fiindcă 
T 
T p+% 
și deci: 
M =?” Usl | sin (0 — e) +-Ve sin e]: (1) 
A Ub 


Mașina iese din sincronism la acea valoare a lui 0 pentru care M este maxim. 
Se observă că el este maxim la: 


0— == sau 0=2 +e 


și că are valoarea: 


M naz miere Ul ac ( 
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b. Se deduce din (I) expresia lui U, în funcție de M. Se obţine: 


[saca ee Release sai, (II) 
p™mIse sin (0 — p) 
Dar 
Ta Ueo — Ub ; 
- Z 
Se înlocuiește aici din (II) U, ales origine de fază și se obține: 
j= Uo _1 Mo — pmUeolsesinp (III) 
Z Z pmIse sin (9 — p) 


Din figura 8.32 se observă că la U, dat și U,ọ = const., locul geometric al 
lui ZI este un cerc descris din O, cu raza U, Dar Z este minim cînd ZI este 
minim, adică pentru 6 = 0, cînd U,, Us și ZI sînt în fază. 

Deci, din (I): 


m ; Ya (Uau — U 
Myc k smp UaU Pa „a ceata, 2 Sol = cost 
GC) (9) 


Se ține seama de această expresie, se introduce în (III) și se calculează Lmin: 


— Eeo _1 pisc sin p(Ueo — Ub) — PMUeolse sin p — 


I.. = 
N Z Z p™mIsc sin (—p) 


EP azi i (IV) 


SPN U eo Ub Ueo — Up 
2 z z 


rezultat ce putea fi dedus și direct pe baza diagramei „polare. 


Problema nr. 8.33. Un motor sincron trifazat conectat în stea, cu o impe- 
danță sincronă 0,2 + j 2,2 Q pe fază, este alimentat la o tensiune de linie 
3 x 1000 V. El produce o tensiune contraelectromotoare (în gol) Uee = 
= 720 V pe fază și absoarbe o putere P = 250 kW. Să se calculeze curentul 
absorbit și factorul de putere. 


Soluţie : 
1 000 


Ue = 720 V; U, =- = 57V; R= 029: X=22Q:;: Z=221 Q. 


Se face ipoteza că motorul e supraexcitat (avînd în vedere că U,„ > U,) 
și alegînd pe U, ca origine de fază se căută Z și U,, sub forma: 
P 


I= I e, unde I = ————— 
3 Up cos ọ 


ȘI U. = 720 e-} . (I) 


Necunoscutele sînt astfel ọ și 0. Se va examina în continuare dacă problema 
admite soluții pozitive pentru ele. Aflarea acestor necunoscute se face din 
identificarea termenilor ecuației în complex: 


U, —(R+jĂ)I = Vu 
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sau 


U, — (R+jă) Desetisie L U, (cos0—jsine): (IN) 


Separînd părțile reală și imaginară, se obțin cele două ecuații necesare: 


[u, — -Ë (R — X tg o) = U, cos 8 
3Up 

(III) 

|2 + Rtg e) = Ua sin 0 
3U» 


Se elimină 0 prin ridicare la pătrat și adunare: 
UP 
3Up 


UI + (R? + X? tg? p — 2RX tg ga 2E RX tea) 
+ (X2 +R? tg? p + 2XRtg p) = Uz 
b 
și deci: 


2 P ip 2 P (pa 2) to — 2 P 2 PXt = U2 e 
Ueu PATRo lu: PATE RST ERT 8 p = Uz 


Astfel: 
6XU? Peara E ici 
te? pi ——— tg ọ + 1 —— =0 
P(RE + X°) E 
9U? 
adică 
6-2,2. 10 5,2- 106 — => 105 + $ 2,5 - 105 - 0,2 
tg? —— t berc a d euroi e Eat, i 
5 SETET EET 89t 6,25: 10% „o i 
3.106 
și deci: 
tg? p + 2:1,80 tg e — 1,16 = 0, 
sau: 
0,3 
tg p = — 1,8 +2,17 ; 
x39 
Se poate arăta imediat că soluția tg ọ= — 3,9, introdusă în (III), conduce 


la cos 0 > 1, adică nu este posibilă. Rămîne doar tg e = 0,3. Atunci: 
cos ọ = 0,955 capacitiv (vezi I prin ipoteză) 


P  __ 25-10 


I = —— = — m ISLA 
3Uy cos ọ 1,73 + 108 - 0,955 
cos 0,955 
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